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Teil A

Aufgabe 1

Geben Sie die Definition der Begriffe Kdrper und Vektorraum iiber einem
Korper an und beweisen Sie fiir einen Korper K und einen K-Vektorraum
V.

a) Gilt fir A\, p € K die Gleichung A = 0, so folgt A = 0 oder p = 0.

b) Gilt fir A € K,v € V die Gleichung Av = 0, so folgt A = 0 oder v = 0.

Aufgabe 2

Es sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer bzw. unitarer K-Vektorraum
und ¢: V — V ein Endomorphismus.

a) Definieren Sie, unter welcher Bedingung der Endomorphismus ¢ normal
heifit.

b) Es sei ¢ normal. Zeigen Sie ker ¢ = ker ¢*.

Aufgabe 3

Formulieren und beweisen Sie die Polarisierungsidentitdt fiir einen reellen
euklidischen Vektorraum V' mit endlicher Dimension.

Aufgabe 4

Es sei f: V — V ein Endomorphismus eines Vektorraumes V' iiber einem
Korper K, der der Gleichung f? = 0 geniige. Zeigen Sie, dass dann idy +f
ein Isomorphismus von V auf V ist. (Dabei ist idy : V' — V' die Identitét.)



Teil B

Aufgabe 5

Die Matrix
2 1 0
0 3 —1| eR33
1 2 -1

ist invertierbar. Berechnen Sie ihre Inverse.

Aufgabe 6
Fiir jedes A € Q sei iiber dem Korper QQ die Matrix
3—X 1 0
Av=1 22 X A-1
4 2 A—1

gegeben.
Berechnen Sie in Abhingigkeit von A deren Rang, Determinante und Spur.

Aufgabe 7
2 1
Im R? spannen die Vektoren v = [ 1| und w = | 1 | ein Parallelogramm
0 1
auf. Berechnen Sie dessen Flicheninhalt.
Aufgabe 8
0 2
Die Vektoren v;1 = | 7 | und vy = —1 spannen einen zweidimensiona-
1 141

len Unterraum des C3 auf. Bestimmen Sie zuniichst eine Orthonormalbasis

des Unterraums, wobei auf C? das kanonische Skalarprodukt zugrundege-

2
legt werde. Zeigen Sie, dass w = % in diesem Unterraum liegt und
2+ 35
stellen Sie w als Linearkombination der Vektoren der von IThnen gefundenen
Orthonormalbasis dar.

Aufgabe 9

Die Punkte p = <(1)> ,q = <§) und r = <_31> sind Eckpunkte eines Drei-

ecks im R?. Berechnen Sie dessen geometrischen Schwerpunkt s.



Aufgabe 10

Bestimmen Sie die Eigenwerte und die zugehorigen Eigenrdume der Matrix

5 —10 -8
A:§ 10 2 —2| e R3*3,
-8 -2 11

Geben Sie eine orthogonale Matrix S derart an, dass die Matrix D = STAS
Diagonalgestalt hat. Welche Fliche zweiter Ordnung wird durch die Glei-
chung 7 Az = 1 (z € R3) beschrieben?



