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4. Ubungsblatt fir die Ubungen vom 16.5.-20.5.2017

Ringe, Polynomringe, Teilbarkeit

Hinweis: Wir betrachten in dieser Ubung - wie in der Vorlesung - ausschlieflich kommutative
Ringe mit Einselement.

V27.

U2s.

U29.

Vorbereitungsaufgabe: Bitte bereiten Sie diese Aufgabe zur Ubung vor.

Wir betrachten in dieser Aufgabe, fiir eine natiirliche Zahl n € N, die Menge

a b
Rn—{<0 a) ‘a,beZn}

zusammen mit der iiblichen Matrizenaddition und -multiplikation in Z,,.
(a) Zeigen Sie, dass (fiir alle n € N) (R,,,+,) ein Ring ist. Wie viele Elemente besitzt
R,?
(b) Geben Sie, fiir n = 3 und fiir n = 4, alle Nullteiler und alle Einheiten von R,, an.
(c) Finden Sie einen nichttrivialen Unterring (d.h. mit mehr als zwei und weniger als

#R,, Elementen) von R,,.

Berechnen Sie die Menge der grofiten gemeinsamen Teiler fiir die folgenden Polynome
sowohl in Q[z] als auch in Zg[z]:

() pi(z) =1+a"+a2 und  py(z) =1+ 2” +2° + 27,
(b) ps(z)=1+42"+2"+2" und pa(z) =14z +a* + 25

Hinweis: Der ggT zweier Polynome kann - analog zur Berechnung des ggT zweier natiirlicher Zahlen
- mit dem Euklidischen Algorithmus durch fortgesetzte Division mit Rest (s. VL I1.2.7) gefunden

werden.

(a) Sei R ein endlicher Ring. Zeigen Sie, dass jedes von Null verschiedene Element von
R entweder Nullteiler oder Einheit ist. Folgern Sie, dass jeder endliche nullteilerfreie
Ring bereits ein Korper ist.

(b) Es sei R ein Ring der Charakteristik p € P. Zeigen Sie, dass dann fiir alle a,b € R
gilt

(a+b)P =aP + V7.
Folgern Sie: Die Abbildung = + xP ist ein Ringendomorphismus von R.

(a) Zeigen Sie, dass die Menge der Gaufischen Zahlen Z[i] = {a +1ib | a,b € Z} mit der
iiblichen Addition und Multiplikation einen Unterring von C bildet.

(b) Bestimmen Sie alle Nullteiler und alle Einheiten von Z[i].

Hinweis: Sie konnen zur Bestimmung der Einheiten das Quadrat der Norm |a + bi|? = a? + b2

verwenden.
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H35.

H36*.

(¢c) Zeigen Sie: 7 € Z]i] ist irreduzibel, aber 5 € Z[i] ist reduzibel.
(d) Zeigen Sie: Gilt a? 4 b = p fiir eine Primzahl p, dann ist a + bi irreduzibel.
(e) Zeigen Sie: 1 +ila +bi <= a=0b (mod?2).

Hinweis: Damit ist ,,jede zweite* Zahl in Z[i] ein Vielfaches von 1 + 4.

Bitte wihlen Sie 2 der folgenden 3 Hausaufgaben zur Abgabe aus.

Hausaufgabe, bitte bis zum 24.5.2017, 12:00 Uhr im entsprechenden Brief-
kasten im C-Fliigel unter Angabe von Name, Matrikelnr. und Ubungsgruppe
abgeben.

Betrachtet wird die Potenzmenge R := PB(M) der dreielementigen Menge M = {a,b,c}.
Zeigen Sie, dass R mit den Operationen

A+B:=AAB=(AUB)\(ANB), A-B:=ANB fir alle A,B€ R

einen endlichen kommutativen Ring bildet. Geben Sie das Einselement an. Bestimmen Sie
alle Einheiten und alle Nullteiler in diesem Ring.

Hausaufgabe, bitte bis zum 24.5.2017, 12:00 Uhr im entsprechenden Brief-
kasten im C-Fliigel unter Angabe von Name, Matrikelnr. und Ubungsgruppe
abgeben.

(a) Beweisen Sie Bemerkung I1.2.2 aus der Vorlesung: Ist R ein Ring, dann ist auch R[X]
ein Ring (der Polynomring iiber R).

(b) Beweisen Sie Beispiel 11.2.12 aus der Vorlesung: R[ X1, Xo| = (R[X1])[X2].

Hausaufgabe, bitte bis zum 24.5.2017, 12:00 Uhr im entsprechenden Brief-
kasten im C-Fliigel unter Angabe von Name, Matrikelnr. und Ubungsgruppe
abgeben.

Sei R ein Ring und f € R[X], dann bezeichnen wir mit f : R — R, r — f(r) die iibliche
Polynomfunktion zu f.

(a) Zeigen Sie: Ist R nullteilerfrei und unendlich, dann ist die Abbildung ® : R[X] —
Abb(R, R) : f — f injektiv.
(b) Finden Sie ein Gegenbeispiel iiber F),, d.h. finden Sie zwei Polynome f # g € F,[X]
mit f = g.
(¢)* Finden Sie ein Gegenbeispiel iiber einem nullteilerbehafteten und unendlichen Ring.
Es sei K ein Korper. Beweisen Sie, dass in K[X] gilt: 2™ —1|2"—1 <= m|n. Schlussfolgern
Sie, dass fiir jede natiirliche Zahl a > 1 gilt: ™ — 1|a" — 1 <= m|n
Beweisen Sie Lemma I1.1.11 aus der Vorlesung;:

Sind f: R — S und g : S — T Ringhomomorphismen, dann ist auch go f : R — T ein
Ringhomomorphismus. Ist f : R — S ein Ringisomorphismus, dann ist auch f~': S — R
ein Ringisomorphismus.

(a) Beweisen Sie das allgemeine Assoziativititsgesetz: Die Produkte von n > 3 Elementen
in einer Gruppe hingen nicht von der Wahl der Klammerung ab.



(b) Beweisen Sie das allgemeine Kommutativititsgesetz: Sind die Elemente ai,...,a,
einer Gruppe (H, -) paarweise vertauschbar, so gilt

al-ag-...-an:aﬂ(l)-aW(Q)-...-aﬂ(n)

fiir jede Permutation 7 € Sy, 1= Sqq, . ny-



