TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DRESDEN

Bereich Mathematik und Naturwissenschaften Fakultat Mathematik, Institut fur Algebra

Dr. E. Lehtonen, Dr. C. Zschalig
Algebra und Zahlentheorie fur Lehramt (Modul ALGZTH), Sommersemester 2018

1. Ubungsblatt fir die Ubungen vom 9.4.-13.4.2018

Wiederholung: Aquivalenzrelationen, Gruppen, Permutationen, Modulrechnung

Ziel dieser Ubung ist es, dass Sie einige algebraische Konzepte, die Sie in der Vorlesung LAAG
(und moglicherweise in anderen Lehrveranstaltungen) kennengelernt haben, wieder in ihr aktives
Wissensreservoir transferieren. Bitte konsultieren Sie ggf. Thre Vorlesungs- und Ubungsskripte
und versuchen Sie, die Aufgaben vor der Ubung so weit wie méglich zu 16sen.

WI1.

W2.

Eine Aquivalenzrelation ist bekanntlich eine (binire) Relation R € M x M auf einer Menge
M mit den Eigenschaften

(a) Reflexivitét: Ya € M : aRa
(b) Symmetrie: Va,b € M : aRb = bRa
(c) Transitivitét: Va,b,c € M : (aRb ANbRc) —> aRc.

Auf der Menge aller Menschen gibt es die (bindren) Relationen ,ist Mutter von*“, | ist
Schwester von“, ,,haben gemeinsame Vorfahren“, ,kennt“, ,ist befreundet mit* .

Untersuchen Sie, welche der Eigenschaften einer Aquivalenzrelation diese 5 Relationen
besitzen.

Eine Gruppe G = (G, o) (wir identifizieren hier die Gruppe mit ihrer Grundmenge) besteht
aus einer Grundmenge G und einer Verkniipfung o : G x G — G (oft wird auch + oder
ein anderes Operationszeichen verwendet) mit folgenden Eigenschaften:

(1) o operiert assoziativ auf G.

(2) Es gibt ein neutrales Element e € G (d.h. es gilt Vg€ G:eog=goe=g).

(3) Zu jedem Element g € G existiert ein Inverses (d.h. Vg € GIh € G: goh =hog =e),
welches oft mit —g oder g~! bezeichnet wird. (siche LAAG-Skript)

Es sei (G, 0) eine Gruppe und e das neutrale Element in G.

(a) Zeigen Sie, dass es in G nur ein neutrales Element geben kann.

L existiert.

(b) Zeigen Sie, dass zu einem Gruppenelement g € G hochstens ein Inverses g~
(c) Beweisen Sie die Kiirzungsregeln:
YVabceG: acb=aoc = b=c¢ und boa=coa = b=c

(d) Beweisen Sie, dass fiir beliebige Gruppenelemente a,b € G die Gleichungen ax = b
bzw. ya = b jeweils eine eindeutige Losung besitzen.

(e) Durch W2c und W2d ist gezeigt: Ist G endlich, dann tritt in der Verkniipfungstafel von
G jedes Element von G in jeder Zeile und jeder Spalte genau einmal auf. Begriinden
Sie diese Aussage.

(f) Beweisen Sie die folgenden Formeln:

() et=e (i)Va,beG: (aob)y t=bloa™t, (iii)VaeG: (a) ! =a.



W3.

W4.

W5.

Fiillen Sie die Operationstafeln so aus, dass eine Gruppe beschrieben wird.

(a) (b)

Hinweise:

e Das Symbol 1 bezeichnet in (a)

das neutrale Element ‘*“1‘2‘3‘4"*Ha‘b‘c‘d‘e‘f‘
e Jede Zeile und jede Spalte muss 1 a a
jedes Element genau einmal ent- 2 1 b c f
halten (vgl. mit dem Spiel sudo- 3 1 c
k). 4 d e a
e Zusétzlich muss die Operation * e c
assoziativ sein. f c

Eine Permutation einer n-elementigen Menge ist ist eine bijektive Abbildung auf dieser
Menge (sieche LAAG-Skript). Oft werden Permutationen in Zyklenschreibweise dargestellt
(siehe LAAG-Skript). Die symmetrische Gruppe S, enthélt alle Permutationen der Menge
{1,...,n} zusammen mit der Hintereinanderausfithrung (iiblicherweise von rechts nach
links) als Verkniipfung (siehe LA AG-Skript).

(a) Geben Sie alle Elemente der symmetrischen Gruppe S3 in Zyklenschreibweise an und
stellen Sie die Verkniipfungstafel auf.

(b) Bestimmen Sie alle Untergruppen der Ss.

Fiir Zahlen a,b € Z und n € N (iiblicherweise ist n > 2) schreiben wir a = b (mod n), wenn
a den selben Rest bei Division durch n lidsst wie b bzw. wenn 3k € Z : a = b + kn (siehe
LAAG-Skript). Fiir jedes n ist die Relation = eine Aquivalenz- und sogar Kongruenzrelati-
on, die Klassen heiflen Restklassen (mod n) (siche LAAG-Skript). Der Restklassenring Z,,
besteht aus der Menge {0,...,n — 1} zusammen mit der Addition und der Multiplikation
(mod n) (siche LAAG-Skript).

Stellen Sie fiir n € {5,6, 7} die Tafeln fiir Addition x +y := (x +y modn) und Multiplika-
tion x -y := (z -y modn) in Z,, = {0,1,...,n — 1} auf. Begriinden Sie (ohne detaillierten
Beweis), dass (Zy, +,+) fiir n € {5,7} jeweils die Kérpereigenschaften erfiillt.

Warum trifft das fiir n = 6 nicht zu?



