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4. Ubungsblatt fiir die Ubungen vom 30.10.-3.11.2017
Gruppen, Ringe

Hinweis: Da Dienstag, der 31.10.2017, ein Feiertag ist, besuchen Sie bitte eine andere Ubung,
falls Sie in einer Gruppe am Dienstag eingeschrieben sind.

V22. Vorbereitungsaufgabe: Bitte bereiten Sie diese Aufgabe zur Ubung vor.

(a) Es seien X # () und Y Mengen sowie f: X — Y eine Abbildung. Beweisen Sie:
(i) f ist genau dann injektiv, wenn ein g : Y — X existiert, so dass go f = idx gilt.
(ii) f ist genau dann surjektiv, wenn ein g : Y — X existiert, so dass fog = idy
gilt.
(iii) f ist genau dann bijektiv, wenn ein g : Y — X existiert, so dass f o g = idy und
go f =idx gelten.

(b) Stellen Sie die Verkniipfungstafeln fiir die Addition und die
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Multiplikation im Ring Z/6Z auf. ;—r
Bestimmen Sie alle Untergruppen der additiven Gruppe 1
(Z/6Z,+). §
Fiihren Sie die o.g. Schritte nun fiir den Restklassenring i
Z/7Z durch. 5

U23. (a) Begriinden Sie, dass in Verkniipfungstafeln endlicher Gruppen jede Zeile und jede

Spalte genau einmal jedes Element enthilt.
(b) Fiillen Sie die Verkniipfungstafeln so aus, dass eine Gruppe beschrieben wird.
(a) (b)

Hinweise:

e Das Symbol 1 bezeichnet in (a) das

neutrale Element ‘*“1‘2‘3‘4"*Ha‘b‘c‘d‘e‘f‘
e Jede Zeile und jede Spalte muss je- 1 a a
des Element genau einmal enthal- 2 1 b c f
ten (vgl. mit dem Spiel sudoku). 3 1 c
e Zusétzlich muss die Verkniipfung * 4 d € a
assoziativ sein. e c
f c

U24. Zeigen Sie: Die Gruppe S, = Sym({1,...,n}) ist genau dann abelsch, wenn n < 2.

U25. (a) Es sei H = (H,-) eine nichtleere Halbgruppe. Zeigen Sie, dass H genau dann eine
Gruppe ist, wenn es fiir alle a,b € H Elemente x,y € H gibt derart, dass

a-x=>b und y-a=0.

(b) Essei (G,-) eine Gruppe mit neutralem Element 1. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:



(i) Gilt (a-b)? = a®-b? fiir alle a,b € G, dann ist G abelsch.
(i) Gilt a® =1 fiir alle a € G, dann ist G abelsch.
(c) Essei (R,+,-) ein Ring mit Einselement. Mit 0 bzw. 1 seien die neutralen Elemente
von Addition bzw. Multiplikation in R bezeichnet. Beweisen Sie:
(i) VzeR:0-2=0=2-0
(ii) VeeR: (1) z=—x=2x-(-1)
(iif) (=1)-(=1) =1
(iv) Yo,y € R: (—2)-y = —(zy) = 2 - (-y)
(v) Yo,y € R: (=2)- (-y) = 2y
A26. Hausaufgabe, bitte bis zum 2.11.2017 (Gruppen 1 bis 4) bzw. bis zum 6.11.2017

(Gruppen 5 bis 7), 12:00 Uhr im entsprechenden Briefkasten im C-Fliigel unter
Angabe von Name, Matrikelnr. und Ubungsgruppe abgeben.

(a) Sei (G,+) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element eg. Fiir alle n € N sei
ng:=g+g+...+g, auerdem gelte Og := eg. Zeigen Sie:
—_—

n—mal

VneNg:nG:={ng: g€ G} <G.

(b) Mittels (a) haben Sie u.a. gezeigt (siche LAAG 1.3.20(d)), dass nZ := {nz : = € Z} fir
alle n € N eine Untergruppe von Z ist. Zeigen Sie, dass Z keine weiteren Untergruppen
hat, d.h. zeigen Sie, dass:

H<7Z — dneNy: H=nZ

A27. Hausaufgabe, bitte bis zum 2.11.2017 (Gruppen 1 bis 4) bzw. bis zum 6.11.2017

(Gruppen 5 bis 7), 12:00 Uhr im entsprechenden Briefkasten im C-Fliigel unter
Angabe von Name, Matrikelnr. und Ubungsgruppe abgeben.
Bestimmen Sie die Verkniipfungstafeln der Gruppen (Z/47Z,+1) (mit der Addition modulo
4 als Verkniipfung) und (Z/27 x Z/27Z,+3) (mit der komponentenweisen Addition modulo
2 als Verkniipfung). Geben Sie jeweils alle Untergruppen an und begriinden Sie, warum es
keine weiteren Untergruppen gibt.

H28. Zeigen Sie: Sind (Ry,+1, 1) und (R2, +2,-2) Ringe, dann ist das kartesische Produkt R :=
R X Ry zusammen mit den komponentenweisen Verkniipfungen
+:RxXxR— R, ((’I“l,’I“Q), (81,52)) — (7’1 +1 81,72 +2 52)
-:Rx R — R, ((’I“l,’I“Q), (81,52)) — (7’1 ‘1 81,72 2 82)
wieder ein Ring.

H29. (a) Beweisen Sie das allgemeine Assoziativititsgesetz: Die Produkte von n > 3 Elementen
in einer Gruppe hingen nicht von der Wahl der Klammerung ab.

Hinweis: Beweisen Sie diese Aussage z.B. durch Induktion tiber n.

(b) Beweisen Sie das allgemeine Kommutativititsgesetz: Sei (H,-) eine abelsche Gruppe
und aq,...a, € H. Dann gilt

al-ag-...-an:aﬂ(l)-aw(z)-...-aﬂ(n)

fiir jede Permutation 7 € S, = Sym({1,...,n}).



