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10. Ubungsblatt fir die Ubungen vom 11.12.-15.12.2017

Matrizen, Gruppenhomomorphismen

V71. Vorbereitungsaufgabe: Bitte bereiten Sie diese Aufgabe zur Ubung vor.
(a) Gegeben seien die folgenden Matrizen (iber Q):

1-1 2 -1 0 1 0 (1)
A=|0 3 5|, B:= 01 0-1], C:= s | D:=(-120 8).
1 8-7 1 0-1 0 e

Berechnen Sie alle moglichen Produkte mit zwei Faktoren.

(b) Uberlegen Sie, ob die folgenden Abbildungen ¢; : Z — Z Homomorphismen, Epimor-
phismen, Monomorphismen oder Isomorphismen zwischen den Gruppen (Z,+) und
(Z,+) sind.

p1:z—= 2+ 1 P2z 2z, P32z —2.

U72. Es seien K ein Korper und n € N.

(a) Beweisen Sie: Der Matrizenring Mat,, (K) ist genau dann kommutativ, wenn n < 2.
(b) Zeigen Sie, dass eine Matrix A € Mat, (K) genau dann mit allen Matrizen C €
Mat,, (K') kommutiert (d.h. es gilt AC = CA), wenn A = \1,, fiir ein A € K gilt.

Hinweis: Multiplizieren Sie dazu z.B. A nacheinander von links und von rechts mit geeigneten
Basismatrizen Ey, k,l € {1,...,n}. Beweisen Sie die Aussage ggf. zunéichst fiir n = 2.

U73. (a) Es seien K ein Korper und m,n,r € N.

(i) Beweisen Sie: VA, B € Maty,xn(K) : (A+ B) = A' + B'.
(i) Beweisen Sie: VA € Mat, w,, (K)VB € Mat,xn(K) : (AB)! = Bt A"

(b) Eine Matrix M € Mat,, (K) heifit symmetrisch, falls M' = M gilt und schiefsymme-
trisch, falls Mt = —M gilt.
Sei A € Mat,,xn(K). Zeigen Sie, dass AA! eine symmetrische Matrix ist. Zeigen Sie
fiir den Fall m = n, dass A+ A? eine symmetrische und A— A? eine schiefsymmetrische
Matrix ist.

U74. (a) Finden Sie einen Isomorphismus zwischen den Gruppen (Z/6Z,+) und ((Z/7Z)*,-).
(b) Es seien G und H Gruppen. Beweisen Sie:
(i) Ist k € Z und G abelsch, dann ist ¢ : G — G mit ¢(g) = kg ein Gruppenhomo-

morphismus
Hinweis: Wie in Aufgabe A26 definieren wir kg :=g+g+ ...+ g fiir k > O und kg := eg
—_—

k-mal

fiir k = 0. Fiir k < 0 ist zusétzlich kg := |k|(—g).
(ii) Ist G abelsch und G = H, dann ist H abelsch.



AT75. Hausaufgabe, Abgabe (mit Name, Matrikelnr. und Ubungsgruppe) bis:
Gruppen 1-4: 14.12.2017, 18:10 Uhr, Briefkasten C-Fliigel oder helpdesk LAAG
Gruppen 5-7: 18.12.2017, 12:00 Uhr, Briefkasten C-Fliigel
Es seien K ein Koérper, A € K und

A= S Matg(K)

o O >

1
A
0

> = o

Geben Sie A" fiir n € N an und beweisen Sie diese Formel fiir A™ durch vollstindige
Induktion iiber n.

Hinweis: Fiir die Formulierung der Losung konnten z.B. Binomialkoeffizienten hilfreich sein.
A76. Hausaufgabe, Abgabe (mit Name, Matrikelnr. und Ubungsgruppe) bis:

Gruppen 1-4: 14.12.2017, 18:10 Uhr, Briefkasten C-Fliigel oder helpdesk LAAG
Gruppen 5-7: 18.12.2017, 12:00 Uhr, Briefkasten C-Fliigel

(a) Uberlegen Sie, ob die folgenden Abbildungen ¢; : G; — H; Homomorphismen, Epi-
morphismen, Monomorphismen oder Isomorphismen zwischen den Gruppen G; und

H; sind.

(i) G1=(Q,+), H = (Q,+), v1: g+ 5¢q

(il) Go=(Q,+), H2 = (Q,+), p2: ¢ ¢°

(iii) Gs = (Q%,-), H3 = (Q,+), w3 :q—>q—1

§ )G4—(Z><Z,+),H:( )y o4 : (a,b) > 2230
+) % (Z)27 % Z/2Z +).

(b) Zeigen Sie (Z/4AZ,
(Z,+) Z (Q,+).

H77. (a) Es sei K ein Korper. Welche der folgenden Rechenregeln gelten fiir alle n € N und
A, B € Mat,,(K)? Geben Sie jeweils einen Beweis an oder finden Sie ein Gegenbeispiel.
(i) (A+ B)? = A2 + 2AB + B?
(i) A2+ B?2=0 = A=B=0
(iii) BA=0 = (AB)?=0
(b) Es seien K ein Kérper, m,n,r € N sowie A € Mat,x,(K) B € Mat,»,(K). (Das
Matrixprodukt AB ist also definiert).

(c) Zeigen Sie (Z

(i) Die dritte Spalte von B sei gleich der Summe der beiden ersten Spalten. Was
ldsst sich iiber die dritte Spalte von AB sagen? Warum?

(ii) Die zweite Spalte von B bestehe nur aus Nullen. Was lésst sich iiber die zweite
Spalte von AB sagen? Warum?

H78. Es seien K ein Korper und n € N. Die Spur einer Matrix A := (a;j);; € Mat,(K) ist
definiert als

tl”(A) = Zaii =ai; +ax2+ ...+ an,
i=1
Es seien A, B € Mat,,(K). Zeigen Sie:
(a) YA, p € K i tr(AMA + uB) = Atr(A) + ptr(B).
(b) tr(AB) = tr(BA).



