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Quotientenräume, affine Räume, Rang

V95. Vorbereitungsaufgabe: Bitte bereiten Sie diese Aufgabe zur

�

Ubung vor.

In dieser Aufgabe verwenden wir die folgende De�nition:

Ist K ein K

�

orper, V ein K-Vektorraum und x+ U ein aÆner Unterraum von V , dann ist

die Dimension von x+ U gleih der Dimension von U .

Es sei nun K = Z=5Z und V der K-Vektorraum K

2

.

(a) Wie viele Untervektorr

�

aume der Dimension 1 hat V ? Bestimmen Sie alle Untervek-

torr

�

aume der Dimension 1 und geben Sie sie elementweise an (am einfahsten geht

das mit einer Skizze).

(b) Bestimmen Sie einen aÆnen Unterraum G = x+ U (mit x 2 V und U Untervektor-

raum von V ) der Dimension 1, der die Elemente (1; 1) und (2; 0) enth

�

alt. Geben Sie

alle Elemente von G an. Ist G eindeutig bestimmt?

() Skizzieren Sie die Elemente des Quotientenraums V=U .

(d) Wie viele aÆne Unterr

�

aume der Dimension 1 gibt es in V ?

�

U96. Es seien V ein 5-dimensionalerK-Vektorraum und B = (v

1

; : : : ; v

5

) eine Basis von V . Wei-

terhin seien U := span

K

(v

1

; v

2

; v

3

) und �

U

: V ! V=U der nat

�

urlihe Homomorphismus.

(a) Begr

�

unden Sie, warum B

0

:=

�

�

U

(v

4

); �

U

(v

5

)

�

eine Basis von V=U ist und warum

�

�

U

(v

3

); �

U

(v

4

)

�

keine Basis von V=U ist.

(b) Bestimmen Sie die Matrix M

B

B

0

(�

U

).

�

U97. (a) Es sei B eine Basis des R-Vektorraums R

4

. Die linearen Abbildungen f

i

: R

4

! R

4

(i 2 f1; 2g) seien durh folgende darstellende Matrizen gegeben:

M

B

(f

1

) =

0

B

B

�

5 2 �7 1

0 1 �4 0

0 0 1 1

0 0 2 2

1

C

C

A

M

B

(f

2

) :=

0

B

B

�

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1

C

C

A

F

�

uhren Sie folgende Shritte f

�

ur i = 1 und i = 2 durh:

� Bestimmen Sie den Spaltenraum SR(M

B

(f

i

)) und ermitteln Sie den Rang von

M

B

(f

i

).

� Bestimmen Sie eine Basis und die Dimension von Ker(f

i

).

� Veri�zieren Sie den Dimensionssatz.

(b) Es sei f : (Z=2Z)

7

! (Z=2Z)

4

eine lineare Abbildung mit der darstellenden Matrix

M

E

7

E

4

(f) =

0

B

B

�

0 0 0 1 1 1 1

0 1 1 0 0 1 1

1 0 1 0 1 0 1

1 1 0 1 0 0 0

1

C

C

A

:

1



Bestimmen Sie dim

K

(Ker(f)) und dim

K

(Im(f)).

�

U98. Sei K ein K

�

orper, V ein K-Vektorraum und U , W Untervektorr

�

aume von V .

(a) Die Einshr

�

ankung von �

W

auf U ist die Abbildung �

W

j

U

: U ! V=W; u 7! �

W

(u).

Bestimmen Sie Kern und Bild dieser Abbildung.

(b) Folgern Sie mit dem Homomorphiesatz: U=(U \W )

�

=

(U +W )=W .

A99. Hausaufgabe, Abgabe (mit Name, Matrikelnr. und

�

Ubungsgruppe) bis:

Gruppen 1-4: 18.1.2018, 18:10 Uhr, Briefkasten C-Fl

�

ugel oder helpdesk LAAG

Gruppen 5-7: 22.1.2018, 12:00 Uhr, Briefkasten C-Fl

�

ugel

Gegeben sei die lineare Abbildung f : (Z=5Z)

4

! (Z=5Z)

3

durh die darstellende Matrix

M

B

C

(f) =

0

�

1 0 1 4

2 1 0 4

1 1 3 2

1

A

bez

�

uglih einer Basis B von (Z=5Z)

4

und einer Basis C von

(Z=5Z)

3

.

(a) Bestimmen Sie den Rang und den Spaltenraum von M

B

C

(f).

(b) Bestimmen Sie (ohne Verwendung des Dimensionssatz LAAG III.7.13) die Dimension

und eine Basis des Kerns von f .

() Veri�zieren Sie den Dimensionssatz LAAG III.7.13.

A100. Hausaufgabe, Abgabe (mit Name, Matrikelnr. und

�

Ubungsgruppe) bis:

Gruppen 1-4: 18.1.2018, 18:10 Uhr, Briefkasten C-Fl

�

ugel oder helpdesk LAAG

Gruppen 5-7: 22.1.2018, 12:00 Uhr, Briefkasten C-Fl

�

ugel

Es seien n 2 N, K ein K

�

orper und V ein endlihdimensionaler K-Vektorraum. Zeigen Sie

folgende Aussagen:

(a) Sind A;B; S 2 Mat

n

(K), S regul

�

ar und gilt B = S

�1

AS, dann gilt tr(B) = tr(A).

Hinweis: Verwenden Sie ggf. H78.

(b) Ist � : V ! V eine Projektionsabbildung, d.h. eine lineare Abbildung mit � Æ � = �

(siehe A91), dann gilt f

�

ur jede Basis B von V : tr(M

B

(�)) = rk(�).

H101. Es seien K ein K

�

orper und V;W K-Vektorr

�

aume. Eine Abbildung f : V !W hei�t aÆn,

wenn es eine lineare Abbildung g 2 Hom

K

(V;W ) und ein w 2 W gibt, so dass f

�

ur alle

v 2 V die Beziehung f(v) = g(v) + w gilt.

Zeigen Sie, dass das Inverse einer bijektiven aÆnen Abbildung wieder aÆn ist. Zeigen

Sie, dass die Menge A�

K

(V ) der bijektiven aÆnen Abbildungen f : V ! V mit der

Komposition von Abbildungen als Verkn

�

upfung eine Gruppe bildet.

H102. Es sei n 2 N, K ein K

�

orper, und V der K-Vektorraum K

n

. Weiter seien v

0

; : : : ; v

k

2 V

(f

�

ur n � k 2 N) so gegeben, dass es keinen aÆnen Unterraum R � fv

0

; : : : ; v

k

g der

Dimension k� 1 gibt. Zeigen Sie: Es gibt genau einen aÆnen Unterraum S � fv

0

; : : : ; v

k

g

der Dimension k.

Welhe Aussage aus der Shulmathematik wird durh obige Aussage verallgemeinert?

2


