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lineare Gleichungssysteme, Matrixinvertierung

V103. Vorbereitungsaufgabe: Bitte bereiten Sie diese Aufgabe zur

�

Ubung vor.

Auh wenn ein Ergebnis anders gefunden werden kann: Bitte l

�

osen Sie die folgenden Auf-

gaben, in dem Sie ein lineares Gleihungssystem aufstellen und l

�

osen!

(a) Peter ist doppelt so alt wie Max. Max ist 10 Jahre j

�

unger als Bert. Zusammen z

�

ahlen

alle drei 86 Jahre. Wie alt sind Peter, Max und Bert?

(b) In einer demographishen Studie wurde festgestellt, dass in jedem Jahr 3% aller Be-

wohner von Musterstadt in das Umland ziehen, w

�

ahrend 5% der Bewohner des Um-

lands nah Musterstadt ziehen. Im Jahr 2000 wohnten 200.000 Menshen in Muster-

stadt und 100.000 Menshen im Umland. Wie viele Personen bewohnten Musterstadt

und sein Umland im Jahr

(a) 2001 (b) 2010 () 1999 (d) 1990

Hinweise: Um das Modell einfah zu halten, wurden weitere Ein

�

usse wie Geburten, Todesf

�

alle

und Migration ignoriert. Benutzen Sie die in der Lehrveranstaltung kennengelernten Metho-

den zur L

�

osung der Aufgabe. Sie d

�

urfen ausnahmsweise elektronishe Hilfsmittel verwenden.

�

U104. Es sei K = Z=5Z und A =

�

1 2 0 1

2 3 0 1

3 4 1 0

�

2 Mat

3�4

(K).

(a) Ist Ax = b f

�

ur alle b 2 K

3

ein l

�

osbares LGS?

(b) Existiert ein b 2 K

3

, so dass das LGS Ax = b mehrere L

�

osungen hat?

() Sei b =

�

1

2

0

�

. Bestimmen Sie die Dimension des aÆnen Unterraums L(A; b).

(d) L

�

osen Sie das LGS Ax = b f

�

ur b =

�

1

2

0

�

.

�

U105. (a) Gegeben sind die reellen Matrizen A

1

; A

2

und die komplexe Matrix C. Untersuhen

Sie, welhe der Matrizen invertierbar sind und berehnen Sie gegebenenfalls die in-

verse Matrix. Bestimmen Sie die zu den elementaren Zeilenumformungen geh

�

orenden

Elementarmatrizen und bilden Sie jeweils deren (umgekehrtes) Produkt.

A

1

=

0

�

1 1 0

2 3 1

0 0 3

1

A

; A

2

=

0

�

1 4 �3

�2 �7 6

1 7 �2

1

A

; C =

�

1 �i

1 + 2i 2

�

(b) L

�

osen Sie das lineare Gleihungssystem A

2

x = b mit b = (5;�11; 0)

t

�

U106. Es sei V der Z=7Z-Vektorraum (Z=7Z)[X℄

�5

. F

�

ur f =

P

5

i=0

a

i

X

i

2 V bezeihnen wir

mit �(f) :=

P

5

i=0

a

i

die KoeÆzientensumme. Bestimmen Sie alle Elemente f 2 V mit

�(f + 2f

0

+ 4f

00

) = 0 (wobei g

0

wie

�

ublih die formale Ableitung von g bezeihnet).
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A107. Hausaufgabe, Abgabe (mit Name, Matrikelnr. und

�

Ubungsgruppe) bis:

Gruppen 1-4: 25.1.2018, 18:10 Uhr, Briefkasten C-Fl

�

ugel oder helpdesk LAAG

Gruppen 5-7: 29.1.2018, 12:00 Uhr, Briefkasten C-Fl

�

ugel

(a) Es seien A =

0

�

1 0 0

�2 0 1

4 a b

1

A

2 Mat

3

(Q) und u =

0

�

1

2

7

1

A

. Finden Sie alle Werte f

�

ur

a; b 2 Q , f

�

ur die das lineare Gleihungssystem Ax = u

(i) keine L

�

osung

(ii) genau eine L

�

osung

(iii) mehrere L

�

osungen

hat. Geben Sie die L

�

osungsmengen von (ii) und (iii) als aÆnen Unterraum, also in

der Form L(A; u) = w +W (mit w 2 Q

3

und W Untervektorraum von Q

3

) an.

(b) Untersuhen Sie, ob die L

�

osungsmenge im Fall (iii) (mehrere L

�

osungen) einen Unter-

vektorraum von Q

3

bildet.

() Die lineare Abbildung f : Q

3

! Q

3

sei durh die Vorshrift f : x 7! Ax festgelegt.

F

�

ur welhe Werte von a; b 2 Q ist f injektiv?

A108. Hausaufgabe, Abgabe (mit Name, Matrikelnr. und

�

Ubungsgruppe) bis:

Gruppen 1-4: 25.1.2018, 18:10 Uhr, Briefkasten C-Fl

�

ugel oder helpdesk LAAG

Gruppen 5-7: 29.1.2018, 12:00 Uhr, Briefkasten C-Fl

�

ugel

Es sei K ein K

�

orper. Eine quadratishe Matrix A = (a

ij

)

i;j2f1;:::;ng

2Mat

n

(K) hei�t obere

Dreieksmatrix, wenn a

ij

= 0 f

�

ur alle i; j mit i > j gilt.

(a) Formulieren Sie ein (notwendiges und hinreihendes) Kriterium f

�

ur die Regularit

�

at

(Invertierbarkeit) einer oberen Dreieksmatrix.

(b) Zeigen Sie, dass die Inverse einer oberen Dreieksmatrix wieder eine obere Dreieks-

matrix ist.

()

�

Uberzeugen Sie sih davon, dass die Menge L

n;K

� Mat

n

(K) der n-reihigen oberen

Dreieksmatrizen

�

uberK ein Untervektorraum von Mat

n

(K) ist. Bestimmen Sie seine

Dimension und eine Basis. Zeigen Sie, dass L

n;K

ein Unterring von Mat

n

(K) ist.

H109. (a) Es sei K ein beliebiger K

�

orper mit Null- und Einselement 0 bzw. 1. F

�

ur welhe a 2 K

ist die folgende Matrix A 2 Mat

3

(K) invertierbar? Geben Sie die Inverse an.

(b) Bestimmen Sie die L

�

osung des linearen Gleihungssystems Ax = b in Abh

�

angigkeit

von dem Parameter r 2 K (und von a 2 K). F

�

uhren Sie die Probe durh!

A =

0

�

1 1 0

1 a 0

1 1 a

1

A

, b =

0

�

1

0

r

1

A

Hinweis: Es ist hilfreih, bei der Inversen A

�1

den Faktor (a(a� 1))

�1

auszuklammern.

H110. (a) Bestimmen Sie die Shnittgerade g der beiden Ebenen E

1

; E

2

� R

3

mit

E

1

=

( 

1

7

9

!

+ s

 

�1

2

3

!

+ t

 

2

�1

�2

!

: s; t 2 R

)

; E

2

=

( 

2

10

�6

!

+ s

 

1

4

�2

!

+ t

 

0

�1

1

!

: s; t 2 R

)

:

(b) Beweisen Sie: Zwei 3-dimensionale Hyperebenen F

1

6= F

2

des R

4

, die jeweils den

Nullvektor enthalten, shneiden sih in einer zweidimensionalen Ebene.
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