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Linearkombination, lineare Hulle, lineare Unabhangigkeit

N7.1 Hausaufgabe (Nachbereitung) Abgabe vor Ubungsbeginn

Priifen Sie, ob die folgenden Mengen Untervektorrdume der R-Vektorrdume R? bzw. RF

sind:

(a) Uy :={(a,b,c) €R?|3a+2b=c},

(b) Uy == {(a,b,c) € R3 | a? = ?},

(c) Us={f €ER® |Va,y eR: z <y = f(z) < f(y)},
(d) Uy :={f € R® | Ja,b € RVx € R: f(x) = az + b}.

V7.2 Hausaufgabe (Vorbereitung) Abgabe vor Ubungsbeginn

(a) Wie viele Elemente besitzt der Zo-Vektorraum (Z3)3? Geben Sie alle Elemente an.
Visualisieren Sie den Vektorraum durch einen Wiirfel.

(b) Es seien v = (0,1,1) und w = (1,1,1) zwei Vektoren aus (Zs)3. Geben Sie alle
Vektoren aus Lin({v, w}) an.

(c) Wie viele Untervektorriume hat der Vektorraum (Z,)3? Begriinden Sie! Geben Sie zu
jeder auftretenden ,Dimension® ein Beispiel an.

(d) Geben Sie (mit Begriindung) alle Vektoren x € (Z3)? an, so dass das Tripel (v,w, )
linear unabhéngig ist.

Hinweis: Unter dem Korper Z, verstehen wir die Menge Zs zusammen mit der Addition und
Multiplikation modulo 2, vgl. VL 2.7.

U7.3 (a) Welche der folgenden Tupel von Vektoren im R-Vektorraum R?, R3 bzw. R* sind linear
unabhéngig? Geben Sie im Fall linearer Abhéngigkeit eine nichttriviale Darstellung
des Nullvektors an (ggf. in Abhéngigkeit von den Werten a, b, ¢ € R).

(al) ((2,0),(1,1),(0,2)), (a2) ((1,1,0),(2,0,2),(0,2,3)),
(a3)  ((1,b),(c, 1)), (ad) ((2,-1,1,1),(-3,2,-1,-3),(1,1,2,a)).
(b) Die Vektoren a,b,c aus einem K-Vektorraum seien linear unabhéngig. Untersuchen
Sie, ob die folgenden Tupel von Vektoren ebenfalls linear unabhéngig sind.
(bl) (a—0b,a+0d), (b2) (a —b,b+¢,b—c),
(b3) (a—b,a—c,b—c).

U7.4 (a) Gegeben ist die Menge M := {vy,v2,v3,v4, V5,06 C R* mit

vy = (1,2,1,2), vy = (1,1,1,1), vz = (0,1,1,0)
vy :==(0,1,0,1), vs = (1,0,0,1), v = (1,2,2,1)

Zeigen Sie, dass jeder Vektor v; mit ¢ € {1,2,...,6} in Lin(M \ {v;}) enthalten ist.
Gilt Lin(vg, vs, vg) = Lin(vs, vs, vg)?



(b) Wir betrachten den R-Vektorraum R3. Gibt es eine reelle Zahl o, so dass sich der Vek-
toru = (—7,2,a) € R3 als reelle Linearkombination der Vektoren wy = (—1,4,1) € R3
und wy = (2,5,3) € R3 darstellen lifit?

U7.5 (a) Wann sind zwei Vektoren X,Y € P(A) linear abhiingig im Za-Vektorraum P(A) (siehe
Aufgabe H5.6, H6.6)?
(b) Es seien X,Y € P(A). Geben Sie alle Elemente von Ling, (X,Y) an. Welche Méch-
tigkeit hat Ling, (X,Y’) in Abhéngigkeit von X und Y?
H7.6 Es seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und x,v € V. Eine Gerade in V durch einen
yPunkt® x mit der ,Richtung” v ist ein Menge der Form {z + Av | A € K}.
Zeigen Sie: Durch zwei nichtidentische ,,Punkte” verlauft genau eine Gerade.

Zeigen Sie: Drei Vektoren u, v, w € R"™ (n € N) liegen genau dann auf einer Geraden, wenn
es Skalare a, b, c € R, die nicht alle gleich Null sind, gibt, so dass au + bv + cw = ogn und
a+ b+ c =0 gelten.

H7.7 Es seien vy, v, v3,v4 € R% Untersuchen Sie, welche der folgenden Aussagen richtig sind.
Geben Sie je einen Beweis oder ein Gegenbeispiel an.

Gilt v4 = 3vy — v3, dann ist (v1,ve,vs,v4) linear abhingig.

Gilt v3 = 0, dann ist (v1,vg,v3,v4) linear abhéngig.

Ist (v1,v2,v3) linear abhéingig, dann ist (v1,ve,vs,v4) linear abhéngig.

)
)
)
d) Ist (v1,v2,v3,v4) linear unabhéngig, dann ist (vy,ve,v3) linear unabhéngig.
) Ist (v1,v2,v3,v4) linear abhéingig, dann ist (v1,v2,v3) linear abhéngig.

)

Ist (v1,v2,v3) linear abhéngig, dann ist jeder Vektor v; mit ¢ € {1, 2,3} Linearkombi-
nation der anderen Vektoren aus (vy,ve, v3).

H7.8 Es sei V ein K-Vektorraum. Beweisen Sie folgende Aussagen:

(a) Essein > 2. Dannsind vy,...,v, € V genau dann linear abhéngig, wenn (mindestens)
ein Vektor v; Linearkombination der anderen ist
(dh di € {1,...,n}5|)\1,...,)\n eK: v = Z)\jvj).
J#i
(b) Ein Vektor v € V ist genau dann linear abhéngig, wenn er der Nullvektor oy ist.
(c¢) Jede Teilmenge einer linear unabhingigen Menge ist linear unabhéngig. Jede Ober-
menge einer linear abhangigen Menge ist linear abhéngig.

Formulieren Sie die Beweise sorgféltig!



