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9. Ubungsblatt fur die Ubungen vom 9.12.-13.12.2019
lineare Abbildungen

N9.1 Hausaufgabe (Nachbereitung) Abgabe vor Ubungsbeginn

Im Zs-Vektorraum Z$ definieren wir die Menge
X :={(a1,...,a6) € ZS | |[{i € {1,...,6} | a; = 1}| = 2}.
aller 6-Tupel, die an genau 2 Stellen eine 1 stehen haben.

(a) Sind X bzw. Y := Lin(X) Untervektorriume von Z$? Begriinden Sie!
(b) Beweisen Sie, dass Y = {(ay,...,as) € Z$ | Z?:1 a; =0 (mod2)} gilt.

(c) Bestimmen Sie eine Basis B C X von Y. (Nutzen Sie den Basisauswahlsatz VL
4.4.(I1)). Welche Dimension hat Y? Wie viele Elemente besitzt Y7

(d) Bestimmen Sie eine Basis C' von Y mit (1,1,1,1,1,1) € C. (Nutzen Sie den Basiser-
ganzungssatz VL 4.4.(I) oder andere geeignete Ergebnisse).
V9.2 Hausaufgabe (Vorbereitung) Abgabe vor Ubungsbeginn
Es seien V und W ein K-Vektorrdume iiber einem Korper K.
(a) Beweisen Sie VL 5.2(a): Die identische Abbildung idy : V' — V,v > v ist eine lineare
Abbildung.

(b) Beweisen Sie (vgl. VL 5.3): Die Nullabbildung O : V. — W,v — oy ist eine lineare
Abbildung.

(c) Es sei nun V = K. Beweisen Sie, dass eine Abbildung f : K — K genau denn eine
lineare Abbildung ist, wenn es ein A € K gibt, so dass Vv € K : f(v) = v gilt.

Hinweis: Vergessen Sie keine der beiden Beweisrichtungen!

U9.3 (a) Bestimmen Sie die Dimension des von den Vektoren
up = (1,1,0,1), we = (3—44, 144, 3+4,24+4i), wuz = (—4,0,0,1+3), wug = (—i,0,1,0)

erzeugten Untervektorraums U = Lin(u1, ug, u3,us) des C-Vektorraums C*. Bestim-
men Sie eine Basis B von U sowie ein lineares Komplement W zu U in C*.

(b) Es sei U" := Lin((0,0,0,1),(0,0,1,0)). Vollziehen Sie den Dimensionssatz VL 4.15
am Beispiel von U und U’ nach, d.h. bestimmen Sie dim(U + U’) und dim(U N U’)
und priifen Sie, dass die Gleichung dim(U 4 U’) = dim(U) 4+ dim(U") — dim(U N U’)
tatséchlich gilt.

1U9.4 Untersuchen Sie, welche der folgenden Abbildungen f; auf den gegebenen K-Vektorriumen
linear sind:

(a) K,V beliebig, f1 : V xV — V mit f1(z1,z2) = 21,



(e) K beliebig, f5: K — K mit f5(z) := 2.

Bestimmen Sie die Dimensionen von Ker(fy) und Im(fy). Ist f4 injektiv bzw. surjektiv?
Bestimmen Sie Ker(fs) und Im(fs).

9.5 Es seien U,V,W K-Vektorrdume iiber einem Koérper K und f : V — W eine lineare
Abbildung.
Beweisen Sie VL 5.2(b): Ist ¢ : U — V ebenfalls linear, dann auch die Komposition
fog:U—>W.
Beweisen Sie: Ist 7" Untervektorraum von V', dann ist f(7") Untervektorraum von W.
H9.6 (a) Bestimmen Sie die Dimension der folgenden Untervektorrdume U zu gegebenen Kor-

pern K und K-Vektorrdumen V. Bestimmen Sie aufierdem jeweils ein lineares Kom-
plement (vgl. VL 4.13) W zu U in V.

(i) K=R,V=R3 U =Lin((1,2,3),(1,0,0))
(ii) K =7Zs, V = (Z5)*, U = Lin((1,3,4,0),(0,3,1,2),(2,0,1,1))

(b) Es seien K ein Korper und U und W Untervektorriume des Vektorraums K3. Weiter
sei K3 =U @ W. Zeigen Sie, dass dann dimg (U) # dimg (W) gilt.

H9.7 Es seien V ein K-Vektorraum und Uy, Us <V mit U; @ Uy = V. Fiir jedes i € {1,2} sei
m; + V. — V die Projektion von V auf U;, d.h. Yuy € Uy, ug € Uy : mi(ug + uz) = u;.

(a) Zeigen Sie, dass m; und 7o lineare Abbildungen sind und Im(m;) = U; fur ¢ € {1,2}
gilt.
(b) Zeigen Sie, dass 72 = 7; gilt.
H9.8 Essein € Nund A eine Menge mit n Elementen. Finden Sie einen Isomorphismus zwischen

den Vektorrdumen (P(A),A,-) (vgl. Aufgaben H5.6, H6.6, U7.5) und (Z3,+,-) (vgl. VL
3.2, Aufgabe N6.1).



