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10. Ubungsblatt fur die Ubungen vom 16.12.-20.12.2019

lineare Abbildungen, Koordinatenvektoren

N10.1 Hausaufgabe (Nachbereitung) Abgabe vor Ubungsbeginn
Es sei f: R3 — R3, (z1,29,23) = (z1 + 22, 2w1 + o2 + 23,21 + 23) eine Abbildung.

(a) Zeigen Sie, dass f eine lineare Abbildung ist.

(b) Bestimmen Sie dim Ker(f) und dimIm(f) und entscheiden Sie, ob f injektiv oder
surjektiv ist.

(c) Geben Sie eine Basis des R-Vektorraums Im(f) an und bestimmen Sie Ker(f).

V10.2 Hausaufgabe (Vorbereitung) Abgabe vor Ubungsbeginn

Essei W = {f € RR | Ja,b € R Vz € R: f(x) = az + b}. Gemif N7.1(d) ist W ein
R-Vektorraum.

(a) Beweisen Sie, dass C'= (f,¢) mit f :=idg und g: R — R,z +— x + 1 eine geordnete
Basis von W ist.

(b) Bestimmen Sie gemiR VL 5.9 zu den Tupeln wy := (—1,1),wq := (1,1) € R? die
Bilder ®¢(wy) bzw. & (ws).

- (c) Untersuchen Sie (nur mit Hilfe von) VL 5.9 bzw. 5.14, ob die lineare Abbildung ®¢
injektiv, surjektiv, bijektiv ist.

(d) Beweisen Sie mit Hilfe der VL, dass W =2 R? gilt.

(e) Es sei a : R® — W eine lineare Abbildung mit «(1,0,0) = f, a(1,1,0) = g,
a(l,1,1) = h (mit h: R — R,z — 3z — 4). Warum ist a durch diese Festlegung
eindeutig bestimmt (Hinweis: VL 5.12)7 Berechnen Sie «(3,2,1). Begriinden Sie mit
VL 5.8, ob « injektiv, surjektiv, bijektiv ist.

U10.3 Wir verdeutlichen uns die Zusammenhinge aus VL 5.9: Es sei D3 = {1,2,3} und V3 =
(P(D3), A, ) ein Zy-Vektorraum (der Dimension 3). Weiter sei B = (v, v2,v3) eine Basis
von V3, die aus den Vektoren vy = D3, vo = {1,2} und v = {2,3} besteht (vgl. Aufgaben
H6.6, U7.5 und HS8.8).

(a) Bestimmen Sie ®5(1,1,1) und ®5(1,0,1).

(b) Es seien w; = {1,2,3}, wy = {2} und ws = {1,3}. Bestimmen Sie die Tupel u; =
O 5! (w;) fiir jedes i € {1,2,3}.
Geben Sie alle Elemente der Unterrdume Liny;, (w1, w2, w3) bzw. Linzg (uq,ug,us) an.

(c) Bearbeiten Sie Teil (b) fiir w; := {i} fir i € {1,2,3}.

(d) Wir betrachten nun analog den n-dimensionalen Vektorraum V;, mit der Grundmenge
D,, :={1,...,n}. Zeigen Sie, dass die Menge By = {{1,...,i} | i € {1,...,n}} linear
unabhéngig (und damit eine Basis) ist. Zeigen Sie, dass die Menge

By = {{1,2},{2,3},...,{n—1,n},{n,1}}

linear abhéngig ist.



(e) Geben Sie einen Isomorphismus ¢ zwischen den Zo-Vektorrdumen Z5 und V,, an. Ist
© eindeutig bestimmt?

U10.4 Zeigen Sie (vgl. VL 5.15): Sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K. Sei U < V. Auf der
Menge V ist durch
vepw <= w—veU

eine Aquivalenzrelation ~y C V' x V definiert.

U10.5 Es sei K ein Korper, A € K™*". Zeigen Sie, dass durch fq : K® — K™, x — Az eine
lineare Abbildung definiert wird.

H10.6 Es sei ¢ : V — W eine lineare Abbildung zwischen den K-Vektorrdumen V und W.

(a) Zeigen Sie: Das Bild ¢(g) einer Geraden g C V ist wieder eine Gerade oder ein Punkt.
Hinweis: Eine Gerade g ist eine Menge der Form v + Kw fiir v,w € V. Mit ¢(g) := {¢(x) |

x € g} bezeichnen wir die Menge der Bilder der Elemente von g.

(b) Zwei Geraden g := v1 + Kw; und h := ve + Kwy in V heifen parallel (wir schreiben
g || h), wenn fiir die Unterrdume gilt: Kw; = Kws.
Zeigen Sie: @ erhilt Parallelitiat, d.h. sind g,h C V Geraden in V und ¢(g),p(h) C W
Geraden in W, dann folgt aus g || h, dass ¢(g) || ¢(h) gilt.

H10.7 Fortsetzung von U10.3:

Es sei nun D = N. Zeigen Sie, dass V := {C C D | C endlich} C P(D) ein Untervektor-
raum des Zy-Vektorraums P (D) ist und finden Sie eine Basis von V.



