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Matrizen

N11.1 Hausaufgabe (Nachbereitung) Abgabe vor Übungsbeginn

Sei A =

(

a b

c d

)

∈ R
2×2. Gemäß VL 6.3 ist durch fA : R2 → R

2, x 7→ Ax eine lineare

Abbildung definiert.

(a) Die Ziffern Ihrer 7-stelligen Immatrikulationsnummer seien (von links nach rechts
gelesen) die Zahlen x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7.
Wählen Sie a := x2, b := x3, c := x4, d := x5 und überprüfen Sie, ob fA für diese
Wahl von A ein Isomorphismus ist.

(b) Finden Sie eine (notwendige und hinreichende) Bedingung an a, b, c, d, so dass fA ein
Isomorphismus ist.

V11.2 Hausaufgabe (Vorbereitung) Abgabe vor Übungsbeginn

Gegeben seien die folgenden Matrizen (über dem Körper R):

A :=





1 −1 2
0 3 5
1 8 −7



 , B :=





−1 0 1 0
0 1 0 −1
1 0 −1 0



 , C :=









1
0
8

−7









, D :=
(

−1 2 0 8
)

.

Berechnen Sie alle möglichen Produkte mit zwei Faktoren.

Ü11.3 (a) Lösen Sie die folgenden Matrizengleichungen über R. Dazu müssen Sie zuerst überle-
gen, welche Zeilen- und Spaltenanzahl X bzw. Y haben.

(a)

(

2 0
−1 1

)

·X +X ·

(

2 −1
0 1

)

=

(

1 0
0 1

)

, (b) Y 2 =

(

1 0
0 4

)

.

(b) Es seien n ∈ N und A,B,C,D,F,X ∈ R
n×n. Geben Sie Bedingungen an, unter denen

die folgenden Matrizengleichungen nach X aufgelöst werden können und geben Sie
diese Lösung an.

(i) XA+ 2X = A, (ii) (XB)−1C + 2F = 0Rn×n .

Ü11.4 Sei A =

(

a b

c d

)

∈ K2×2 eine Matrix. Finden Sie ein hinreichendes und notwendiges

Kriterium, so dass A invertierbar ist. Geben Sie die inverse Matrix A−1 an.

Ü11.5 Beweisen Sie VL 6.5: Sei K ein Körper und m,n, r, s ∈ N. Dann gilt:

1) Matrixmultiplikation beschreibt Komposition linearer Abbildungen:
fEn

= idKn und ∀A ∈ Km×n ∀B ∈ Kn×r : fAB = fA ◦ fB.

2) Assoziativität der Matrixmultiplikation:
∀A ∈ Km×n ∀B ∈ Kn×r ∀C ∈ Kr×s : (AB)C = A(BC),
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3) Einheitsmatrizen sind neutrale Elemente der Matrixmultiplikation:
∀A ∈ Km×n : EmA = A = AEn

4) Distributivität der Matrixmultiplikation:
∀A, Ã ∈ Km×n,∀B, B̃ ∈ Kn×r : A(B + B̃) = AB +AB̃ und (A+ Ã)B = AB + ÃB.

Beweisen Sie VL 6.8(2): Sind A,B ∈ Kn×n, dann gilt AB = En ⇐⇒ BA = En.

H11.6 (a) Zeigen Sie VL 6.8(3): Für jede invertierbare Matrix A ∈ Kn×n ist A−1 invertierbar
und es gilt (A−1)−1 = A.

(b) Beweisen Sie: ∀A,B ∈ Km×n : (A+B)⊤ = A⊤ +B⊤.

(c) Beweisen Sie: ∀A ∈ Kr×m ∀B ∈ Km×n : (AB)⊤ = B⊤A⊤.

(d) Beweisen Sie: für jede invertierbare Matrix A ∈ Kn×n gilt (A⊤)−1 = (A−1)⊤.

H11.7 Es seien K ein Körper, λ ∈ K und

A :=





λ 1 0
0 λ 1
0 0 λ



 ∈ K3×3

Geben Sie An für n ∈ N an und beweisen Sie diese Formel für An durch vollständige
Induktion über n.

Hinweis: Für die Formulierung der Lösung könnten z.B. Binomialkoeffizienten hilfreich sein.

H11.8 (a) Es sei K ein Körper. Welche der folgenden Rechenregeln gelten für alle n ∈ N und
A,B ∈ Kn×n? Geben Sie jeweils einen Beweis an oder finden Sie ein Gegenbeispiel:

(i) (A+B)2 = A2 + 2AB +B2,

(ii) A2 +B2 = 0Kn×n ⇒ A = B = 0Kn×n

(iii) BA = 0Kn×n ⇒ (AB)2 = 0Kn×n

(b) Es seien K ein Körper, m,n, r ∈ N sowie A ∈ Km×r, B ∈ Kr×n (das Matrixprodukt
AB ist also definiert).

(i) Die dritte Spalte von B sei gleich der Summe der beiden ersten Spalten. Was lässt
sich über die dritte Spalte von AB sagen? Warum?

(ii) Die zweite Spalte von B bestehe nur aus Nullen. Was lässt sich über die zweite
Spalte von AB sagen? Warum?

H11.9 Es seien K ein Körper und n ∈ N. Die Spur einer Matrix A := (aij) ∈ Kn×n ist definiert
als

tr(A) :=

n
∑

i=1

aii = a11 + a22 + . . .+ ann

Es seien A,B ∈ Kn×n. Zeigen Sie:

(a) ∀λ, µ ∈ K : tr(λA+ µB) = λ tr(A) + µ tr(B).

(b) tr(AB) = tr(BA).
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