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13. Ubungsblatt fir die Ubungen vom 23.1.-27.1.2017

Ordnungsrelationen

Vorbereitungsaufgabe: Bitte bereiten Sie diese Aufgabe zur Ubung vor.

Folgende Arbeitschritte sind zur Bereitung eines Kaffees notwendig:

e Kaffeebohnen mahlen (BM)

e Maschine anschalten (MA)

e Kaffeepulver in Maschine fiillen (PM)
e Tasse in Maschine stellen (TM)

e Tasse aus dem Schrank nehmen (TS)
e Wasser in Maschine fiillen (WM)

e Zucker in Tasse geben (ZT)

Die Menge der Arbeitsschritte bezeichnen wir mit M.

Geben Sie eine (moglichst sinnvolle) Vorgéngerbedingung V' auf M an. Zeichnen Sie ein
Diagramm von (M, V). Ist (M, V') azyklisch? Falls ja, dann geben Sie die zugehorige Ord-
nungsrelation (M, P) an. Finden Sie eine lineare Erweiterung R von P. Finden Sie eine
zweite lineare Erweiterung S von P, so dass P = RN .S ist?

Es ist auf der Menge A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} folgende Relation gegeben:
R = {(w,y) ‘ z <y, ggT(z,y) > 1} :

(a) Geben Sie die Relationen R, R? und R? jeweils als Menge von Paaren an.
(b) Warum 148t sich R zu einer Ordnungsrelation erweitern? Bestimmen Sie die kleinste

Ordnungsrelation T, die R enthélt, und zeichnen Sie ein Ordnungsdiagramm fiir 7.

Begriinden Sie, ob es sich bei den folgenden Relationen um Ordnungsrelationen, Aquiva-
lenzrelationen, Quasiordnungen oder strikte Ordnungen handelt.

(a) | SNxN:alb:<= FkeN:ak=0>

(b) |CZxZ:alb: <= Fke€Z:ak=10

(c) RC{0,1}? x {0,1}? : (1,51, 21) R(w2, Y2, 22) 1 == 21 <2 Ayp < yp Az < 2

(d) RC{0,1,2}2x{0,1,2}? : (z1,51)R(w2,12) : == o1 < 22Vy1 < y2V(21,71) = (22,92)
(e) RC{0,1,2}* x {0,1,2} : (z1,y1)R(w2,42) : &= @1+ y1 < 22+ o

Zeichnen Sie, falls moglich, ein Diagramm. Geben Sie jeweils (falls moglich) kleinste, grofte,
maximale und minimale Elemente an.



1U92. Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

Jede symmetrische und transitive Relation ist reflexiv.

(a
(b
(c
(d

Jede azyklische Relation ist antisymmetrisch.

Der Durchschnitt zweier transitiver Relationen ist wieder transitiv.

Es gibt keine Relation, die gleichzeitig Aquivalenzrelation und Ordnungsrelation ist.

H93. Wir betrachten in dieser Aufgabe die drei durch Diagramme gegebenen Ordnungsrelatio-
nen R, S und T auf der Menge A = {1,2,3,4,5}.

(a) Geben Sie RN S und

3 9 4
ToS=1{(ab)c A%|3c€ A: (a,c) €T, (c,b) € S} 5 4 5
jeweils als Menge von Paaren an. 2 3 2 3
(b) Ist RN S eine Ordnung bzw. eine lineare Ordnung? 4 1
(c¢) Ist T'o S eine Ordnung? 1 2 !
R S T

H94. Es seien A eine endliche Menge und f : A — A eine Abbildung. Weiter sei die Relation
R C A x A folgendermafien definiert: Ry = {(a,b) | 3In € N : b = f"(a)} (dabei gilt

f%(a) = a und f*(a) = f(f""}(a)).

a) Zeigen Sie, dass eine Quasiordnung ist und genau dann eine Ordnung, wenn kein
Zeigen Sie, dass Ry eine Quasiord i d d ine Ord kei
Zyklus der Lange > 2 in Ry existiert, d.h. keine Folge (a1, a2), ..., (an, a1) mit a; # as.

(b) Es sei fiir festes m € N folgende Abbildung betrachtet:
f:Zm =L, f(a)=da®>+1 (modm).

Bestimmen Sie fiir die drei Falle m =5, m = 7 bzw. m = 2 den gerichteten Graphen
mit Knotenmenge V' = Z,, und Kantenmenge F = {(a, f(a))|a € Zy,}. Schlielen
Sie daraus, ob die Relation Ry eine Ordnungsrelation auf Z,, ist. Geben Sie ggf. ein
Ordnungsdiagramm von R; an.

H95. Es sei {0,1}* = J;cn{0,1}* die Menge der Woérter iiber dem Alphabet {0,1}. Fiir zwei
Worter a = (a1,...,a,) und b = (by,...,bs) gelte a C b, wenn r < s und Vi € {1,...,r}:
a; = b; gelten (d.h. a ist ein Teilwort von b). Die lezikographische Ordnung <je,C {0,1}* x
{0,1}* ist auf zwei Wortern a := (a1, a2, ...,a,) und b = (b1, ba, ... bs) so definiert:

a<jezb:<= (aCb)V (I eN:(a; <b)AN(Vj<i:aj=by))

Zeigen Sie, dass <j, eine lineare Ordnung ist.

Hinweis: Nach der lexikographischen Ordnung sind z.B. Eintrége in Lexika sortiert, sie wird um-
gangssprachlich auch ,alphabetische® Ordnung genannt. Das Alphabet ist dann das natiirliche
Alphabet A...Z.



