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Dieses Skript begleitet den Vorlesungsteil ,, Diskrete Strukturen“ des Moduls Mathe-
matik fiir Informatiker an der TU Dresden im Wintersemester 2016/17. Das Modul, zu
dem auch der Vorlesungsteil iiber lineare Algebra gehort, richtet sich an Studierende im
ersten Semester in den Bachelor-Studiengéngen Informatik und Medieninformatik, sowie
im Diplom-Studiengang Informatik. Es fithrt in die mathematische Methodik ein und be-
handelt zentrale mathematische Begriffe, Schreibweisen, sowie Argumentationsformen.

Das Hauptaugenmerk dieser Vorlesung liegt auf den diskreten Strukturen, worunter
endliche bzw. endlich beschreibbare Objekte verstanden werden, wie beispielsweise Rest-
klassenringe oder Graphen. Die ersten drei Kapitel fithren zunéchst in die (ganz allgemein)
benotigten Grundlagen aus Logik und Mengenlehre ein. Nachfolgend werden in Kapitel
vier und fiinf Zahlen und deren Arithmetik behandelt, wobei auch einige Anwendungen
zur Sprache kommen. In den anschlieBenden zwei Kapiteln geht es hingegen um Graphen,
Netzwerke und geordnete Mengen, bevor ein kurzer Ausflug in die unendlichen Mengen
den Themenkreis abschlief3t.

Die Vorlesung orientet sich einerseits am Lehrbuch , Diskrete Strukturen — kurz gefasst “
von Ulrich Knauer, welches nun in der zweiten Auflage erschienen ist [1], sowie am Skript
von Prof. Dr. Manuel Bodirsky [2], der diese Vorlesung in den letzten beiden Jahren an der
TU Dresden gehalten hat. Eine gut lesbare Einfithrung in die Mengenlehre stellt zudem der
Klassiker von Paul Halmos [3] dar. Das Kapitel iiber geordnete Mengen folgt derweil den
ersten Abschnitten eines neuen Lehrbuchs von Bernhard Ganter [4], welches interessierten
Lesenden sehr empfohlen sei.
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1 Logische Grundlagen

Logic is the beginning of wisdom, Valeris,
not the end.
— Spock, in: The Undiscovered Country

Wenn neue Begriffe eingefiihrt werden (insb. bei Definitionen), so werden sie im Text
hervorgehoben. Alternative Bezeichner oder Sprechweisen stehen in ,, Anfithrungszeichen“.

1.1 Aussagenlogik

Definition 1.1. Eine Aussage ist eine endliche Zeichenfolge, der genau einer der Wahr-
heitswerte ,,wahr“ (1) oder ,falsch* (0) zugeordent ist.

FEine Zeichenfolge kann einer natiirlichen Sprache oder der mathematischen Sprache
entstammen. Beispiele fiir Aussagen sind ,,Dresden liegt an der Elbe.“, | Die Erde ist eine
Scheibe.“, ,2 -3 = 6%, 4 ist eine Primzahl®, ,a € {a,b,c}“. Dagegen sind beispielsweise
,» Wie geht es dir?“, . Morgen wird es regnen.“, , Sie ist eine gute Studentin.“, ;o = 3 keine
Aussagen.

Aussagen konnen mittels der Symbole =, V, A, =, < zu neuen Aussagen verkniipft wer-
den, wobei der Wahrheitswert der verkniipften Aussage ausschliefflich vom Wahrheitswert
der Komponenten abhiingt (siehe Tabelle 1). Fiir Aussagevariablen verwenden wir in der
Regel die Bezeichner A, B, ....

-A ,nicht A“ ist wahr wenn A falsch, und falsch wenn A wahr ist
AV B A oder B¢ ist wahr wenn A wahr ist oder B wahr ist (oder
beide), ansonsten falsch
ANB A und B“ ist wahr wenn A und B wahr sind, ansonsten falsch
A= B A impliziert B, ist wahr wenn A falsch ist oder B wahr ist, ansons-
,2wenn A dann B* ten falsch
A< B A dquivalent zu B, | ist wahr wenn A und B beide wahr oder beide falsch
,A genau dann, sind, ansonsten falsch
wenn B¢ A gdw. B

Tabelle 1: Aussagenlogische Verkniipfungen

Aussagevariablen, 0, 1, sowie Verkniipfungen hiervon heiflen aussagenlogische Formeln
oder Aussageformen; wir verwenden hierfiir typischerweise die Bezeichner A, B,.... Eine
Belegung einer Aussageform ist eine Zuordnung von Wahrheitswerten fiir die Variablen.
Alle moglichen Belegungen einer Aussageform kénnen iibersichtlich durch eine Wahrheits-
tabelle dargestellt werden (siehe Tabelle 2).

A B| ~A AVB AANB A=B A&B
1 0 0 1 1

_ -0 O

0
1 1 1 0 1 0
0 0 1 0 0 0
1 0 1 1 1 1

Tabelle 2: Wahrheitstabellen



Definition 1.2. Zwei Aussageformen A und B heiflen gleichwertig (schreibe A = B), falls
fiir jede Belegung die Wahrheitswerte von A und B gleich sind.

Ist eine Aussageform 7T fiir alle Belegungen wahr, so heifit sie Tautologie; wir schrei-
ben T = 1. Ist hingegen eine Aussageform W fiir alle Belegungen falsch, nennen wir sie
Widerspruch, W = 0.

Beispielsweise ist AV —A eine Tautologie und A A ~A ein Widerspruch.! Wir bemerken
weiterhin, dass zwei Aussageformen A und B genau dann gleichwertig sind, wenn A < B
eine Tautologie ist.

Satz 1.1 (Grundlegende Gesetze). Fiir Aussagevariablen A, B,C gelten:

(AVB)VC =AV (BVC)

a) (AABY)AC = AN (BAC) (Assoziativgesetze)

b) AVO=A und AN1=A (neutrale Elemente)

C) AV-A=1 und AN-A=0 (Komplemente)

d) ﬁ X g i g X ﬁ (Kommutativgesetze)
AV (BAC)=(AVB)A(AVO) o

e) AAN(BVC) = (AAB)V(AAC) (Distributivgesetze)

Wir koénnen diese logischen Identititen fiir die Umformung von Aussageformen benut-
zen, also fiir die Herleitung weiterer Identitéten.

Satz 1.2 (Weitere Eigenschaften). Fir Aussagevariablen A, B gelten:
a) A& B = (A= B)A(B=A)
b) ——A=A
¢) A=B =-AVB =-B=-4 (Kontraposition)

a) -(AVB)=-AAN-B

-(AAB)=-AV-B

Die in Satz 1.1 und Satz 1.2 genannten Identitéten konnen leicht mittels Wahrheitstafeln
bewiesen werden. Exemplarisch sei hier die Identitét Satz 1.2, a) behandelt:

(de Morgansche Regeln)

A B|AsB A=B B=A (A= B)A(B=A)
0 0 1 1 1 1
0 1 0 1 0 0
1 0 0 0 1 0
11 1 1 1 1

Da die erste Spalte rechts vom Strich offenbar der letzten Spalte gleicht, sind die Aussa-
geformen A < B und (A = B) A (B = A) gleichwertig.

Einige Eigenschaften kénnen auch unter der Benutzung von bereits bewiesenen Gesetzen
gezeigt werden, etwa Satz 1.2, ¢): Nach Definition gilt A = B = = AV B, sei diese Identitéit
mit (%) bezeichnet. Dann haben wir

B -A%Y Bv-a'2 py-a't? AavBY A= B,

Wir benutzen die Konvention, dass — stirker bindet als V, A, =, <, also AV —A := AV (—A); hierbei
bedeutet die Notation L := R, dass die linke Seite L durch die rechte Seite R definiert wird.




1.2 Umgang mit Quantoren

Neben Aussagevariablen A, B, ... betrachten wir nun (Individuen-)Variablen z,y, ... aus
einem festzulegenden Universum, z.B. alle Menschen, N, R.

Definition 1.3. Ein Prddikat ist eine Zeichenfolge die Variablen beinhalten kann, der fiir
jede Variablenbelegung aus dem Universum ein Wahrheitswert zugeordnet ist.
Ein Pradikat, das fiir alle Variablenbelegungen wahr ist, heifit Tautologie.

Wir bemerken, dass ein Pridikat ohne Variablen demnach eine Aussage ist.

Préadikat Universum
A(z) = ,z ist eine Katze“ alle Tiere

B(z,y) = ,,x und y sind ein Paar Schuhe* alle Schuhe
C(x ) = ,,x ist eine Primzahl“ N
D(z,y,2) = a2 +y% = 22« N
E(z) = ,x ist Primzahl = x ist ungerade* N
F(x,y) = ,(z gerade) A (y gerade) = = + y gerade* Z

Tabelle 3: Beispiele fiir Pradikate

Betrachten wir beispielsweise E(z) und F(z,y) aus Tabelle 3. Es ist F(x,y) eine Tau-
tologie, denn F'(x,y) ist wahr fiir alle z,y € Z. Hingegen ist E(z) keine Tautologie, denn
E(zx) ist wahr fiir alle z € N\ {2}, jedoch falsch fiir z = 2.

Wir fithren nun den Allquantor V und den Ewistenzquantor 3 ein.

Definition 1.4. Sei P(x) ein Priadikat. Dann sind Vz : P(z) und 3z : P(z) Aussagen mit
Wahrheitswerten wie folgt:

Vo : P(x) firalle z gilt P(z) ist wahr wenn P(z) fiir alle  aus dem Univer-
sum wahr ist, ansonsten falsch

Jz: P(x) ,es existiert z mit P(x)“ | ist wahr wenn P(z) fir mindestens ein = aus
dem Universum wahr ist, ansonsten falsch

Weiterhin sei die Aussage 3lx : P(z), sprich ,es gibt genau ein x mit P(z)“, wahr, wenn
es x gibt mit P(z) wahr, und fiir alle y mit y # z ist P(y) falsch.

Beispielsweise ist fir A(x) aus Tabelle 3 die Aussage Vx : A(x) falsch, hingegen die
Aussage 3z : A(x) wahr, jedoch 3!z : A(x) falsch.
Ferner legen wir als abkiirzende Schreibweisen fest:

Vee X :P(xr) = Ve:z € X = P(x)
dre X :P(x) == Jz:xe X A P(x)

Wir kénnen Quantoren auch mit mehreren Variablen benutzen. Ist etwa P(z,y) ein
Pradikat, dann ist

Qy) = Yz : P(z,y)

ein Préadikat, welches fiir ein (beliebiges, aber festes) y genau dann wahr ist, wenn P(x,y)
fiir alle z wahr ist. Man nennt dann die Variable x gebunden und die Variable y frei.

Entsprechend ist Jdx : P(x,y) ein Pridikat, das fiir ein y genau dann wahr ist, wenn
es x gibt mit P(z,y). Bei mehreren Variablen sind auch mehrere Quantoren moglich, wie
beispielsweise in der Aussage Jy : Q(y) = JyVzx : P(x,y).



Fiir die Negation von Aussagen mit Quantoren gelten die folgenden Identitéiten:
—(Vz: P(x)) = Jz:-P(x)
—(3z: P(x)) = Vz:-P(x)

Die Negation der Aussage A = Jy : Q(y) = JyVx : P(z,y) beispielsweise ist:

—A = -(3y: Q) = Yy:-Qy) = Vy: ~(Vo: P(x,y)) = Yy3r: -P(z,y)

Beispiel 1.1. Ein Beispiel aus der Analysis: Sei (a,)nen eine reelle Folge und sei a € R.
Wir sagen, dass die Folge (a,) gegen a konvergiert, falls

Ve € RyodN e NVn € N>, @ |a, —al <e.
Die Negation dieser Aussage, also dass die Folge (ay) nicht gegen a konvergiert, lautet

Je e RyoVN € NIn € N>y, @ |a, —al > €.

1.3 Beweisverfahren

Ein mathematischer Satz ist (logisch betrachtet) eine Tautologie und oft von der Form
P = Qbzw.Vz: P(x) = Q(x), wobei P die Voraussetzung ist und Q die Behauptung bzw.
(nach Beweis) die Folgerung. Andere Bezeichner fiir Satz sind etwa Theorem, Proposition,
Lemma und Corollar.

Bei einem direkten Beweis der Aussage P = (@) geht man davon aus, dass die Vorausset-
zung P wahr ist und gelangt durch eine Reihe von logischen Schliissen zu dem Ergebnis,
dass die Behauptung @) wahr ist.

Satz X (Beispielsatz). Seien A, B Mengen mit AUB C AN B. Dann gilt A C B.

Logisch formalisiert betrachten wir das Universum der Mengen und es sei P(4, B) =
wAUBCANB“ und Q(A,B) = ,A C B¢, dann ist der Satz X die Aussage VAVB :
P(A,B) = Q(A, B).

Beweis (direkt). Fiir alle Mengen A, B zeigen wir P(A, B) = Q(A, B). Seien also A, B
Mengen mit AU B C AN B. Dann erhalten wir

ACAUBCANBCRB
und somit A C B. O

Betrachten wir den obigen Beweis etwas genauer. Wir benutzen einerseits allgemeingiilti-
ge Aussagen iiber beliebige Mengen X,Y, Z, ndmlich X C X UY und X NY C X, sowie
XCY AY CZ = X C Z (die strenggenommen einen eigenen Beweis erfordern), sowie
die Voraussetzung AU B C AN B (die nicht fiir alle Mengen A, B gilt). Des Weiteren
konnte man aus der Voraussetzung sogar A = B folgern, was die Richtigkeit von Satz X
und dessen Beweis aber nicht beeintréchtigt.

Weitere Beweistechniken fiir eine Aussage P = (@) sind

e Kontraposition: direkter Beweis der Aussage Q) = —P,
e durch Widerspruch: direkter Beweis von P A =Q) = 0.

In der Tat sind diese Beweisarten zuléssig, denn es gilt P = Q = —@ = —P nach
Satz 1.2, ¢), sowie PA—=Q =0 = -(PA-Q) = "PVQ = P = Q.



Beweis (Kontraposition). Wir zeigen =Q(A, B) = —P(A, B) fiir alle Mengen A, B. Gelte
—Q(A, B), das heit A ¢ B. Dann gibt es z € A mit = ¢ B. Es folgt x € AU B, sowie
z ¢ AN B, und somit AUB ¢ AN B. Somit ist ~P(A, B) gezeigt. O

Beweis (durch Widerspruch). Wir zeigen fiir alle Mengen A, B, dass P(A, B) A —Q(A, B)
zu einem Widerspruch fiihrt. Gelte =Q(A, B), dann ist A ¢ B, somit gibt es z € A mit
x ¢ B. Es folgt x € AU B, und nach Voraussetzung P(A,B) = ;AU B C AN B* folgt
x € AN B, und somit x € B. Also gilt ¢ B und z € B, dies ist ein Widerspruch. O

Weiterhin ist die vollstindige Induktion eine spezielle Beweismethode fiir Aussagen der
Form Vn € N: P(n), wobei N := {0,1,2,...} die natiirlichen Zahlen sind. Man zeigt:

e Induktionsanfang (IA): P(0) ist wahr,

e Induktionsschritt (IS): Vn e N: (P(n) = P(n+1));
hierbei wird P(n) als Induktionsvoraussetzung (IV) bezeichnet.

Man beachte die richtige Klammerung beim Induktionsschritt; oftmals wird félschlicher-
weise in etwa der (unsinnige) Ausdruck (Vn € N: P(n)) = P(n + 1) gezeigt.

Beispiel 1.2. Sei P(n) das Préadikat
O+1+4n=1inn+1)“

Wir beweisen Vn € N : P(n) mit vollstéindiger Induktion.
(IA): Es ist P(0) =,,0 = 30 - 1¢ wahr.
(IS): Sei n € N und gelte (IV) P(n), zeige P(n+ 1). Es ist

O+1+--+n+n+l = (0+1+---+n)+n+l

v
e Inn+ 1) +n+l=L1(n+1)(n+2),
also ist P(n + 1) wahr.

Wir erwahnen schliellich noch zwei Varianten der vollstéandigen Induktion.

e Um eine Aussage Vn € N>, : P(n), wobei N>, := {ng, no+1,n0+2, ... }, zu zeigen
verwende man statt P(0) den Induktionsanfang (IA) P(ng).

e Bei der starken Induktion wird der Induktionsschritt (IS) ersetzt durch
VneN: (Vke{0,1,...,n—1}: P(k)) = P(n);

die (stérkere) Induktionsvoraussetzung (IV) lautet hier Vk € {0,1,...,n—1} : P(k).



2 Mengen

Unter einer ,,Menge “ verstehen wir jede
Zusammenfassung M von bestimmten
wohlunterschiedenen Objekten m unserer
Anschauung oder unseres Denkens (welche
die ,Elemente “ von M genannt werden)
zu einem Ganzen.

— Georg Cantor (1895)

Die Mengenlehre erscheint oft als elementar und selbstverstiandlich, sie liefert jedoch eine
wichtige Grundlage fiir exaktes mathematisches Argumentieren. Ein allzu naiver Umgang
mit Mengen kann zu Paradoxien fiihren (siche unten), welche wiederum einen deutlichen
Entwicklungsschub von Logik und Mengenlehre im frithen 20. Jahrhundert auslosten.

Wir werden nicht definieren, was eine Menge (oder ein Element) ist; stattdessen werden
wir den Umgang mit Mengen erklidren. Es begegnen uns sehr viele Beispiele fiir Mengen,
etwa {rot,griin, blau}, {0,1} oder die Zahlenmengen N, Z, Q, R, C (siehe Tabelle 4),
welche wir spéater genauer einfiihren.

N:={0,1,2,...} ,hatiirliche Zahlen“
Z:={...,-2,-1,0,1,2,...} ,ganze Zahlen*
Q:={3la€Z beN\{0}} ,rationale Zahlen“
R ,reelle Zahlen“
C:={a+bi|abeR} ,komplexe Zahlen

Tabelle 4: Zahlenmengen

Der Hauptbegriff der Mengenlehre ist die Elementbeziehung. Wir schreiben x € A fiir die
Aussage ,,x ist Element der Menge A“ bzw. ,,x liegt in A“. Fiir deren Negation schreiben wir
x ¢ A. Unter einem Aziom versetehen wir einen Grundsatz, welcher als wahr angenommen
wird, aber nicht bewiesen wird.

Axiom 1 (Extensionalitét). Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn sie dieselben
Elemente besitzen. Formal ist fiir Mengen A, B also

A=B & (Vx:z€ A < e B).

Nach diesem Prinzip gilt beispielsweise {a,a} = {a} und {a,b} = {b,a} fiir alle Ele-
mente a, b. Fiir die Negation der Aussage A = B schreiben wir A # B.

Die Menge, die kein Element enthélt, heifit leere Menge @. Weiterhin ist eine Menge A
eine Teilmenge einer Menge B, geschrieben A C B, falls jedes Element der Menge A in
der Menge B liegt, also

ACB & (Vx:z€ A= xeB).
Lemma 2.1. Fiir Mengen A, B,C gilt
a) DCA und ACA,
b) A=B < ACBANBCA,
¢c) ACBABCC = ACC.



Beweis. a) Offenbar sindVz: v € @ = € Aund Vo : x € A = z € A wahre Aussagen.
b) Fiir alle z ist x € A & x € B dquivalent zu (r € A = 2 € B) A (1€ B = x € A)
nach Satz 1.2, a).
c) Zu zeigen ist Vo : t € A = z € C. Sei x € A; wegen A C B folgt « € B, und wegen
B C C folgt weiter x € C. O

Die Negation von A C B sei mit A ¢ B bezeichnet; es gilt also A ¢ B genau dann,
wenn 3z : v € A A x ¢ B. Ferner sei A G B (A ist ,echte Teilmenge“ von B) definiert
durch AC B A A+# B.

2.1 Konstruktion von Mengen

Was diirfen wir als eine Menge betrachten? Das folgende Problem bei einer zu einfachen
Sichtweise ist als Russellsche Antinomie berithmt geworden. Sei eine Menge z ,normal*
genannt, falls © ¢ x gilt. Betrachten wir nun die Gesamtheit N := {z | = ¢ z} aller
normalen Mengen. Ist NV eine Menge? Wenn ja, dann wére entweder N normal oder N
nicht normal. Ist N normal, gilt jedoch N ¢ N, also N € N. Ist N nicht normal, so gilt
N € N und somit N ¢ N. In beiden Féllen ergibt sich ein Widerspruch!

Wir miissen also etwas Vorsicht walten lassen, weil Mengen offenbar nicht ,,zu gro3“ sein
diirfen. Hierfiir verwenden wir ein Axiomensystem, welches einerseits reichhaltig genug ist,
um die hier bené6tigte mathematische Theorie zu entwickeln, andererseits jedoch zu keinen
Widerspruchen obiger Art fiihrt.

Axiom 2 (Aussonderung). Sei A eine Menge und P(z) ein Prédikat (hier ,Bedingung*“
genannt). Dann existiert die Menge

B:={zxecA|P(x)}

aller Elemente = von A, fiir die P(z) gilt. Die Bedingung P(x) ist dabei zusammengesetzt
aus Pridikaten der Form ,z € A“ und den logischen Symbolen —,V, A, =, <V, 3.

Seien A, B Mengen, dann sind beispielsweise die Teilmengen {z € A | z € B} und
{r € A| x ¢ B} von A definiert. Elemente von Mengen kénnen selbst wieder Mengen
sein, wie die nachfolgende Konstruktion zeigt.

Axiom 3 (Paarbildung). Sind A, B Mengen, so gibt es die Menge {A, B}, die genau A
und B als Elemente enthéilt.

Im Fall A = B ist also {A} die Menge, die genau A als Element enthilt. Wir kénnen
nun bereits Einiges aus der leeren Menge @ konstruieren, beispielsweise die Mengen {&}
und {@, {@}}.

Axiom 4 (Vereinigungsmenge). Sei C eine Menge von Mengen. Dann ist | JC die Menge,
die genau die Elemente enthilt, die in einer Menge aus C liegen, das heifit

reJC = JAeC: xz e A.

Fiir (JC schreiben wir auch (J 4. A.

Seien A, B Mengen. Dann ist C := {A, B} eine Menge von Mengen und somit ist die
Vereinigungsmenge AU B := [JC von A und B definiert. Mittels Vereinigung kénnen
wir auch drei (oder mehr) Mengen A, B,C in einer Menge zusammenfassen, etwa durch

{A,B,C} = {A,BYU{C).



Weiterhin bezeichnen wir mit AN B = {x € A | x € B} die Schnittmenge von A
und B, sowie mit A\ B := {x € A | x ¢ B} die Differenzmenge ,A ohne B*. Ist
insbesondere A C U fiir eine ,,Grundmenge“ U, so heifit U\ A = {z € U | = ¢ A} die
Komplementmenge von A in U, welche wir auch mit A¢ oder A bezeichnen (wenn U klar

ist). Mengenkonstruktionen dieser Art lassen sich gut durch Venn-Diagramme illustrieren
(siehe Abbildung 1).

A B

A 77 % B Uf;ﬁ/f'p

/////

Vereinigungsmenge AU B Schnittmenge AN B Komplementmenge A€ =U \ A

Abbildung 1: Venn-Diagramme

Lemma 2.2. Seien A, B,U Mengen mit A C U. Dann gilt:
a) €A & =(x€A) firxeU,
b) r€ AUB & x€ AV x€EB,
¢c) x€ANB & x€ANzeEB.
Mit den aussagenlogischen Identitédten von Satz 1.1 und Satz 1.2 ergibt sich nun leicht:
Corollar 2.3. Seien A, B,C C U Mengen. Dann gilt:
(AUB)UC=AU(BU(C) Aug=A AUA“=U AUB=BUA

9 (ANB)NC=AN(BNC) ANU=A ANAS—=@ ANB=BnA
AU(BNC)=(AUB)N(AUC) und AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

b)) A=B < (ACB)A(BCA) A€ = A ACB & B°C A
(AUB) = AN B und (AN B)* = AU B (de Morgansche Regeln)

Um zu sehen, wie die Mengengesetze auf logische Gesetze zuriickgefiihrt werden konnen,
betrachten wir exemplarisch die Identitédt (AU B)¢ = A°N B€. Fiir alle z € U gilt = €
(AUB) & =(x€ AUB) & —(zx € AVz € B). Nach Satz 1.2, d) ist dies dquivalent
zu-(r € A)AN~(x €B) & z€ ANz € B° & ze€ AN B°.

Axiom 5 (Potenzmenge). Fiir jede Menge A existiert die Potenzmenge P(A), welche als
Elemente genau die Teilmengen von A enthilt.

Ist etwa A = {x,y}, so gilt P(A) = {9, {z},{y},{z,y}}. Die Potenzmenge der leeren
Menge ist P(@) = {@}.

Die Regeln von de Morgan konnen auf beliebige Vereinigungen und Durchschnitte verall-
gemeinert werden. Fiir eine Menge von Mengen C ist nach Axiom 4 die Vereinigungsmen-
ge |JC definiert durch x € |JC < JA € C : x € A. Ist C nicht-leer, enthilt also mindestens
eine Menge Ap, so definieren wir die Schnittmenge (\C := {x € Ag | VA€ C : xz € A}, so
dass also gilt

re(C & VAeC:z e A.

Fiir (JC bzw. (C schreiben wir auch |J e A bzw. ()4 A. Im Kontext einer Grundmen-
ge U konnen wir im Fall C = @ auch ()@ := U definieren.
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Corollar 2.4. Sei C C P(U) fiir eine Menge U. Dann gilt

(UA) =NA und (NA) = A°.

AeC AeC AeC AeC

Mit (gec AC ist genauer die Menge (\C' mit C' := {B € P(U) | B € C} gemeint;
entsprechend bezeichnet |J .. A® die Menge (JC'.

Beweis. Fir x € U gilt x € (Uuec A) & (2 € UpecA) & (A€ C:z € A), dies
ist dquivalent zu VA € C:~(z € A) & VAeC:x € A° & x € () ¢ A°. Der Beweis
der zweiten Identitét verlauft entsprechend. O

Seien A, B Mengen. Wir wollen ein Paar (a,b) mit a € A und b € B so definieren, dass
Gleichheit (a,b) = (z,y) nur dann gilt, wenn ¢ = = und b = y ist, d. h. die Reihenfolge
(Ordnung) soll berticksichtigt werden. Dies wird durch die folgende, leider etwas willkiirlich
erscheinende, Mengenkonstruktion ermdglicht.

Definition 2.1. Zu a € A und b € B definiere das (geordnete) Paar

(a,b) == {{a},{a,b}}.
Lemma 2.5. Fiir a,x € A und b,y € B gilt
(a,0) =(z,y) < a=z und b=y.

Beweis. Offenbar gilt (a,b) = (x,y) falls a = z und b = y. Sei umgekehrt {{a}, {a,b}} =
{{z},{x,y}} vorausgesetzt. Wir betrachten die Fille a = b und a # b.

Ist a = b, so haben wir {z,y} € {{a},{a,b}} = {{a}}, also folgt x = y = a.

Sei nun a # b, so folgt wegen {a} € {{z},{z,y}} zunichst a = x. Weiter ist {a,b} €
{{z},{z,y}}, woraus = # y und {a,b} = {x,y} folgt. Da a = x ist, folgt b = y. O

Definition 2.2. Seien A, B Mengen. Das kartesische Produkt A x B ist die Menge aller
geordneten Paare (a,b) mit a € A und b € B, also

Ax B = {(a,b)|a€ A, be B}.
(Mengentheoretisch genauer A x B :={z € P(P(AUB))|Jac€ AJbe B: z = (a,b)}.)
Satz 2.6. Fir Mengen A, B, X,Y gilt:
a) (AUB)xX = (AxX) U (BxX)
b)) (ANB)x(XNY)=(AxX)N (BxY)
¢c) AxB=0 & A=0 V B=0

Beweis. a): Es gilt (u,v) € (AU B) x X genau dann, wenn (v € AVu € B)Av € X, was
nach Distributivgesetz Satz 1.1, e) dquivalent ist zu (u € AANv € X)V (u € BAv € X),
das heifit (u,v) € (A x X)U (B x X).

b): Es ist (u,v) € (ANB) x (XNY) dquivalent zu (u € AANue B)AN(veX AveY),
alsozu (ue ANveX) A (ue BAveY), das heiit (u,v) € (Ax X)N(BxY).

c¢): Hierfiir konnen wir A x B # @ < A # & N B # & zeigen. Dies ist aber klar, denn
A x B # & heifit, dass es u,v gibt mit (u,v) € A X B, also mit u € A und v € B. O
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2.2 Kombinatorik

Fiir diesen Abschnitt verlassen wir kurz die strikte Mengenlehre und wenden uns dem
Zahlen endlicher Mengen zu. Eine Menge M ist endlich, falls sie endlich viele Elemente
hat; deren Anzahl nennen wir die Kardinalitidt von M und schreiben |M| oder #M.

Satz 2.7. Ist M eine endliche Menge mit n Elementen, so gilt |P(M)| = 2™.
Beweis. Mit vollstéindiger Induktion (Ubung). O

Zu einer Menge M und k € N definiere die Menge

() = tacariza=n cran

aller k-elementigen Teilmengen von M.

Satz 2.8. Sei M eine endliche Menge mit n Elementen, sowie k € {0,1,...,n}, dann ist

()= () = e

wobei (Z) der Binomialkoeffizient ,n diber k “und ¢! :=1-...-¢ fiir £ € N die Fakultéit sei.
Beweis. Vollstandige Induktion iiber n (Ubung). O

Beispiel 2.1. Betrachten wir ein Tischtennisturnier von fiinf Studierenden im Modus
njeder gegen jeden“. Wie viele Partien sind nétig? Dazu betrachten wir die Menge

(175 ) = (b faed fadh faed, ) 1), ) ), (), (dhe))

welche (g) = 2%, = 10 Elemente besitzt, also wird zehnmal gespielt.

Zwei Mengen A, B heiflen disjunkt, falls AN B = &; fir die Vereinigung schreibt man
dann auch AU B = AU B. Offenbar gilt |[AU B| = |A| + |B] fiir endliche disjunkte Men-
gen A, B. Der folgende Satz verallgemeinert diesen Sachverhalt, sieche Abbildung 2.

Satz 2.9 (Inklusion und Exklusion). Fiir endliche Mengen A, B gilt
|JAUB| = |A|+|B| - |ANBj.

A B

C=ANBEB

Abbildung 2: Inklusion und Exklusion

Beweis. Sei C:== AN B. Wegen B=C U B\ C folgt |B| =|C|+|B\C|, also |B\ C| =
|B|—|C|. Und aus AUB = AU B\ C folgt |[AUB| = |A|+|B\C|=|A|+|B|-|C|. O

Beispiel 2.2. Wie viele ganze Zahlen von eins bis hundert sind durch vier oder durch
fiinf teilbar? Sei M :={1,2,...,100}, sowie A := {x € M | 4 teilt 2} und B := {x € M |
5 teilt z}, dann ist also |A U B| gesucht.

Hier ist |A| = 25 und |B| = 20, sowie AN B = {zx € M | 20 teilt z}, also |AN B| = 5.
Nach Satz 2.9 folgt somit |[A U B| = 25+ 20 — 5 = 40, die Antwort ist also vierzig.
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2.3 Relationen

Relationen beschreiben Beziehungen zwischen Elementen von (zwei) Mengen, etwa X, Y.
Wir kénnen sie durch Angabe aller Paare (z,y) mit z € X und y € Y, fiir die die Bezichung
gilt, spezifizieren.

Definition 2.3. Seien X,Y Mengen. Eine Relation zwischen X und Y ist eine Teilmenge
R C X xY; fir (z,y) € R schreiben wir auch = Ry.

Wir betrachten hier genauer binire Relationen. Allgemeiner ist eine ,n-dre“ Relation
eine Teilmenge R C X X --- x X, eines n-fachen kartesischen Produkts (n € N); man
nennt eine solche Relation fiir n = 1 unér, fiir n = 3 ternér.

X =Y Menschen x R1y & x ist befreundet mit y
X Punkte, Y Geraden | x Roy & x liegt auf y
X=Y=Z rR3y & xteilt y

X =Y ={a,b,c} Ry = {(a,a),(a,b),(b,c),(c,c)}

Tabelle 5: Beispiele fiir Relationen

Tabelle 5 enthélt Beispiele fiir (bindre) Relationen. Relationen zwischen endlichen Men-
gen, wie im Beispiel Ry, lassen sich als Kreuztabelle darstellen (setze ein Kreuz in Zeile x
und Spalte y, falls (z,y) € R).

a b c
a| X X
b X
c X

x liegt auf y x liegt nicht auf y Kreuztabelle von R
Y/ A 4

Tlustration von Ry

Eine sehr wichtige Art von Relationen stellen die Aquivalenzrelationen dar.

Definition 2.4. Sei X eine Menge. Eine Relation R C X x X heifit Aquivalenzrelation
auf X, falls gilt:

1) Rist ,reflexiv®, d.h. Vx € X : z Rz,
2) R ist ,symmetrisch“, d.h.Vx,y € X : xRy = yRuz,
3) Rist ,transitiv®, d.h. Va,y,2€ X: xRy N yRz = zRz.

Wir kénnten ,,symmetrisch® auch durch Vo,y € X : *t Ry < y Rax definieren; die
beiden Definitionen sind dquivalent. Ubung: Welche Eigenschaften erfiillen die Relationen
R1, R3, R4 aus Tabelle 57

Wie wir sehen werden, besteht ein enger Zusammenhang zwischen Aquivalenzrelation
und Zerlegungen. Es sei erinnert, dass zwei Mengen A, B disjunkt heiflen, falls ANB = &
gilt. Ist C eine Menge von Mengen, so heiflen die Mengen in C paarweise disjunkt, falls je
zwei verschiedene Mengen A, B € C disjunkt sind.

Definition 2.5. Sei X eine Menge. Eine Zerlegung von X ist eine Menge C von paarweise
disjunkten, nicht-leeren Mengen mit | JC = X.
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Fiir Zerlegung sagt man auch ,, Partition “. Die Elemente einer Zerlegung nennt man Teile
oder Klassen. Eine Zerlegung von X = {a, b, ¢, d} ist beispielsweise C := {{a}, {b, d}, {c}}.

Wir werden nun zu einer Aquivalenzrelation eine Zerlegung konstruieren. Sei R eine
Aquivalenzrelation auf X. Zu x € X sei

[zlp = {ye X |zRy} CX
die Aquivalenzklasse von = (bzgl. R); man schreibt auch x/R fiir [z]g.
Bemerkung 2.10. Firz,y € X gilt: xRy < [z|r = [y]r.

Beweis. ,<*“ Gelte [z]r = [y]r- Da R reflexiv ist, gilt y € [y|r = [z]r, also z Ry.

»,=* Gelte x Ry. Wir zeigen t Rz < y Rz fiir alle z € X, woraus [z]g = [y|r folgt.
Sei also z R z. Wegen x Ry und da R symmetrisch ist, folgt y Rz. Aus y Rz, x Rz und
der Transitivitdt von R folgt schlieBlich y R z. Ist umgekehrt y R z, so folgt wegen z Ry
und da R transitiv ist, dass « R z gilt. O

Definition 2.6. Sei R eine Aquivalenzrelation auf X. Dann ist
X/R = {[z]r |z € X} CP(X)
die Menge der Aquivalenzklassen , X modulo R*.

Wir behaupten, dass C := X/R eine Zerlegung von X ist. Da R reflexiv ist, gilt x €
[z]r # @ fiir alle z € X, also ist jede Aquivalenzklasse in der Tat nicht leer. Um zu sehen,
dass die Klassen paarweise disjunkt sind, sei angenommen, dass [z]r und [y|g fir gewisse
z,y € X nicht disjunkt seien. Dann gibt es z € X mit z € [z]gr N [y]r, also x Rz und
y R z. Da R symmetrisch ist folgt z Ry und aus der Transitivitit folgt z Ry, woraus wir
[z]r = [y]r mit Bemerkung 2.10 folgern. Schliellich ist | JC = X, denn C C P(X) und fiir
jedes x € X gilt x € [x]g € C.

Sei nun umgekehrt eine Zerlegung C gegeben, so definieren wir die Relation R¢ C X x X
durch
rRey & JAeC:z,ye A

(wir schreiben z,y € A fir x € A ANy € A), also Re = (J 0 A X A.

Dann erfiillt R¢ die FEigenschaften einer Aquivalenzrelation. In der Tat gibt es fiir jedes
x € X einen Teil A € C mit x € A, also gilt x Re x und R ist somit reflexiv. Die Symmetrie
ist klar, denn x,y € A ist offenbar dquivalent zu y, x € A. Seien schliefflich x,y, z € X mit
x Rey und y Re z, das heifit es gibt Teile A, B € C mit z,y € A und y,z € B. Dann ist
y € AN B # @, somit sind die Teile A und B gleich. Also gilt x,z € A, das heifit z R z,
und R ist somit transitiv.

Satz 2.11. Sei X eine Menge. Ist R eine Aquivalenzrelation auf X, so ist X/R eine
Zerlegung von X . Ist umgekehrt C eine Zerlegung von X, so ist Re eine Aquivalenzrelation
auf X. Die beiden Konstruktionen sind invers zueinander, das heifst

Beweis. Die ersten beiden Aussagen haben wir oben bereits gezeigt, also bleibt die dritte
Behauptung zu beweisen.
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Wir zeigen zunéchst die Gleichheit der Relationen Rx, g und R. Fiir z,y € X gilt

rRxpy & JA€ X/R: x,yc A
< dzeX:zRx AN zRy,

und weil R eine Aquivalenzrelation ist, ist dies dquivalent zu x Ry.
Nun zeigen wir die Gleichheit der Zerlegungen X/R¢ und C. Fiir A C X gilt

Aec X/Re & FveX: A=[z|lg, ={ye€ X |z Rcy}
< dreX: A={ye X |3IBe€(C: z,y € B},

und diese Aussage ist dquivalent zu A € C, denn: ,=“ sei B € C mit ¢ € B, dann gilt
A=BeC(C;,<“wihlex € A, dann gilt {y € X |IB€C: z,y € B} = A. O

Beispiel 2.3. Es gibt fiinf Zerlegungen von X = {a, b, ¢}, némlich

{{ah, {0} Act}, {{a0} et} {{a.ch {03}, {{bc}.{a}}, {{a,b,c}}.

Die zugehorigen Aquivalenzrelationen sind die Folgenden:

a b ¢ a b ¢ a b ¢ a b ¢ a b ¢
a X a X X a X X a X a X X X
b X b X X b X b X X b X X X
c X c X c X X c X X c X X X
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3 Abbildungen

Zudem ist es ein Irrtum zu glauben, dass die
Strenge in der Beweisfiihrung die Feindin der
FEinfachheit wdre.

— David Hilbert (1900)

Seien X und Y Mengen. Unter einer Abbildung von X nach Y verstehen wir eine
Vorschrift, die jedem Element x € X genau ein Element y € Y zuordnet. Dies kénnen wir
mengentheoretisch prizise als eine spezielle Relation definieren.

Definition 3.1. Eine Abbildung (oder Funktion) f von X nach Y (schreibe f: X — Y)
ist eine Relation f C X x Y derart, dass

Vee X 3yeY: (x,y)ef.

Fiir das eindeutig bestimmte Element y schreiben wir f(z), genannt ,, Funktionswert*“ an
der ,Stelle* z; wir sagen auch ,, f bildet (das Argument) z auf (den Wert) y*“ ab.

Die Menge X heifit Definitionsbereich (engl. domain) und die Menge Y Zielbereich (engl.
codomain, range).

Eine Relation f C X x Y ist also genau dann eine Abbildung, wenn gilt:

a) VeeX 3JyeY: (z,y) € f und

b) VeeXVy,zeY: (r,y)efAN(x,2)ef = y==z.
Falls nur b) gilt, so spricht man von einer partiellen Abbildung oder Funktion.
Beispiel 3.1. Beispiele fiir Abbildungen sind sehr zahlreich.

1) Jede eindeutige Zuordnung, zum Beispiel eine Geburtstagstabelle von Kollegen X
mit Daten Y kann als Abbildung f: X — Y aufgefasst werden, etwa

f = {(Paul, 13.10.), (Karin, 25.4.), (Eva,20.7.), ... }.

2) Aus der Analysis sind beispielsweise reelle Funktionen bekannt, wie f : R — R,
x> 22, das heilt f:= {(z,y) ER xR |y = 2%}.

3) In der Informatik betrachtet man Unterprogramme oft als Funktionen, die eine Ein-
gabe auf eine Ausgabe abbilden. Eine Hashfunktion etwa bildet grofiere Datensétze
auf einzelne Zeichen oder Zahlen ab, um das Suchen zu erleichtern.

Viele weitere Beispiele fiir Abbildungen werden uns im Verlauf begegnen.

Wie wir sehen, kann man eine Abbildung f: X — Y direkt als eine Menge geordneter
Paare (z,y) € X x Y definieren, wie im Beispiel 1). Daneben ist die Argument-Wert-
Schreibweise iiblich, wie im Beispiel 2): Wir schreiben f(z) := A(z) oder x — A(x),
wobei A(z) ein Ausdruck in der Variable x ist; hiermit ist dann strenggenommen die
Relation f = {(z,y) € X xY |y = A(x)} gemeint.

Wir bemerken zudem, dass unsere mengentheoretische Formulierung eher statischer Na-
tur ist. Einige Mathematiker betrachten Funktionen lieber als aktiv und bezeichnen die
Relation f C X x Y dann als ,,Graph“ von f.
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Ist f: X — Y eine Abbildung, so ist das Bild von f definiert als Menge ihrer Funkti-
onswerte, also
im(f) ={yeY|FTreX: flx)y=y} CY.

Fiir eine Teilmenge A C X bezeichnen wir ferner mit f(A) :={y €Y |Fxr € A: f(x) =y}
das Bild von A unter f, demnach gilt im(f) = f(X). Wir definieren die Finschrinkung
fla: A — Y der Abbildung f auf A durch f|a(x) := f(x), das heifit fla = f N A XY,
dann ist also im(f|4) = f(A).

Definition 3.2. Eine Abbildung f: X — Y heifit
o injektiv, falls Va,z € X @ f(x) = f(z) = x =z,
o surjektiv, falls Vy € Y Jx € X : f(x) = v,
o bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.
Man nennt eine injektive, surjektive bzw. bijektive Abbildung auch ,Injektion*, , Surjek-
tion“ bzw. ,Bijektion“.
Bemerkung 3.1. Sei f: X — Y eine Abbildung. Dann gilt:
a) f ist genau dann injektiv, wennVr,z € XVy €Y : (x,y) € fA(z,y) € f = =2,
b) f ist genau dann surjektiv, wenn ¥y € Y Jx € X : (z,y) € f, bzw. wenn im(f) =Y.

Zerlegungen von Mengen definieren in naheliegender Weise Abbildungen. Ist ndmlich C
eine Zerlegung auf X, so ordnen wir jedem x € X denjenigen Teil A € C zu, der x enthélt.
Somit definiert

f={zA) e X xC|zeA}

eine Abbildung f: X — C, welche zudem surjektiv ist.
Ist zum Beispiel X := {a,b,c,d} und sei die Zerlegung C := {A, B,C} gegeben mit
A:={a}, B:={b,d} und C := {c}, so erhalten wir die surjektive Abbildung

f:X—=C, f={(aA),(b B),(C),(dDB)}.

Wir betrachten nun den Fall, dass die Zerlegung C die Menge der Aquivalenzklassen X /R
einer Aquivalenzrelation R ist.

Definition 3.3. Sei R eine Aquivalenzrelation auf X. Dann definiert
mr: X - X/R, =z [z]g
eine surjektive Abbildung, die kanonische Abbildung.

Umgekehrt spezifiziert jede Abbildung in natiirlicher Weise eine Aquivalenzrelation auf
dem Definitionsbereich (und damit eine Zerlegung). Und zwar, ist f: X — Y eine Abbil-
dung, so definiert

cRry = flz)=f(y)
eine Aquivalenzrelation auf X. Jede Aquivalenzrelation R kann als eine solche aufgefassst
werden, denn fiir die kanonische Abbildung 7g gilt * Rr, y < [z]r = [yl & 2z Ry nach
Bemerkung 2.10, und somit R,, = R.

Zum Beispiel kdénnen wir so mit der Geburtstagstabelle Kollegen nach deren Geburtstag
klassifizieren, das heiBt wir haben die Aquivalenzrelation:

rRyy < xundy haben am gleichen Tag Geburtstag.

Beim Beispiel der Funktion f: R — R, 2 — 22, erhalten wir eine Aquivalenzrelation auf R
bei der zwei reelle Zahlen genau dann dquivalent sind, wenn sie den gleichen Betrag haben.
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Menge aller Abbildungen

Seien X,Y Mengen. Die Menge aller Abbildungen f: X — Y sei mit Y bezeichnet; dies
ist eine Teilmenge von P(X x Y).

Satz 3.2. Sind X und Y endliche Mengen, so gilt |YX| = [Y[IX].

Beweis. Sei n := |X| € Nund m := |Y| € N, dann lautet die Behauptung |YX| = m™.
Wir beweisen diese mit vollsténdiger Induktion iiber n.

(TA): Sei n = 0, also X = @. Es gibt 1 = m° Abbildungen f: & — Y (beachte
@ xY = @), also ist die Behauptung wahr.

(IS): Sei |X| = n+ 1. Wihle z € X und sei Xy := X \ {z}, also |Xp| = n. Mit
Y = {y1,...,ym} zerlegen wir die Menge YX wie folgt:

YX = AU UA, mit A ={feYX|f(z)=y}.

Wir behaupten |A;| = m” fiir alle j € {1,...,m}. Hierfir betrachten wir die Abbildung
gi: Aj =YX f s f|x, (Einschrinkung), welche bijektiv ist, und daher gilt |4;| = [Y¥0|.
Nach (IV) mit n = |Xp| ist aber |YX0| = m™ und somit |A;| = m". SchlieBlich folgt
YX| =m-m" =m"*! wie gewiinscht. O

Der Fall Y = {0,1} verdient besondere Aufmerksamkeit. Zu einer Teilmenge A C X
definieren wir die charakteristische Funktion x4 € {0,1}* durch

() 1 fallsze A,
) =
xa 0 fallsx ¢ A.

Dann ist die so definierte Abblidung
g,P(X)_>{071}X7 AHXA

eine Bijektion. Wenn X endlich ist, so folgt also |P(X)| = |{0,1}¥| = 21|, wie bereits in
Satz 2.7 festgestellt wurde.

Familien

Eine abweichende Notation ist fiir Abbildungen iiblich, wenn der Zielbereich wesentlicher
erscheint als der Definitionsbereich. Sind I und X Mengen, so bezeichnet man eine Ab-
bildung x: I — X auch als Familie in X und schreibt hierfiir (x;);c; (oder kurz (z;)),
wobei z; := x(i) fiir ¢ € I; dabei nennt man I ,Indexmenge“. Wichtige Spezialfille fiir
diese Schreibweise sind die Folgenden.

1) Sei I :={1,...,n} mit n € N. Wir schreiben (;);c; = (z1,...,2,) € X" := X! und
nennen eine solche Familie auch ,,n-tupel “.

2) Seien I :={1,...,m} und J := {1,...,n} mit m,n € N. Dann heifit eine Abbildung
A: I xJ — X eine ,m x n-Matrix“ iiber X; wir schreiben A = (a;;)ier, jes mit
a;j := A(i,7), bzw. in Tabellenform

aiy A1n

A=

aml - OGmn
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3) Sei I := N, dann heift (z;);cs eine ,Folge“ in X.

4) Sei X := P(Y) fur eine Menge Y. Dann heifit (4;);c; mit A; C Y eine ,Mengen-
familie®, und wir schreiben | J;.; A; fiir die Vereinigung JC, sowie [;c; A; fiir den
Durchschnitt (C, wobei C := {A; | i€ [} CP(Y).

Mittels Familien kénnen wir das Konzept des kartesischen Produkts (als Menge aller
geordneten Paare) fiir mehr als zwei Faktoren erweitern.

Definition 3.4. Zu einer Mengenfamilie (X;);cr sei das kartesische Produkt definiert als

X X; = {(wi)iej | Viel: x; € Xl}
i€l

Insbesondere ist mit I := {1,...,n} das kartesische Produkt X; x .-+ x X,, von Mengen
Xi,...,X, definiert (n € N).

Verkettung

Wir betrachten nun die Hintereinanderausfithrung von Abbildungen.

Definition 3.5. Seien X,Y, Z Mengen, sowie f: X — Y und ¢g: Y — Z Abbildungen, so
ist die Abbildung go f: X — Z definiert durch

(go f)(z) = g(f(x)),

das heifit (z,z) € go f genau dann, wenn Jy € Y : (z,y) € f A (y,2) € g. Man bezeichnet
go f als Verkettung (oder Komposition) ,,g nach f*.

Die Verkettung von Funktionen definiert also eine Abbildung
o: YXx2Z¥ - Z% (fg)—gof.

Zu beachten ist, dass die Verkettung g o f zuerst die Abbildung f auf das Argument
anwendet und danach die Abbildung g; dies ist der iiblichen Schreibweise geschuldet, die
das Argument x rechts von der Funktion f notiert. Oft ist es sinnvoll, Abbildungen und
deren Verkettungen durch ein Diagramm zu illustrieren:

x—t.y

NI

Z

Zu einer Menge X sei die Abbildung idx: X — X definiert durch x — z, wir nennen
sie ,,Identitdtsabbildung“.

Lemma 3.3. Seien f € YX, g€ Z¥, h € WZ. Dann gilt:
a) idyof =f=foidx
b) (hog)of=ho(gof)

idCXL>YDid go\llgwg
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Beweis. Als Vorbemerkung, zwei Abbildungen u,v: A — B sind genau dann gleich, wenn
u(a) = v(a) fiir alle a € A gilt.
Teil a) folgt dann aus idy (f(z)) = f(z) = f(idx(z)) fir alle x € X. Fiir b) betrachte

((hog)o f)(z) = (hog)(f(x)) = h(g(f(x))) = h((ge f)(x)) = (ho(go f))(x). [

Umkehrabbildung
Definition 3.6. Eine Abbildung f: X — Y heifit

o links-invertierbar, falls g: Y — X existiert mit g o f = idx,
e rechts-invertierbar, falls g: Y — X existiert mit f o g = idy,
e invertierbar, falls f links- und rechtsinvertierbar ist.

Sind g1,92 : Y — X Abbildungen mit ¢; o f = idx und f o go = idy, dann ist g1 = gs.
Denn mit Lemma 3.3 gilt go =idx og2 = (g10 f)oge =g10(foge) =g10idy = ¢1.

Eine Abbildung f: X — Y ist also genau dann invertierbar, wenn es g: Y — X gibt
mit go f = idx und f o g = idy. Die Abbildung ¢ ist dann eindeutig und heifit die
Umkehrabbildung von f, geschrieben f~!:=g.

Es ist leicht zu sehen, dass eine links-invertierbare Abbildung stets injektiv ist, und dass
eine rechts-invertierbare Abbildung stets surjektiv ist.

In der Tat, sind f: X — Y und ¢g: Y — X Abbildungen mit g o f = idx, und gelte
f(z) = f(2) fir z,z € X, so folgt = = g(f(x)) = g(f(2)) = z; also ist f injektiv. Falls
fog=1idy gilt, so gibt es fiir jedes y € Y ein z € X mit f(x) =y, und zwar x := g(y),
denn f(z) = f(g9(y)) = y; somit ist f surjektiv.

Lemma 3.4. Eine Abbildung f: X — Y ist genau dann invertierbar, wenn sie bijektiv ist.
In diesem Fall ist g .= {(y,x) € Y x X | (x,y) € f} die Umkehrabbildung zu f.

Beweis. Wir haben bereits gesehen, dass eine links- und rechts-invertierbare Abbildung
injektiv und surjektiv, also bijektiv ist.
Ist umgekehrt f: X — Y bijektiv, so definiert {(y,z) € Y x X | (z,y) € f} eine

Abbildung ¢: Y — X und es gilt go f = idx, sowie f o g = idy. O
Beispiel 3.2. Die Sinusfunktion sin: R — R ist weder injektiv noch surjektiv. Wenn
wir den Definitionsbereich jedoch auf I := [-F, 5] und den Zielbereich auf J := [-1,1]

einschrianken, erhalten wir eine bijektive Abbildung sin,: I — J, deren Umkehrabbildung
der Arcussinus arcsin := sin; ': J — [ ist.

SchlieBlich sei noch darauf hingewiesen, dass die Notation f~! auch fiir beliebige Abbil-
dungen f: X — Y benutzt wird, ndmlich um fiir eine Teilmenge B C Y die ,,Urbildmenge*

fUB) ={reX|flx)eB}CX

von B zu definieren; hierbei braucht f nicht bijektiv zu sein.
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4 Zahlen

Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott
gemacht, alles andere ist Menschenwerk.

— Leopold Kronecker (1886)

Wie sollen wir Zahlen definieren? Was ist ,,zwei“? Man konnte versuchen, ,zwei“ als
Eigenschaft zu definieren, die allen Mengen {a,b} mit a # b zukommt. Aber was ist die
Definition von , Eigenschaft“? FEine Moglichkeit wére, die Gesamtheit all solcher Mengen
{a,b} zu betrachten, jedoch ist dann diese Gesamtheit zu grof}, um noch eine Menge zu
sein. Stattdessen legen wir uns auf ein Standardmodell fest.

Zu einer beliebigen Menge z sei der Nachfolger ™ von x definiert als

zt = xU{z}.

Die Intention dabei ist, dass der Nachfolger #+ genau ein Element mehr besitzen mdge
als x. Damit lassen sich die ersten natiirlichen Zahlen aus dem ,,Nichts“ aufbauen:

0:=0,

1:= 0" ={0} = {2},

2:= 1" ={0,1} = {2, {2}},
3:=2"={0,1,2} = {o,{2},{2,{2}}},

und so weiter. Dass sich diese Konstruktion innerhalb derselben Menge durchfiihren lésst,
wird durch das folgende zusétzliche Mengenaxiom sichergestellt.

Axiom 6 (Unendlichkeit). Es gibt eine Menge M mit 0 € M und Vx € M : ™ € M.
Nun koénnen wir die natiirlichen Zahlen prézise definieren.

Definition 4.1. Sei M eine Menge wie in Axiom 6, dann ist die Menge der natiirlichen
Zahlen definiert als kleinste Teilmenge mit der Eigenschaft aus Axiom 6, formal

N:=({{SCM|0eSAVzeS:at €S},
Aufgrund der Minimaleigenschaft ist diese Definition unabhéngig von M.

Satz 4.1. Die Menge der natiirlichen Zahlen N mit 0 := @ und n* :=n U {n} erfillt die
folgenden ,,Peano-Azxiome “:

a) 0N,
b) VneN:nt €N,

c) seiSCNmit0eS undVneS: nt €S, dannist S=N,
(Prinzip der vollstindigen Induktion)

d) VneN:nt#£0,
e)] YnomeN:nt=mT = n=m.

Aus b), d), e) folgt, dass die ,,Nachfolgeabbildung® s: N — N, n + n™ definiert und
nicht surjektiv, aber injektiv ist.

Die natiirlichen Zahlen sind durch die Peano-Axiome (bis auf Benennung) eindeutig
bestimmt; alle Eigenschaften lassen sich also aus diesen ableiten.
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Beweis. Sei C:={SC M |0e S AVreS: at €S}, sodass also N =[C ist. Die
Eigenschaften a) und b) sind klar, da diese fiir alle S € C gelten. Eine Menge S C N wie
in c) liegt in C, also gilt N C S und somit N = S. Weiterhin ist n € n™ # & fiir alle n € N,
also gilt d).

Um Eigenschaft e) zu zeigen, seien m,n € N mit

nt=nu{n} =mu{m}=m".

Wegen n € m U {m} gilt n € m oder n = m; andersherum gilt m € n oder m = n.
Angenommen, es wire n # m, dann miisste n € m und m € n gelten. Dies fithren wir mit
den nachfolgenden zwei Hilfsaussagen zu einem Widerspruch. Aus n € m A m € n folgt
mit ii) dass n € n, und mit i) folgt n € n, was n C n widerspricht. Also gilt n = m. O

Fiir natiirliche Zahlen z,y, 2 € N gelten:
) z€ey = yZux,
i) zeyhyez = z€z.

Beweis. Um 1) zu zeigen, betrachte die Menge S := {y € N | Vo € y : y € x}. Wir
benutzen das Induktionsaxiom Satz 4.1, ¢), um S = N zu zeigen. Offenbar ist 0 € S. Ist
weiter y € S, so folgt y* € S. Denn sei y € S und x € y*, soist x € y V x = y; wegen
ye Sfolgt y € o (falls x € y) oder y ¢ x (falls x = y), somit gilt y+ ¢ z, also y* € S.
Analog betrachten wir fiir ii) die Menge T':= {z € N | Vy € zVz € y : = € z}. Wiederum
gilt 0 € T. Und wenn z € T ist, dann ist 2™ € T. Denn sei z € T und sei y € 2™, also
y € 2 Vy = z fiir x € y gilt wegen z € T dann jeweils € 2z und somit z € z*, also
2zt € T. Erneut mit Satz 4.1, ¢) folgern wir 7' = N. O

4.1 Arithmetik

Das Induktionsprinzip ermoglicht uns, die Addition von natiirlichen Zahlen rekursiv zu
definieren. Fiir m,n € N sei

m+0:=m
m+nt = (m+n)t

(vollstéindige Induktion iiber n). Mit 1 =07 ist alsom+1=m + 0" = (m+0)*T =m™.

Lemma 4.2 (Gesetze der Addition). Fiir natiirliche Zahlen k,m,n € N gelten:

a) (k+m)+n=~k+(m+n) (Assoziativgesetz)
b)) 0+n=n=n+0 (neutrales Element)
¢c) m+n=n+m (Kommutativgesetz)

Beweis. Wir zeigen das Assoziativgesetz durch vollstindige Induktion iiber n. Fiir n = 0
gilt (k4+m)+0=%k+m =k+ (m+0). Um von n auf n* zu schlieBen, betrachte
(k+m)+nT = ((k+m) +n)*; nach Induktionsvoraussetzung ist dies (k + (m +n))" =
kE+(m+n)T =k+ (m+n'), also gilt (k+m)+nT =k+ (m+n').

Zum neutralen Element, es ist n+0 = n nach Definition, also bleibt 0+n = n zu zeigen.
Fiir n = 0 ist 040 = 0. Und gilt 0+n = n fiir n € N, so folgt 0+n* = (0+n)T = n*. Analog
beweist man das Kommutativgesetz (Ubung; es ist niitzlich, zuerst m* +n = (m +n)™*
zu zeigen). O
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Ebenso konnen wir die Multiplikation natiirlicher Zahlen rekursiv definieren, wobei wir
auf die bereits eingefiihrte Addition zuriickgreifen. Fiir m,n € N sei

m-0:=0
m-ntT = m-n+m

(vollstdndige Induktion iiber n). Wie {iblich legen wir fest, dass die Multiplikation stérker
bindet als die Addition, also ,,Punkt vor Strich“. Es ist auch verbreitet, den Multiplikati-
onspunkt wegzulassen, also mn := m - n. Wir halten die folgenden Eigenschaften fest.

Lemma 4.3 (Gesetze der Multiplikation). Fir natiirliche Zahlen k, m,n € N gelten:

a) (k-m)-n==k-(m-n) (Assoziativgesetz)
b) 1-n=n=n-1 (neutrales Element)
¢) 0on=0=n-0 (absorbierendes Element)
d) m-n=n-m (Kommutativgesetz)
e) k-(m+n)=k-m+k-n (Distributivgesetz)

Beweis. Jeweils mit vollsténdiger Induktion {iber n; es ist ratsam, mit dem Distributivge-
setz zu beginnen (Ubung). O

Eine Menge X mit zwei Verkniipfungen +: X x X — X und -: X x X — X fiir
welche die Gesetze aus Lemma 4.2 und Lemma 4.3 gelten, nennt man einen kommutativen
Semiring. Die natiirlichen Zahlen (N, 4+, ) bilden also einen kommutativen Semiring.

Weiterhin definiert man die Potenz natiirlicher Zahlen fiir m,n € N durch

m? =1
m" = m"m
und es lassen sich die iiblichen Potenzgesetze per vollstandiger Induktion beweisen.
Fiir die Addition und Multiplikation endlich vieler Zahlen ist das Summensymbol >
bzw. das Produktsymbol || gebrauchlich, welches wir ebenfalls rekursiv definieren kénnen.
Ist ndmlich (z;);en eine Folge in N, so sei fiir n € N definiert:

0 nt n
ZCEZ‘ =0, Z% = ( E i) + Tnp
i=1 i=1 i=1

0 nt n

Hﬂfi =1, H% = (sz) T4l
=1 i=1 i=1

Mit dieser Schreibweise gilt zum Beispiel fiir die Fakultét n! =[]}, i.

Ordnung

Neben den arithmetischen Operationen ist die Vergleichbarkeit der Grofie von (natiirli-
chen) Zahlen ein grundlegendes Konzept. Auf der Menge der natiirlichen Zahlen N sei die
Relation < C N x N (,,kleiner gleich“) definiert durch

a<b & dreN:b=a-+=zx.
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Satz 4.4. Die Relation < auf N erfillt folgende FEigenschaften:
a) < ist reflexiv,
b) < ist transitiv,
¢) < ist anti-symmetrisch, d. h. Va,b e N: a <b AN b<a = a=0,
d) < ist total, d.h. Va,beN:a<b V b<a.

Eine reflexive, transitive und anti-symmetrische Relation < auf einer Menge X nennt
man eine Ordnung auf X, somit ist < eine totale Ordnung auf N. Wir werden Ordnungen
auf Mengen in Kapitel 7 detaillierter behandeln.

Beweis. Es ist < reflexiv, denn fiir alle ¢« € N ist a < a wegen a = a + 0. Um die
Transitivitdt zu zeigen, seien a,b,c € N mit a < b und b < c¢. Es gibt also z,y € N mit
b=a+z und c =b+ y, woraus ¢ = a + x + y folgt, und somit ist a < c.

Dass < anti-symmetrisch ist, ergibt sich aus den folgenden Eigenschaften der Addition
von natiirlichen Zahlen. Fiir u,v,n € N gilt:

i) u+n=v+n = u=v kirzbar®,
i) u+v=0 = u=v=0 ,nullsummenfrei®.

Sei nun ¢ < b und b < a, dann gibt es z,y € N mit b = a4+ x und a = b + y, also
a=a+x+y. Aus i) folgt x +y = 0 und wegen ii) ist x =y = 0, also a = b.
Um zu zeigen, dass < total ist, betrachte die Aussage

P(n) == VaeN:n<aVa<n“.

Wir zeigen Vn € N : P(n) per vollstdandiger Induktion. Es gilt P(0), denn fiir alle a € N
ist 0 < a wegen a = 0 4 a. Sei nun P(n) vorausgesetzt und wir zeigen P(n + 1). Sei also
a € N, dann ist n < a oder a < n wegen P(n). Im Fall a < n folgt a < n + 1. Sei nun
n <a,esgibtalsox € Nmita=n+x. Ist xt =0sofolgta=n<n+1. Ist x # 0 so
gibtesye Nmitz =y +1 (Ubung), somitista=n+y+1=n+1+4+y,alson+1<a.
Damit haben wir P(n + 1) gezeigt. O

Wir verwenden aulerdem die iiblichen Bezeichnungen
a<b &= a<bAa#b

(,,echt kleiner gleich“), sowie a > b fiir b < a und a > b fiir b < a.

Algebraische Begriffe

Fiir den Umgang mit arithmetischen Operationen auf verschiedenen Mengen definieren
wir nun einige wichtige algebraische Strukturen. Unter einer (zweistelligen) Verknipfung
auf einer Menge X verstehen wir eine Abbildung X x X — X.

Definition 4.2. Eine Menge X mit einer Verkniipfung *: X x X — X, (z,y) — x*xy
heifit ein Monoid (X, ), falls gilt:

a) Vr,y,ze€X: (zxy)xz=xx*(y*2z) (Assoziativgesetz)

b) JeeXVexeX:exz=x=xxe (e ist eindeutig, neutrales Element)
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Ein Monoid (X, *) mit neutralem Element e € X heifit Gruppe, falls:
c) VeeXIyeX: yxx=e=xxy (7! := y ist eindeutig, inverses Element)
Ein Monoid oder eine Gruppe (X, *) ist kommutativ (bei Gruppen auch ,abelsch*), falls:
d) Ve,yeX: zxy=yx*zx (Kommutativgesetz)

Die Eindeutigkeit vom neutralen und inversen Element ist einfach zu sehen: Sind ndmlich
e,¢’ € X neutrale Elemente, so folgt ¢/ = ¢ x ¢/ = e; und sind y,3’ € X inverse Elemente
zux,sofolgt v =exy/ = (yxx)xy =y*x(v*xy) =yxe=y.

Beispiel 4.1. Wir sind bereits Monoiden unterschiedlicher Natur begegnet.

1) Sei X eine Menge. Dann bildet die Menge XX aller Abbildungen X — X mit der
Verkettung von Abbildungen nach Lemma 3.3 ein Monoid (X, o).

2) Zu einer Menge X sei Sym(X) C XX die Menge aller bijektiven Abbildungen
X — X. Diese bildet mit der Verkettung nach Lemma 3.4 eine Gruppe (Sym(X), o),
genannt ,symmetrische Gruppe*.

3) Nach Lemma 4.2 ist (N, +) ein kommutatives Monoid.

Héufig sind auf einer Menge zwei Verkniipfungen gegeben, wobei wir die erste ,,Addi-
tion“ und die zweite ,,Multiplikation“ nennen. Fiir derartige Strukturen ist die folgende
Definition wichtig,.

Definition 4.3. Eine Menge X mit Verkniipfungen +: X x X - X und -: X x X — X
heifit ein Semiring (X, +, -), falls

1) (X,+) ist ein kommutatives Monoid, mit neutralem Element 0 € X,
2) (X,-) ist ein Monoid, mit neutralem Element 1 € X, undVx € X : 0-x =0=x-0,
3) Ve,y,zeX:z(y+z)=zy+azz A (z+y)z=xz+yz (Distributivgesetze)
(schreibe xy := x - y). Gilt sogar
1") (X, +) ist eine kommutative Gruppe,
so heifit (X, +,-) ein Ring. Ein (Semi-)Ring heifit kommutativ, falls
2)  (X,-) ist ein kommutatives Monoid (und Vx € X : 0.2 =0==z-0).
Schlieflich heifit ein kommutativer Ring (X, +,-) ein Kdrper, falls

4) 1#0undVze X\{0}IyeX:y-z=1(=z-y). (multiplikative Inverse)

Die ganzen Zahlen

Unter Voraussetzung der natiirlichen Zahlen fithren wir nun die ganzen Zahlen ein. Auf
der Menge X := N x N ist eine Aquivalenzrelation ~ C X x X gegeben durch

(a,b) ~ (a',V) & a+b =d+b.

Offenbar gelten Reflexivitit und Symmetrie. Ist nun (a,b) ~ (a’,t") und (da’,b") ~ (a”,b"),
alsoa+b =ad +bund d +b" =ad”" +V,sofolgt a+b"+b0 =ad +0"+b=d"+b+1,
wegen Kiirzbarkeit also a +b” = a” + b, das heiit (a,b) ~ (a”,b"), somit ist ~ transitiv.
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Wir bezeichnen die Menge der Aquivalenzklassen
Z := NxN/~ = {[(a,b)] | a,b € N}

als die Menge der ganzen Zahlen. (Wir koénnen [(a,b)] € Z als ,,Bilanz“ interpretieren, mit
,Haben“ a und ,,Soll* b.)

Via der natiirlichen Injektion ¢: N — Z, a — [(a,0)] identifizieren wir die natiirlichen
Zahlen als eine Teilmenge der ganzen Zahlen; wir schreiben fortan a = [(a,0)] fiir a € N.

Lemma 4.5. Die ganzen Zahlen Z bilden mit der ,Addition“ +:7Z X Z — Z, definiert
durch
[(a,0)] + [(c;d)] := [(a+ c,b+d)]

fiir a,b,c,d € N, eine kommutative Gruppe (Z,+).

Beweis. Zuerst ist die Wohldefiniertheit zu zeigen, also die Unabhéngigkeit der Definition
von der Wahl der Repriisentanten. Gelte (a,b) ~ (a’,b') und (¢,d) ~ (¢/,d’), so ist also
(a4c,b+d) ~ (a+ b +d) zu zeigen. Dies gilt, denn a+b =a'+bund c+d = +d
impliziert a +c+ b +d =d + +b+d.

Dass dann (Z, +) ein kommutatives Monoid ist folgt unmittelbar, da (N, +) ein kommu-
tatives Monoid ist (Lemma 4.2); das neutrale Element ist 0 = [(0, 0)]. SchlieBlich gibt es zu
jedem [(a,b)] € Z ein inverses Element [(b, a)] € Z, denn [(a, b)] +[(b,a)] = [(a+b,a+b)] =
[(0,0)], somit ist (Z,+) eine Gruppe. O

Wir bezeichnen das inverse Element von [(a,b)] € Z mit —[(a, b)] := [(b, a)]. Fiir natiirli-
che Zahlen a € N ist insbesondere —a = —[(a,0)] = [(0, a)] definiert. Hieraus ergibt sich,
dass jede Zahl z = [(a,b)] € Z eine Darstellung z = [(a,0)] + [(0,0)] = a+ (=b) =t a —b
mit a,b € N hat, und es gilt (a,b) ~ (a/,V)) & a—b=d —V.

Fiir jede ganze Zahl z € Z gibt es sogar eine (eindeutige) natiirliche Zahl x € N mit
z = x oder z = —x; das heif}t (etwas unprizise, aber prignant) Z = {0,1,—1,2,—-2,...}.
Denn ist z = [(a,b)] € Z, so ist nach Satz 4.4, d) a < b oder b < a, also existiert z € N
mit b = a + x oder a = b+ x, somit ist z = [(0,z)] = —z oder z = [(x,0)] = .

Lemma 4.6. Die ganzen Zahlen Z bilden mit der Addition +: Z X 7 — Z aus Lemma 4.5
und der ,Multiplikation“ -: 7 X 7. — 7, definiert durch

[(@0)] - [(e:d)] i= [(ac+ bd, ad + be)]
fiir a,b,c,d € N, einen kommutativen Ring (Z,+,-).
Nach dieser Definition ist also (a — b) - (¢ — d) = (ac + bd) — (ad + bc).

Beweis. Wesentlich ist die Wohldefiniertheit. Bezeichne (a,b) - (¢, d) := (ac + bd, ad + be),
und gelte (a,b) ~ (a/,V') und (¢,d) ~ (¢, d'), so zeigen wir (a,b) - (c,d) ~ (a’,b')- (¢, d) und
(@, V) (¢e,d) ~ (V) (d,d), woraus (a,b) - (¢,d) ~ (a’', ') - (,d") folgt.

Gelte (a,b) ~ (a’,b), also a + b = a' + b, so folgt

ac+bd+add+Ve=(a+b)c+ (a +b)d
= (a' +b)c+ (a+V)d=dc+bd+ad+be,

also (a,b) - (¢,d) ~ (a,V) - (¢,d); analog zeigt man (a’,V') - (¢,d) ~ (a', V') - (¢, d').

Die algebraischen Eigenschaften ergeben sich dann leicht aus denjenigen der natiirlichen
Zahlen (Lemma 4.2 und Lemma 4.3). O

Schliefflich sei bemerkt, dass die Multiplikation ,nullteilerfrei“ ist, d. h. fir x,y € Z gilt

z-y=0 = x=0V y=0.
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Die rationalen Zahlen

Die rationalen Zahlen lassen sich wie folgt als ,,Briiche* ganzer Zahlen konstruieren. Auf
der Menge X :=Z x Z\{0} definieren wir eine Aquivalenzrelation ~ C X x X durch

(z,y) ~ (@) & xyf=2y.

Wieder ist klar, dass ~ reflexiv und symmetrisch ist. Fiir die Transitivitét, sei (z,y) ~
(',y") und (2/,y') ~ (2",y"), gelte also xy' = 2’y und 2'y" = 2"y, so folgt xy"y =
2'yy” = 2"yy’, wegen v’ # 0 und der Nullteilerfreiheit also zy” = z"y.

Die Menge der Aquivalenzklassen

Q == ZxZ\{0}/~ = {{(z,y)] | z,y € Z, y # 0}

bezeichnen wir als Menge der rationalen Zahlen. Mit der natiirlichen Injektion ¢: Z — Q,
x + [(z,1)] konnen wir Z als Teilmenge von Q identifizieren.

Lemma 4.7. Die rationalen Zahlen Q bilden mit der ,,Addition“ +: Q x Q — Q und der
SMultiplikation“ -: Q x Q — Q, gegeben durch

[(z,9)] + [(z,w)] = [(zw + yz, yw)]
[(z, )] - [(z,w)] = [(z2, yw)]

fiir r,Y,z,w c Z7 Z,w 7é 07 einen KO’TpeT (Q7 +7 )

Beweis. Fiir die Wohldefiniertheit beachte zunéchst yw # 0 fiir y,w # 0. Seien nun
(z,y) ~ (2/,y) und (z,w) ~ (2/,w'), also 2y’ = 2’y und 2w’ = 2w, dann gilt

(zw +yz)yw' = (@' +y2)yw  und  (z2)(y'w') = (2'2)(yw);

also ist (zw + yz,yw) ~ (2w + ¢y, y'w') und (xz,yw) ~ (2'2/,y'w’), das heifit die
Verkniipfungen sind wohldefiniert.

Die algebraischen Eigenschaften eines Korpers ergeben sich nun wieder einfach aus den
Eigenschaften der ganzen Zahlen (Lemma 4.6). Die Eins ist 1 = [(1,1)] und wir haben

[(z,9)] - [(y, z)] = [(zy, zy)] = [(1,1)] fiir z,y € Z mit z # 0. O

Insbesondere ist - := z~ = [(z,1)]7! = [(1, 2)] fiir eine ganze Zahl z € Z\{0} definiert,
und jede rationale Zahl ¢ = [(z,y)] € Q hat eine Darstellung ¢ = [(x,1)]-[(1,y)] = z-2 =: &

y oy
mit z,y € Z und y # 0. Fiir die arithmetischen Operationen auf Q gilt also

Tz

T oz TW + Yz T z
- 4 = — und - — = .
y w yw y w yw

4.2 Teilbarkeit

Wir beleuchten nun die Struktur der Multiplikation auf den natiirlichen Zahlen. Auf der
Menge N sei die Relation | € N x N (,teilt“) definiert als

alb = JreN:b=ax.

Die Relation | € N x N ist reflexiv, transitiv und anti-symmetrisch.
Zu einer natiirlichen Zahl n € N sei

T(n) :={aeN|a|n}
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die Menge der Teiler von n und 7(n) := |T'(n)| die Anzahl der Teiler von n > 0. Beispiels-
weise gilt 7'(0) = N und 7'(1) = {1}.

Eine Zahl n € N\ {0, 1} heifit prim, falls fiir a,b € N gilt

n=ab = a=1V b=1.

Eine natiirliche Zahl n ist also genau dann Primzahl, wenn sie genau zwei Teiler 7(n) = 2
hat, ndmlich T'(n) = {1,n}, wobei n # 1.

Wir betrachten als néchstes Primfaktorzerlegungen. Sei P C N die Menge aller Primzah-
len. Jede Familie (ep),ep von Exponenten e, € N (mit e, # 0 fiir endlich viele p) definiert

ein Produkt Hpeppep von Primzahlpotenzen. Sei N®) := {(ep) eNF | {p]e, #0} endlich}
die Menge all solcher Familien von Exponenten, so erhalten wir eine Abbildung
v: N = N[0}, (ep) = [] p%.
peP

Ist beispielsweise (ep)pep gegeben durch ez = 5, e3 = 2, e7 = 1, und e, = 0 fiir alle
anderen p, so haben wir ¢((ep)) = [ ,cp p™ = 25.32.7.

Wir halten folgende Beobachtung fest: Zu e = (e,), f = (f,) € N®) sei e + f :=
(ep + f») € N®) dann gilt [[p+fr = [[p® - [[ p'r, das heifit

e+ f) = vle)-y(f).
Fiir die Teilertheorie ist das folgende Theorem, welches wir im Anschluss beweisen
werden, von grundlegender Bedeutung. Sei N~ := N\{0}.

Satz 4.8 (Fundamentalsatz der Arithmetik). Jede Zahl n € Nsq besitzt eine eindeutige
Primfaktorzerlegung

n =[] p°.
peP

Satz 4.8 besagt gerade, dass die Abbildung 1 bijektiv ist: Die Existenz von Primfaktor-
zerlegungen bedeutet, dass ¢ surjektiv ist und die Eindeutigkeit, dass ¢ injektiv ist.

Corollar 4.9. Fiir Produkte von Primzahlpotenzen gilt:
o) [Ip7[IIp* & YpeP: fy<e
b) r(IIr™) =1l(ep +1)

Beweis. Zu a): Seien e = (ep) und f = (fp) Familien von Exponenten. Wegen der Surjek-

tivitét gilt ¥ (f) | ¢¥(e) genau dann, wenn es g = (gp) gibt mit ¥(f) - ¥(g) = ¥ (e), also
Y(f +g) = ¥(e). Wegen der Injektivitit bedeutet dies f + g = e, also f, + g, = e, fiir
gewisse g, € N, was dquivalent ist zu Vp € P: f, <e,.

Zu b): Aus Teil a) folgt fiir die Menge der Teiler T'(¢(e)) = {¢(f) | Vp: fp € {0, ..,ep}}
und somit |T'(¢(e))| = [[(ep + 1). O

Beispiel 4.2. Fiir n = 50 = 2 - 52 ist die Teilermenge T'(50) = {1,2,5,2 - 5,52,2 - 52}.
Darstellung als ,, Teilerdiagramm* (verbinde a,b € T'(n) falls b = ap mit p € P):

25/50\10
NN
N/

Die Zahl 2016 dagegen hat 36 Teiler, denn 7(2016) = 7(2°-32-7) =6-3-2 = 36.
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Definition 4.4. Seien a,b € N. Dann heifit eine Zahl d € N grdfiter gemeinsamer Teiler
(99T) von a und b, falls

dla N d|b N VdeN:d|and|b= d|d).
Dual dazu heifit eine Zahl e € N kleinstes gemeinsames Vielfaches (kgV) von a und b, falls
ale N ble A (Ve eN:ald Ab|e = el|é).

Aus der Definition von ggT und kgV folgt leicht die Eindeutigkeit, denn sind d, d’ jeweils
grofite gemeinsame Teiler von a und b, so gilt d' | d und d | d’, also d = d’; analog gilt
fiir kleinste gemeinsame Vielfache e, ¢’; dass e | ¢/ und €’ | e, also e = ¢’. Deren Existenz
sichert das néchste Resultat.

Corollar 4.10. Zu natiirlichen Zahlen a = [[p® und b = [[p'* gibt es jeweils genau
einen grofiten gemeinsamen Teiler d und ein kleinstes gemeinsames Vielfaches e, ndamlich

d = Hpmin{epvfp} und e = Hpmax{epvfp} .

Hierbei bezeichne min{z,y} bzw. max{z,y} fiir zwei Zahlen z,y die kleinere bzw. die
groflere Zahl.

Beweis. Wir iibersetzen die Definition von ggT mittels Corollar 4.9, a). Fiir alle p € P gilt
min{e,, fp} < e, und min{e,, fp} < fp, also d | a und d | b. Und ist &’ = [[p% mit d’ | a
und d’ | b, also g, < e, und g, < f,, fiir alle p, so gilt g, < min{e,, f,} fiir alle p, das heifit
d' | d. Dies zeigt, dass d ein ggT von a und b ist, und der Beweis fiir kgV folgt analog. [

Als weiteres wichtiges Corollar ergibt sich, dass unendliche viele Primzahlen existieren,
wie bereits vom Mathematiker Euklid gezeigt wurde. Denn wire P = {py,...,px} endlich,
so betrachte n = Hle p; + 1 und leite mit Satz 4.8 einen Widerspruch her (Ubung).

Nun beweisen wir den Satz iiber die eindeutige Primfaktorzerlegung.

Beweis von Satz 4.8 (Existenz). Fiir die natiirlichen Zahlen gilt folgende Eigenschaft:
Jede nicht-leere Menge A C N besitzt ein kleinstes Element (,, Wohlordnung*).

Sei nun angenommen, es habe nicht jede Zahl n € N+ eine Primfaktorzerlegung. Dann
folgt aus der Wohlordnung, dass es eine kleinste Zahl n ohne Primfaktorzerlegung gibt.
Offenbar ist n # 1 und n nicht prim. Folglich gibt es a,b € N mit n = ab und a,b < n.
Wegen der Minimalitdt von n haben a und b jedoch Primfaktorzerlegungen, also besitzt
auch n eine Primfaktorzerlegung — Widerspruch! 0

Fiir den Beweis der Eindeutigkeit von Primfaktorzerlegungen benutzen wir folgendes
Lemma, welches weiter unten gezeigt wird.

Lemma 4.11 (Euklid). Sei p € P und a,b € N mit p | ab, dann gilt p|a V p|b.

Beweis von Satz 4.8 (Findeutigkeit). Gilt die Eindeutigkeit nicht, so gibt es eine kleinste
Zahl n mit verschiedenen Primfaktorzerlegungen n = [[p® = [[p/» (d.h. es gibt p € P
mit e, # f,). Offenbar ist n # 1, also gibt es ¢ € P mit e, > 1. Es folgt

q|n=T]p".
peP
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Nach Lemma 4.11 teilt ¢ dann einen der Faktoren des Produkts []p’r, d.h. es gibt p € P
mit f, > 1 und ¢ | p. Weil p prim ist, folgt ¢ = p, also f; > 1. Nun betrachten wir die
Primfaktorzerlegungen
% =[] p* =11 pfp
peP peP
mit e, = e, — 1 und e, = e, fir p # ¢, sowie f, = f, — 1 und f, = f, fir p # q.
Diese Primfaktorzerlegungen sind ebenfalls verschieden, im Widerspruch zu % < n und
der Minimalitét von n. O

Der Beweis von Lemma 4.11 schlielich wird aus dem (erweiterten) euklidischen Algo-
rithmus folgen. Grundlage hierfiir ist die ,,Division mit Rest“:

Zua,beN, b#0 gibtesg,r e N, r<b mit a=qgb+r.

Beweis. Per vollstéindiger Induktion iiber a. Fiir a = 0 ist 0 = g0+ 0. Gelte nun a = gb+1r
mit r < b, so ist a+1 = gb+ r+1, und falls r = b—1 schreiben wir a+1 = (¢+1)b+0. O

Lemma 4.12. Fiir alle a,b € N gibt es s,t € Z mit ggT(a,b) = sa + tb.

Beweis. Wir konstruieren s,t € Z wie gewiinscht mit dem euklidischen Algorithmus:

Start: 79 :=a sp:=1 ty:=0
T =b S1 =0 t1 =1

Schritt: sei r,—1 = qry + rpy1 (Division mit Rest), also
Tntl = Tn—1—QqTn  Sp+l = Sp—1 — ¢Sn  Tnt+1 = tn—1 — qty
wenn 1,11 = 0 Stopp, setze s:= s, und t :=t,.

Fiir die Korrektheit beachte zunéchst, dass r; = s;a + ¢;b fiir alle ¢ gilt, insbesondere ist
rn = sa + tb. Wir behaupten nun, dass r, = d := ggT(a,b) gilt. Wegen d | a und d | b gilt
d | sa + tb = r,. Umgekehrt ldsst sich zeigen, dass alle r; mit ¢ < n Vielfache von 7, sind,
insbesondere 7, | a und r, | b; dies impliziert r, | d und somit r, = d = sa + tb. O

Beweis von Lemma 4.11. Gelte p | ab, aber p t a. Dann ist ggT(a,p) = 1 = sa + tp fir
gewisse s,t € Z, also p | sab + tpb = (sa + tp)b = b. O

Wir haben hiermit den Beweis von Satz 4.8 vollstdndig abgeschlossen.
Beispiel 4.3. Wir wenden den euklidischen Algorithmus auf ¢ = 51 und b = 15 an.

—q Tn | Sp tn
51 1 0
-3 15| 0 1
-2 6 1 -3
-2 3| -2 7
0

Also ist ggT(51,15) =3="7-15—-2-51.
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5 Modulare Arithmetik

Si numerus a numerorum b, ¢ differentiam
metitur, b et ¢ secundum a congrui dicuntur,
sin minus, incongrui: ipsum a modulum
appellamus.

— Carl F. Gau83, in: Disquisitiones Arithmeticae

Wir kennen bereits den Ring (Z, +, -) der ganzen Zahlen. Zu m € N konstruieren wir
nun einen endlichen Ring (Z,, +, ) mit |Z,,| = m Elementen. Hierfiir betrachten wir auf
der Menge Z die Aquivalenzrelation

Tromy & mlrz—y & 2zeZ:z—y=mz.

Die Reflexivitdt und die Symmetrie sind jeweils klar; seien x, y, z € Z gegeben mit x ~y, y
und y ~p, z,alsom |z —yund m |y —z,sofolgt m |z —y+y— 2= — 2z, also x ~y, 2,
und somit gilt auch Transitivitdt. Fir = ~,, y schreibt man auch x =, y oder z = y
(mod m), und man sagt, x und y sind kongruent modulo m.

Nun betrachten wir die Menge der Aquivalenzklassen

Loy = L) ~p = {[x];m | x € Z}.
Es ist hilfreich, die ,,Division mit Rest“ wie folgt zu erweitern:
Zu x € Z gibt es genau ein Paar ¢ € Z, r € {0,..,m—1} mit z=qgm+r.

Beweis. Fiir x € N haben wir die Existenz bereits gezeigt, und daraus folgt diese leicht
auch fiir den Fall —z € N. Zur Eindeutigkeit, seien ¢,¢' € Z und r,7’ € {0,..,m—1} mit
gm+r=q¢m-+r soist r —r' = (¢ — q)m, woraus r =’ und ¢ = ¢’ folgt. O

Das (eindeutige) r € {0,...,m—1} bei der Division von = durch m bezeichnet man als

Rest x mod m. Es folgt, dass jedes [z] € Z;, von der Form [z] = [r] mit » = x mod m ist,
und man bezeichnet [x] daher auch als Restklasse. Demnach ist Z,, = {[0],...,[m—1]}
(schreibe hier [z] := [z],,) und es gilt |Z,| = m.

Lemma 5.1. Sei m € Nsg. Die Menge der Restklassen Z,, bildet mit der ,Addition*
4 Zopy X Ly, = Lo, und der ,Multiplikation“ -: Zy, X Ly, — Ly, gegeben durch

[#] +[y] = [z+y], (2] [y] = [z-y]
fir x,y € Z, einen kommutativen Ring (Zp,+,-).

Beweis. Um die Wohldefiniertheit der Verkniipfungen zu zeigen, seien x,2’,y,y’ € Z mit
x ~ 2’ und y ~ ¢ gegeben, also m | x — 2’ und m | y — ¢/. Dann folgt

mle—a'+y—y =(@+y) - (' +y)
und m | (z—2 )y +2'(y—v) =ay -2y,

also z +y ~ 2’ + 3/ und zy ~ 2'y/, wie gewiinscht. Die Ringgesetze folgen nun direkt aus
denen des kommutativen Rings (Z, +,-); die Null in Z,, ist [0] und die Eins ist [1]. O

Definition 5.1. Man bezeichnet (Z,,,+, ) als den Restklassenring ,7Z modulo m*“.
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Beispiel 5.1. Fiir eine Restklasse [z] € Z,, schreibt man der Einfachheit halber oft
x € {0,...,m—1}. Der Ring (Z3 = {0, 1,2}, +, ) hat folgende Verkniipfungstafeln:

+]0 1 2 -0 1 2
0/0 1 2 00 0 O
111 2 0 110 1 2
212 01 210 2 1
Im Fall (Z4 ={0,1,2,3},+,-) sehen die Tafeln so aus:
+]0 1 2 3 o1 2 3
00 1 2 3 0{0 0 0O O
111 2 3 0 110 1 2 3
212 3 0 1 20 2 0 2
313 01 2 3/0 3 21

Wir stellen fest, dass (Zs, +, -) sogar ein Kérper ist ([1], [2] € Z3 haben ein multiplikatives
Inverses), wéhrend (Z4, +, -) kein Korper ist ([2] € Z4 hat kein Inverses).

Satz 5.2. Es ist (Zy,+,-) genau dann ein Kérper, wenn m eine Primzahl ist.

Beweis. ,=“: Wire m keine Primzahl, so gibt es ein Produkt m = ab mit a,b € N und
0 < a,b < m. Das heift [a], [b] # [0] in Z,,, aber [0] = [a] - [b]. Weil Z,, ein Koérper ist,
existiert [a] ™! und es folgt [0] = [a]~([a] - [b]) = [b], ein Widerspruch.

»<="%: Sel m = p eine Primzahl und sei [0] # [z] € Z,, alsoist p { . Dann ist ggT(z,p) =1
und nach Lemma 4.12 gibt es s,t € Z mit 1 = sz + tp. Daraus folgt [s] - [z] = [sz] = [1],
das heiBt [2]7! = [s] ist das Inverse zu [z]. Also ist (Z,, +,) ein Kérper. O

5.1 Die Einheitengruppe Z;

Wir wollen nun die invertierbaren Elemente eines Restklassenrings Z,, genauer studieren.
Diese bilden eine Gruppe, wie folgende allgemeinere Uberlegung zeigt.
In einem Monoid (M, o) mit neutralem Element e € M bildet die Menge

M ={xeM|IyeM:zoy=e=youx}

der invertierbaren Elemente mit der Verkniipfung o: M* x M* — M*, (z,y) — z oy eine
Gruppe (M*,0).

Beweis. Zunichst ist die Wohldefiniertheit von o zu zeigen, d. h. hier z,y € M* impliziert
roy € M*. Sind 271, y~! € M die Inversen von z und ¥, so ist (zoy)o (y Lox™1) =
ro(yoy HNoz t=zoeoz ! =zox7! =e und entsprechend (y~tox™1)o(zoy) =e,
also ist = o y invertierbar mit (zoy) ! =y tox L

Die Assoziativitat in M* ist klar, weil (M, o) ein Monoid ist. Wegen e € M* gibt es auch
ein neutrales Element. SchlieSlich hat jedes 2 € M* ein inverses Element, denn 2~ € M*.

In der Tat ist 27! oz = e =2 027!, also ist 27! invertierbar mit (z~!)~! = z. O

Fiir das Monoid (M,o) = (XX, o) aller Abbildungen X — X auf einer Menge X
beispielsweise ist M* = Sym(X) die Menge aller bijektiven Abbildungen X — X, welche
die ,,symmetrische Gruppe“ (Sym(X), o) bildet (vgl. Beispiel 4.1).
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Wir betrachten nun das multiplikative Monoid eines Rings.
Definition 5.2. Sei (R,+, ) ein Ring. Die Menge der ,,Einheiten “
R* :={xeR|JyeR:axy=1=yzx}
bildet die Einheitengruppe (R*,-) von R.
Proposition 5.3. Z! = {[a] € Z,, | ggT(a,n) = 1}.
Man nennt Zahlen a,n € Z mit ggT(a,n) = 1 auch teilerfremd.

Beweis. Fiir jede Zahl a € Z gilt
a| €Z;, & FJse€Z:[s|la]=1[1] & 3Is,t€Z:sa+tn=1.

Gilt nun ggT(a,n) = 1 so gibt es s,t € Z mit sa + tn = 1 nach Lemma 4.12. Ist
umgekehrt sa + tn = 1 fiir gewisse s,t € 7Z erfiillt, so folgt ggT(a,n) = 1; denn ist d € N
ein gemeinsamer Teiler, also d | a und d | n, so gilt d | sa +tn =1, also d = 1. O

Beispiel 5.2. Fiir n = 8 erhalten wir die Einheitengruppe (Zg, -) mit Z§ = {[1], [3], [5], [7]}
und Verkniipfungstafel:

|13 5 7
1/1 35 7
33175
5/5 7 1 3
7|75 31

Definition 5.3. Zu n € Ny sei die Fulersche Phi-Funktion definiert durch

e(n) = |Z;] = [{a€{0,..,n—1} | ggT(a,n) = 1}|.

Beispielsweise gilt ¢(1) = 1 und ¢(p) = p—1 fiir jede Primzahl p € P, sowie ¢(4) = 2,
©(6) =2, v(8) =4, v(9) = 6 und ¢(10) = 4. Die allgemeine Formel fiir n = [[ p® lautet

pn) =nll1-3) = TII »7'p-1).

p
pln pEP, ep>1

Fiir n = 2016 = 2° - 32. 7 hat Z} also p(n) =2*.1-3%.2.7Y.6 = 16 - 6 - 6 = 576 Elemente.

Endliche Mengen

Weitere interessante Eigenschaften der Multiplikation in Z,, basieren auf der Theorie end-
licher Gruppen. Hierfiir stellen wir zun#chst einige Grundlagen endlicher Mengen bereit.
Fiir n € N sei die Menge [n] := {1,2,...,n} (und [0] := @) definiert, welche wir als
Standardmodell einer endlichen Menge auffassen kénnen.

Lemma 5.4. Firn € N gilt: Eine injektive Abbildung f: [n] — [n] ist stets surjektiv.

Beweis. Wir verwenden vollstdndige Induktion iiber n. Im Fall n =0 ist f: & — & nach
Definition eine surjektive Abbildung.

Sei die Aussage nun fiir ein n € N wahr und sei f: [n+1] — [n+1] injektiv. Zu zeigen
ist im(f) = [n+1]. Wire im(f) C [n] (Fall I), so ist die Einschrinkung f|,: [n] — [n]
injektiv, nach Induktionsvoraussetzung also surjektiv; wegen f(n+1) € [n] gibt es dann
k € [n] mit f(k) = f(n+1), im Widerspruch zur Injektivitit von f, denn k # n+1.
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Also gilt n+1 € im(f) (Fall II) und somit gibt es k € [n+1] mit f(k) = n+1. Nun
ist entweder k = n+1 (Fall [I-a), dann ist die Einschrénkung f|;,: [n] — [n] injektiv,
also surjektiv nach Induktionsvoraussetzung, und somit [n] C im(f). Oder es ist k # n+1
(Fall II-b) und wir definieren g¢: [n] — [n] durch g(i) := f(i) fur i # k, sowie g(k) :=
f(n+1); nun ist g injektiv, also nach Induktionsvoraussetzung surjektiv, und wir erhalten
wiederum [n] C im(f). Zusammen mit n+1 € im(f) haben wir somit in jedem Fall

im(f) = [n+1], wie gewiinscht. O
1 1 1 1 1—1 1
2 2 2 2 2 2 2
3 3 3 3 3%3 3
4 4 44— 4 4 4
Fall Fall II-a Fall II-b

Abbildung 3: lustration des Induktionsschritts fiir n = 3

Corollar 5.5. Firn,m € N gilt:
a) Ist f: [n] — [m] injektiv, so ist n < m.
b) Ist f: [n] — [m] bijektiv, so ist n =m.

Beweis. Zu a): Wire m < n, dann wire [m] & [n] und somit f als Abbildung [n] — [n]

nicht surjektiv, im Widerspruch zu Lemma 5.4.
Zu b): Nach a) gilt n < m. Da die Umkehrabbildung f~': [m] — [n] injektiv ist, folgt
mit a) auch m < n. O

Nun koénnen wir die Begriffe ,,endliche Menge“ und ,,Kardinalitéit ¢ prézisieren.

Definition 5.4. Eine Menge X heifit endlich, falls n € N mit einer Bijektion f: X — [n]
existiert. Nach Corollar 5.5, b) ist dieses n eindeutig und wird als Kardinalitit | X| :=n
von X bezeichnet.

Fiir endliche Mengen X, Y koénnen wir nun leicht folgern:

1) Besteht eine Bijektion f: X — Y, dann gilt | X| = |Y].

2) Ist f: X — X injektiv, dann ist f surjektiv.

3) Ist f: X — Y injektiv, dann gilt | X| < |Y].

Um etwa 3) zu beweisen, sei | X| =n, |Y| = m und betrachte das folgende Diagramm:

x—1 .y

]
7] - = m]
mit bijektiven Abbildungen g und h. Dann ist F := ho fog~': [n] — [m] injektiv, und

somit n < m nach Corollar 5.5, a).
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Die Kontraposition von 3) ist als ,,Schubfachprinzip“ bekannt:
Falls | X| > |Y] gilt, so ist jede Abbildung f: X — Y nicht injektiv.

Anschaulich bedeutet dies Folgendes. Wenn man Objekte in Schubficher legt und es mehr
Objekte als Schubfacher gibt, so landen in einem Schubfach mindestens zwei Objekte.

Wir fassen die wichtigsten Aussagen iiber Abbildungen endlicher Mengen zusammen.
Proposition 5.6. Seien X,Y endliche Mengen.

a) Es gelten folgende Aquivalenzen:
i) |X|<[|Y| < 3f: X =Y injektiv,
i) | X|>Y| < 3f: X =Y surjektiv,
i) | X|=1Y| < 3f: X =Y bijektiv.

b) Eine Abbildung f: X — X ist genau dann injektiv, wenn sie surjektiv ist.

Man beachte, dass Aussage b) fiir nicht-endliche Mengen falsch ist, denn beispielsweise
ist die (Nachfolge-)Abbildung f: N — N, x — x+1 injektiv, aber nicht surjektiv.

Beweis. Zu a). Die Implikationen ,,= ¢ ergeben sich jeweils leicht aus der Definition von
Kardinalitét. Die Aussage ,,i) <= gilt nach der vorigen Bemerkung, 3), und Teil iii) <*
ergibt sich unmittelbar aus 1) und ii).

Fiir ,,ii) < betrachte nun eine surjektive Abbildung f: X — Y. Well fiir alle y € Y
die Urbildmenge f~!({y}) nicht-leer ist, existiert? eine Abbildung g: ¥ — X mit g(y) €
ft({y}), also mit f o g = idy. Es folgt, dass g injektiv ist, und mit i) gilt |Y] < | X]|.

Zu b). Nach der vorigen Bemerkung wissen wir bereits, dass eine injektive Abbildung
f: X — X stets surjektiv ist. Sei nun umgekehrt f: X — X surjektiv, dann gibt es
wiederum g: X — X mit f o g = idx und g ist injektiv. Wir wissen dann erneut, dass g
surjektiv ist, woraus sich nun die Injektivitidt von f ergibt. Denn seien z,y € X mit
f(z) = f(y), so gibt es u,v € X mit g(u) = z und g(v) =y, und es folgt

und somit z = g(u) = g(v) = y, das heifit f ist injektiv. Ol

Fiir die Arithmetik von Kardinalitéiten endlicher Mengen halten wir schliefflich folgende
Bemerkungen fest. Seien X und Y endliche Mengen.
1) ACX = Aendlich A |4 <|X]|,
2) XNY =90 = |[XUY|=|X|+]Y],
3) X kY[ =|X]-[Y] und [¥¥]=[v]¥,
)

4) sei C eine Zerlegung von X, so gilt | X| =" ¢ |A|.

2Die Existenz einer solchen Abbildung ¢g: ¥ — X miisste strenggenommen mengentheoretisch sicher
gestellt werden und erfordert ein zusétzliches Axiom, das sog. Auswahlaziom. Fiir endliche Mengen Y
kann man jedoch die Existenz aus den bisherigen Axiomen per vollstindiger Induktion ableiten.
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Endliche Gruppen

Wir beobachten, dass a® = a (mod 5) fiir beliebige Zahlen a € Z gilt. Gilt vielleicht a? = a
(mod p) fiir alle Primzahlen p? Und wie lassen sich solche Aussagen beweisen? Tatséchlich
ergeben sie sich als Corollare von Sétzen iiber endliche Gruppen. In diesem Fall ist die
betrachtete Gruppe die Einheitengruppe Z.

Definition 5.5. Sei (G, -) eine Gruppe mit neutralem Element e. Eine Teilmenge H C G
heifit Untergruppe (schreibe H < G), falls gilt

a) g,h€eH = g-heH,
b) ec€H,
c) geH = glteH.
Dann bildet die Menge H mit der Verkniipfung von G selbst eine Gruppe (H, -).

Zu einer Teilmenge A C G definieren wir die von A erzeugte Untergruppe als

(4) :==(Ca,

wobei C4 die Menge aller Untergruppen H < G mit A C H sei; es ist (A) die kleinste
Untergruppe von G, welche die Menge A enthélt.
Insbesondere haben wir fiir ein einzelnes Element a € G als erzeugte Untergruppe

(@) == ({a}) ={a" |2 € Z}

0: n—i—l:

n .__

(hierbei sei die Potenz a® induktiv definiert, via a” := e und a =a" - a, sowie ¢~ " 1=

(a™)~! fiir n € N).
Definition 5.6. Eine Gruppe G heifit zyklisch, falls es a € G gibt mit G = (a).

Betrachten wir etwa die Gruppe G := Z% = {1,2,3,4,5,6}, so ist H := (2) = {1,2,4}
eine (echte) Untergruppe; andererseits gilt (3) = G, das heifit Z% ist zyklisch. In der Tat
gilt der Satz, dass alle Einheitengruppen Z;, fiir p € P zyklisch sind (ohne Beweis).

Zur effizienten Berechnung einer Potenz a™ (mit n € N) kann die ,,square-and-multiply “-
Methode angewandt werden. Schreibe hierfiir n = ZbZZ’L in Binérdarstellung, also mit
b; € {0,1}, so gilt a™ = [[(a® )%, wobei die Potenzen a?" durch wiederholtes Quadrieren
berechnet werden. Zum Beispiel:

13=224224+1 = ¥ =(»?? (®? a.

Hierfiir werden hochstens 2log, n Gruppenoperationen benotigt. Alternativ kann man
nach folgendem Schema rechnen:

13=2-2-2-1+1D)+0+1 = a®=(a* a)??* a.

Definition 5.7. Eine Gruppe (G, -) heifit endlich, falls die Menge G endlich ist; die Kar-
dinalitét |G| wird dann als Ordnung von G bezeichnet. Die Ordnung eines Elements a € G
ist die Kardinalitdt ord(a) := |{a)|.

Lemma 5.7. Sei G eine endliche Gruppe und a € G. Dann ist
ord(a) = min{n € N5¢ | a" =€},

und fir x € Z gilt a® = e < ord(a) | z.
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Beweis. Nach dem Schubfachprinzip gibt es k,¢ € Z mit k < ¢ und o* = af, woraus
a*=* = ¢ folgt, wobei n := £ — k > 0. Also ist das Minimum m := min{n € N5q | a” = e}
definiert. Fiir € Z seien nun ¢ € Z und r € {0, ..., m—1} mit x = gm + r (Division mit
Rest). Wegen o = e gilt dann

a® = a?*" = (a™)%" =a" .

Daraus folgt (a) = {a®,a',...,a™ '} und ord(a) = |(a)| = m. AuBerdem sehen wir
a*=e & r=0 & m|x. O

Das folgende grundlegende Resultat iiber endliche Gruppen besagt, dass die Kardinalitét
von Untergruppen nicht beliebig sein kann.

Satz 5.8 (Lagrange). Sei G eine endliche Gruppe und sei H < G eine Untegruppe. Dann
ist |H| ein Teiler von |G].

Aus diesem wichtigen Satz ergibt sich eine Reihe von Corollaren.
Corollar 5.9. Sei G eine endliche Gruppe und a € G. Dann gilt alGl = .
Beweis. Nach Satz 5.8 teilt ord(a) = |{(a)| die Ordnung |G|, benutze dann Lemma 5.7. [
Daraus erhalten wir unmittelbar die folgenden zahlentheoretischen Resultate.
Corollar 5.10. Seien a € Z, sowie n € Nsg und p € P.

1) Fir[a] € Z ist [a]?™ = (1], das heifit ggT(a,n) =1 = ™ =1 (mod n).
(Satz von Euler)

2) Fir [a] € Zy ist [a]’ = [a], das heifit a? = a (mod p). (Satz von Fermat)
Nun beweisen wir den Satz von Lagrange.

Beweis von Satz 5.8. Auf der Menge G definiere eine Relation ~ C G x G durch
g~h = glheH.

Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation, weil H eine Untegruppe ist. In der Tat ist ~ reflexiv,

da e € H; es ist ~ auch symmetrisch, denn ¢g~'h € H impliziert h~'g = (¢7'h)~! € H;

weiter ist ~ transitiv, denn aus ¢~ 'h € H und h='¢ € H folgt g4 =g 'h-h~W € H.
Die Aquivalenzklasse zu einem Element g € G hat die Form

gl = {heG|hlgecH} = {¢ghcG|hec H = gH.

Da die Bijektion f: H — gH, h — gh besteht, haben wir |gH| = |H|, d.h. alle Klassen
haben gleiche Kardinalitéit. Betrachten wir nun die Zerlegung C := G /~, so folgt

|Gl = > Al = [C|-[H],
AeC

und somit ist |H| ein Teiler von |G]. O

Man bezeichnet die Kardinalitét |C| der Zerlegung C = G/~ im obigen Beweis auch als
Index |G : H] von H in G.
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5.2 Anwendungen

Wir stellen hier einige Anwendungen der modularen Arithmetik insbesondere in der Kryp-
tographie vor. Eine wichtige Grundlage dabei ist das schnelle Potenzieren mit der ,,square-
and-multiply “-Methode.

Fermat-Test Ist p € P eine Primzahl, so gilt «? = a (mod p) fiir alle a € Z nach
Corollar 5.10, b). Wenn es also ein a € Z gibt mit a? #Z a (mod p) (oder mit a?~! # 1,
falls p t a), dann ist p keine Primzahl.

Dieser einfache Test kann fiir einen indirekten Nachweis verwendet werden, dass eine
Zahl aus mehreren Faktoren zusammengesetzt ist, ohne einen solchen Faktor anzugeben.

Beispiel 5.3 (Fermat-Zahlen). Fermat vermutete 1640, dass die Zahl
F, =22 4+1

fiir n € N stets prim sei. Jedenfalls kann man zeigen, dass 2™ + 1 nur dann eine Primzahl
sein kann, wenn m = 2" fiir ein n € N ist (Ubung). Die ersten Fermat-Zahlen lauten

nl|0 1 2 3 4
F.|3 5 17 257 65537

und bis hierhin stimmt die Vermutung.

Untersuchen wir nun die Zahl F5 = 232 +1 = 4294967 297. Fiir n = F5—1 = 2% kinnen
wir @” = 2 = 1 mittels 32 Quadrierungen modulo Fj iiberpriifen. (Im Vergleich dazu
miisste man ansonten 6542 Probedivisionen durch Primzahlen < \/Fj5 machen.) Mit a = 3
erhélt man beispielsweise a2 = 3029026 160 # 1, also ist F5 nicht prim.

Euler zeigte bereits 1732, dass F5 nicht prim ist, und widerlegte damit Fermats Vermu-
tung. Er fand sogar einen Faktor, ndmlich 641, wobei ihm folgende Beobachtung half:

Ist p € P ein Primfaktor von F,, so gilt p=1 (mod 2").

Beweis. Falls p | 22" + 1 gilt, so ist 22" = —1 (mod p). In Zy, ist also ord(2) = 2"t was
nach Satz 5.8 ein Teiler von |Z;| = p—1 ist. O

So miissen fiir n = 5 nur Primzahlen p = 1 (mod 64) getestet werden. Und in der Tat
gilt 641 | 232 + 1, denn 232 = (2562)? = 1542 = —1 (mod 641).

Bemerkung: Es gibt zusammengesetzte Zahlen p, fiir die a”? = a (mod p) fir alle a € Z
gilt. Diese ,,Pseudo-Primzahlen* werden als Carmichael-Zahlen bezeichnet; die kleinste
solche Zahl ist p = 561 =3 -11-17.

Grundsétzlich ist es fiir grofle Zahlen aufwéndiger, sie zu faktorisieren als sie auf Pri-
malitdt zu testen. Nach aktuellem Stand (2016) ist bekannt, dass alle Fermat-Zahlen
F5, Fg, . .., F30 nicht prim sind, widhrend nur die Fermat-Zahlen bis Fj; vollstdndig fakto-
risiert sind (und fiir Fop und Fy4 wurde bislang kein einziger Faktor gefunden).

Diffie-Hellman-Schliisselaustausch Wie vereinbart man einen geheimen Schliissel iiber
einem o6ffentlichen Kanal, wie dem Internet, um beispielsweise eine sichere SSL/TLS-
Verbindung herzustellen oder fiir Online-Banking? Viele standardisierte Verfahren ba-
sieren auf der von Diffie und Hellman 1976 vorgeschlagenen Methode.

Sei p eine sehr grofie Primzahl (mindestens 1024 Bits) und sei g € Z;, ein multiplikativer
Erzeuger modulo p, das heiit Z; = (g). Zwei Teilnehmer, sagen wir Alice und Bob, die
einen Schliissel vereinbaren wollen, einigen sich zunéchst auf p und g. Danach gehen sie
nach folgendem Protokoll vor:
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Alice dffentlich Bob
a € Ly —  ha=g"
hp := gb — be Zp,1
kg = h% = g™ kp:=h% =g

Dadurch haben Alice und Bob den gemeinsamen Schliissel k4 = kp vereinbart. Im obigen
Protokoll sind die Elemente a,b € Z,_1 zufillig gewéhlte , private“ Schliissel, die unmit-
telbar nach der Schliisselvereinbarung geléscht werden kénnen.

Beispiel 5.4. Betrachte die Gruppe Zj; = (2).

Alice dffentlich Bob
a=4 — ha=2"=3
hp=2"=6 <« b=5
hG =61=9 Ry =3>=9

Es wurde also der Schliissel k4 = kp =9 € Z]; vereinbart.

Die Sicherheit des vorgestellten Diffie-Hellman-Kryptosystems beruht darauf, dass ein
Angreifer selbst dann den Schliissel ¢*® praktisch nicht berechnen kann, wenn er die
Elemente ¢, g%, ¢° abhort. Dieses schwierige Berechenbarkeits-Problem wird als Diffie-
Hellman-Problem (DHP) bezeichnet.

Das DHP und das Protokoll kénnen offenbar gebrochen weden, wenn das diskrete Lo-
garithmusproblem (DLP) gelost wird, ndmlich zu gegebenen g, g* den Exponenten a zu
berechnen. Aber auch dieses Problem ist nach heutigem Stand zu schwierig.? Die bijektive
Abbildung f: Zp—1 — Zy, a > g ist eine sogenannte Einbahnfunktion, das heifit

e sie ist leicht zu berechnen (mittels ,,square-and-multiply ),
o die Umkehrabbildung f~! ist schwierig zu berechnen.

Solche Funktionen sind ein wichtiges Fundament fiir die Kryptographie. Fiir die obige
Abbildung f wird log, := f -1 Loy = Zip—1 als ,diskreter Logarithmus® bezeichnet.

Schliefllich sei noch ein wichtiger Aspekt der praktischen Sicherheit erwéhnt. Die Kom-
munikation zwischen Alice und Bob muss (durch zusétzliche Kryptoverfahren) authen-
tisiert werden, da sonst sogenannte , man-in-the-middle“-Angriffe méglich sind, die die
Kommunikation auf halbem Wege abfangen und mit beiden Parteien je einen erfolgrei-
chen Diffie-Hellman-Schliisselaustausch simulieren.

RSA-Verschliisselung Rivest, Shamir und Adleman schlugen 1978 ihr heute weitver-
breitetes Public-Key-Kryptosystem vor, welches auf dem Faktorisierungsproblem basiert.
Es handelt sich um ein asymmetrisches Verfahren mit zwei Arten von Schliisseln, einen
offentlichen zum Verschliisseln und einen geheimen zum Entschliisseln.

Man wihle zwei grofie Primzahlen p, ¢ € P (mindestens 512 Bits) und betrachte n := pq,
so dass also p(n) = (p—1)(¢—1). Seien auBlerdem e,d € Z mit ed = 1 (mod ¢(n)), das
heifit [e] € 2y und [d] = [e] 1.

offentlicher Schliissel PK = (n,e) (an Alice)
geheimer Schliissel  SK = (n,d) (von Bob)

3Der letzte Rekord in einem Korper Zp wurde am 16. Juni 2016 aufgestellt; es wurde ein DLP in Z,, fiir
eine Primzahl p mit 768 Bits gelost, mit einem Hochleistungscluster und einer Rechenzeit von ca. 60
Millionen Core-Stunden. Siehe: en.wikipedia.org/wiki/Discrete_logarithm_records
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Ist m € Z,, eine geheime Nachricht fiir Bob, so schickt Alice den Chiffretext ¢ := m® € Z,
an Bob. Diesen entschliisselt Bob durch Berechnen von ¢? € Z,, denn in der Tat gilt

Beweis. Wenn m € Z% ist (was fast immer der Fall ist), so gilt m#(™ = 1 nach Corol-
lar 5.10, a). Wegen ed = 1 (mod ¢(n)) folgt daher m® = m. Der allgemeine Fall wird sich
spater leicht aus dem chinesischen Restsatz ergeben. O

Die Sicherheit des RSA-Verfahrens basiert auf der Schwierigkeit, zu gegebenen n die
Faktoren p und ¢ zu bestimmen, was praktisch dquivalent dazu ist, die Eulerfunktion
¢(n) = (p—1)(¢—1) auszurechnen (Ubung). Ist dann ¢(n) bekannt, so kann man aus
dem offentlichen Schliissel e leicht den geheimen Schliissel d als Inverses e~! € Z:;(n) mit
dem euklidischen Algorithmus bestimmen. Eine notwendige Voraussetzung ist somit die
Schwierigkeit der Faktorisierung groBer Zahlen, welche bis heute gegeben ist.*

Schliefflich sei wieder darauf hingewiesen, dass einige sicherheitsrelevante Aspekte bei
dieser Grundversion noch fehlen. Insbesondere miisste der o6ffentliche Schliissel PK au-
thentisiert werden, um sicher zu stellen, dass nur der rechtmifige Besitzer (Bob) die
Nachrichten entschliisseln kann.

5.3 Chinesischer Restsatz

Unser Ziel ist nun, die Struktur des Restklassenrings (Z,,, +, -) fiir zusammengesetzte Zah-
len n besser zu verstehen. Hierfiir ist das Konzept der Isomorphie, also die Prézisierung
der Idee ,gleich bis auf Umbenennung*, sehr niitzlich.

Definition 5.8. Seien (G,*) und (H,o) Gruppen. Eine Abbildung f: G — H heifit
(Gruppen-)Homomorphismus falls

flx*xy) = f(z)o f(y)

fur alle z,y € G gilt. Wie man leicht nachpriift, fixiert ein Gruppenhomomorphismus
f: G — H stets das neutrale Element und es gilt f(z=1) = f(z)~! fiir alle 7 € G.

Ein bijektiver Homomorphismus f: G — H heifit (Gruppen-)Isomorphismus, und in die-
sem Fall ist auch die Umkehrabbildung f~!: H — G ein Homomorphismus. Die Gruppen
(G,*) und (H, o) heiBen isomorph (G = H), falls ein Isomorphismus G — H existiert.

Beispiel 5.5. Die Gruppen (Z%,-) und (Z4,+) sind isomorph. Dies wird deutlich, wenn
wir die Verkniipfungstafeln wie folgt aufschreiben:

|12 43 +]0 1 2 3
1/1 2 43 0[0 1 2 3
(z5,) 2]2 4 3 1 (Zs,+) 1|1 2 30
414 3 1 2 212 301
313 1 2 4 31301 2

In der Tat ist f: Zf — Z4 definiert durch f(1) =0, f(2) =1, f(3) =3 und f(4) = 2 ein

Gruppenisomorphismus.

“Der aktuelle Faktorisierungsrekord wurde am 12. Dez. 2009 aufgestellt, als eine RSA-Zahl n mit 768
Bits unter Verwendung von ca. 20 Millionen Core-Stunden faktorisiert wurde.
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Zu Gruppen (G, -), (H,-) sei das direkte Produkt (G x H,-) von G und H definiert durch

(x1,22) - (Y1,92) == (1 Y1, 32 y2)
fiir alle 1,91 € G und x2,y2 € H. Dann ist (G x H,-) wieder eine Gruppe.

Beispiel 5.6. Die Gruppen (Z§, ) und (Z2 X Zg,+) sind isomorph.
- | + /00 01 10 11

00|00 01 10 11

(Zg x Zg,+) 0101 00 11 10
1010 11 00 01

11|11 10 01 00

(Zs, )

N Ot W

N Ot W |
Ut g = W W
W = = oot
—= W Ot g

Zyklische Gruppen haben bis auf Isomorphie eine sehr einfache Struktur. In der Tat ist
jede zyklische Gruppe G = (g) isomorph zur additiven Gruppe von Z oder von Z, fiir ein
n € Nsg, das heifit (G,-) = (Z,+) oder (G,-) = (Zn, +).

Beweis. Betrachte den surjektiven Homomorphismus f: Z — G, x — ¢”. Entweder ist die
Abbildung f auch injektiv und somit Z = G, oder es folgt, dass G endlich ist. In diesem
Fall sei n := ord(g) € Nsg. Nach Lemma 5.7 gilt [z], = [¢/], < ¢° = ¢*, also ist durch
f: 7, — G, [x] — ¢* ein Isomorphismus definiert. O

Wir konnen das Konzept der Isomorphie wie folgt auf Ringe verallgemeinern.

Definition 5.9. Seien (R,+,:) und (S,+,-) Ringe. Eine Abbildung f: R — S heifit
(Ring-)Homomorphismus falls

fle+y)=f@)+ fly), flz-y)=fl2) fly), f(1)=1

fiir alle z,y € R gilt (und dann folgt f(0) =0 und f(—z) = —f(z) fiir alle x € R).

Ein bijektiver Homomorphismus f: R — S heifit Isomorphismus (und in diesem Fall ist
auch f~1: S — R ein Homomorphismus). Die Ringe R und S heilen isomorph (R = S),
falls ein Isomorphismus f: R — S existiert.

Zum Beispiel ist fiir jedes n € Ny die natiirliche Abbildung
22 —Zn, xzw—[x]

ein Ringhomomorphismus, denn in der Tat gilt [z + y] = [z] + [y] und [z - y] = [2] - [y] fiir
alle z,y € Z, und [1] ist die Eins in Z,.

Man definiert nun das direkte Produkt (R x S,+,-) von Ringen R und S ganz analog
wie im Fall von Gruppen. Aus dem chinesischen Restsatz wird beispielsweise folgen, dass
der Ring Zg isomorph zum direkten Produkt Zo x Zs ist. Der Beweis benutzt folgende
Aussage tiber das kleinste gemeinsame Vielfache teilerfremder Zahlen.

Lemma 5.11. Seien ni,...,n, € Nyg paarweise teilerfremd und sei n := [[;_; n;. Fir
x € Z gilt dann:
Vi:nile < n|z.

Der Beweis basiert auf Primfaktorzerlegung. Seien zum Beispiel ny = 9 = 32, ng = 10 =
2.5 und n3 = 11 gegeben, also n = 990 = 2-32 .5 11, dann ist eine Zahl genau dann
durch 9, 10 und 11 teilbar, wenn sie durch 990 teilbar ist.
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Beweis. Die Richtung ,,<=“ ist klar, denn es gilt n; | n fiir alle i. Um ,,=“ zu zeigen, diirfen
wir ohne Einschriankung z € N5y annehmen.

Zu a € N5 und p € P bezeichne v,(a) := e, den Exponenten von a in der Primfaktor-
zerlegung a = [[ p®. Offenbar gilt v,(a - b) = vp(a) + 1v,(b) fiir alle a,b € Ns.

Wir zeigen nun vp,(n) < v,(x) fiir alle p € P, woraus n | x folgt. Fiir jede Primzahl p ist
in der Tat

vp(n) = ; vp(ni) = max vy(ni) < vy (),

denn wegen der Teilerfremdheit ist v,(n;) # 0 fiir hochstens ein Index 4, und es gilt
vp(ni) < vp(x), da nach Voraussetzung n; | x. O

Nun koénnen wir den folgenden wichtigen Satz iiber simultane Kongruenzen und der
Struktur des Restklassenrings 7Z,, beweisen.

Satz 5.12 (Chinesischer Restsatz). Seien ni,...,n, € Nug paarweise teilerfremd und sei
n =[[;_, ni. Dann gilt:

a) Fir alle ay,...,a, € Z gibt es genau ein x € {0,...,n—1} mit x = a; (mod n;).
b) Zp =Zp, X...XZLn,.
Beweis. Die Abbildung
2L — Ly X . XL,y = ([T, [T]0,)

ist ein Ringhomomorphismus. Und es ist f(z) = 0 genau dann, wenn [z],, = 0, also n; | =
fiir alle 4 gilt, was nach Lemma 5.11 dquivalent ist zu n | . Somit gilt [z], = [2'],, das
heiBit n | z — 2/, genau dann, wenn f(z —2’) =0, also f(x) = f(z') ist.

Wir definieren nun eine Abbildung

fily = Ly %o XL, 2] = f(2).

Diese ist dann wohldefiniert, denn wie oben gezeigt gilt [z], = [2/], = f(z) = f(2'),
sowie injektiv, da f(z) = f(2') = [z], = [2/]n. Mit Proposition 5.6, b) folgt, dass f auch
surjektiv ist, denn |Z,| =n = |Zy, X...XZy,|.

Daraus folgt a) unter Betrachtung von ([ai]n,, ..., [ar]n,.) € Zn, X ... X Zy, . Schlielich
ist f ebenfalls (wie f) ein Homomorphismus, denn

F(@+ ) = flz+9) = flz+y) = f&) + fy) = F(l=z]) + F(W])
f(z]) - f([y]) und f([1]) ist die Eins in Zy, X...XZy,,. O

sowie entsprechend f([z] - [y])
Um die Umkehrabbildung f~! zu berechnen, kann man wie folgt vorgehen.

1. Fiir jedes j € {1,...,7} sei m; := %
sind; dann finde s,t € Z mit sm; 4+ tn; = 1 mit dem eukldisichen Algorithmus

(Lemma 4.12) und setze x; := sm;.

= Hi# n;, so dass also m; und n; teilerfremd

2. Dann 18st @ := }; a;z; die simultane Kongruenz von Satz 5.12, a).

Denn in der Tat ist z; = 0 (mod n;) fiir i # j, sowie z; =1 —tn; =1 (mod n;). Daraus
folgt = >, ajz; = a; (mod n;) fiir alle i, weil man in der Summe nur den Index j = i
betrachten muss.

Wir kénnen nun die Struktur eines allgemeinen Restklassenrings 7Z,, angeben.
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Corollar 5.13. Sein = p§' -...-p die Primfaktorzerlegung, so gilt

Zn = Zp? X...XZpﬁr .

Fiir die Eulersche Phi-Funktion folgt o(n) = |Z%| = |Z;el| |2 | = [L(pi—1)ps .
1 T

)

Schliefilich kénnen wir noch die Korrektheit der RSA-Entschliisselung fiir alle Nachrich-
ten in Z,, zeigen.

Corollar 5.14. Sein = p-q mit verschiedenen Primzahlen p,q € P. Dann gilt ake(m+l = ¢
(mod n) fir alle a,k € Z.

Dies begriindet etwa die Beobachtung, dass die letzte Ziffer von a® stets gleich der letzten
Ziffer von a ist (fiir a € N), betrachte n = 10.

Beweis. Sei f: Zyn — Zy X Zq ein Isomorphismus und sei (b1, b2) := f([a]) € Z, X Zq. Mit
r:=kp(n)+1==k(p—1)(¢g—1)+1gilt p—1|r—1und ¢g—1 | r—1, also folgt b] = b; und
b5 = by mit Corollar 5.10, b). Dies bedeutet f([a])” = f([a]), woraus [a]" = [a] folgt. O
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6 Graphentheorie

La mathématique est l’art de donner le
méme nom & des choses différentes.

— Henri Poincaré (1908)

Algorithmen auf Graphen oder Netzwerken sind in der Informatik allgegenwiértig. In
der Tat erweisen sich Graphen als iiberaus niitzliches Hilfsmittel, sobald man eine Menge
von Objekten und deren Beziehungen untereinander modellieren mochte. Wir beginnen
mit zwei historischen Beispielen dazu.

Euler betrachtete 1736 das ,, Konigsberger Briickenproblem“, also das Problem, alle sie-
ben Briicken der damaligen Stadt Konigsberg genau einmal zu iiberqueren.

AN
L~

zugehoriger Graph

Briicken von Konigsberg

Nach geeigneter Modellierung betrachtet man einen Graphen, und die Frage lautet, ob
es einen ,Eulerweg® darin gibt, d.h. einen Kantenzug, der jede Kante genau einmal
durchlduft (nein, wie wir sehen werden).

Im Jahre 1857 untersuchte Cayley Kohlenwasserstoff-Verbindungen der Form Cj Hop o,
beispielsweise:

(e} O (@]
O—l—O (e} l l (@]
! )l

Methan C'Hy Ethan CyHg

Es sind demnach alle Graphen mit n = k + (2k + 2) Knoten zu klassifizieren, wobei k
Knoten Grad 4 und die anderen Grad 1 haben.

Definition 6.1. Ein Graph G = (V, E) besteht aus einer Menge V' von Knoten (auch
Ecken, engl. ,vertices“) und einer Menge F C (‘2/) = {{v,w} | v,w € V, v # w} von
Kanten (engl. ,edges®).

Genauer bezeichnet man solche Graphen als einfache ungerichtete Graphen (ohne Schlei-
fen); Graphen mit Mehrfachkanten und/oder gerichtete Kanten werden wir spéiter behan-

deln. Die Knotenmenge V ist {iblicherweise nicht-leer und endlich, dies sei hier fortan
generell vorausgesetzt.

Wir definieren nun zwei Familien spezieller Graphen. Zu n € Ny sei
K, = ([n], (3)),
wobei [n] := {1,...,n}, der vollstindige (engl. ,complete“) Graph mit n Knoten; dieser

Graph besitzt () = $n(n—1) Kanten. Zum Beispiel ist K4 = (V, E) mit V = {1,2,3,4}
und den 6 Kanten FE = {{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4},{3,4} }.
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Wie wir am Beispiel K4 sehen, kann der gleiche Graph durch unterschiedliche Diagramme
dargestellt werden.
Weiterhin sei zu m,n € Ny der vollstindig bipartite Graph definiert als

Kppn = (AUB, {{a,b} |a€ A, be B}),

wobei A, B disjunkte Mengen mit |A| = m und |B| = n seien; der Graph K, , hat also

m-+n Knoten und mn Kanten.
/O o\
o o o)

Ko 3

Beispiel 6.1. Sei X = Z5 = {0,1,2,3,4}. Der Petersen-Graph ist der Graph
G = ((¥),{{4,B}|A,Be (}), AnB=2}),

bestehend aus den 10 Knoten (%) = {01,02,03,04, 12,13, 14, 23,24, 34} (Kurzschreibwei-
se ab fiir {a,b}) und 15 Kanten. Dieser Graph wird oft als Beispiel oder Gegenbeispiel
verwendet, um graphentheoretische Aussagen zu illustrieren.

2
/ 01 \
03 13
. ﬁ "
23 34
14

02

Sei G = (V, E) ein Graph. Wir bezeichnen zwei Knoten v, w € V als benachbart (oder
adjazent), falls {v,w} € E. Zu einem Knoten v € V sei der Grad von v definiert als

deg(v) == {e€e E|vee}l = {weV |{v,w} e E},
d. h. als die Anzahl angrenzender Kanten bzw. als Anzahl benachbarter Knoten.
Lemma 6.1. Fiir jeden Graphen G = (V,E) gilt ), oy deg(v) = 2|E|.

Beweis. Wir zéhlen die ,,Inzidenzen“ {(v,e) € VX E | v € e} auf zwei Arten: jeder Knoten
v € V hat deg(v) anliegende Kanten, und jede Kante e = {v,w} € E hat zwei Knoten. [
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6.1 Baume

Zusammenhédngende Graphen ohne zyklische Strukturen sind von besonderer Bedeutung.
Wir werden sie Bdume nennen und in diesem Abschnitt untersuchen.

Definition 6.2. Ein Weg (auch ,,Pfad“ oder , Kantenzug“) in einem Graphen G = (V, E)
ist eine Folge vy, ...,vs € V von Knoten derart, dass {v;,v;11} € F fiir alle 0 < i < s ist.
Man spricht dann von einem Weg von a := vg nach b := vs der Liange s € N. Ein Weg
heifit Kreis, falls vy = vg und s > 3, sowie v; # v; fiir alle 0 <@ < 5 < s gilt.

O Vo = V3

V1 O—— 0 V2

Kreis der Liange 3

Ein Graph heifit zusammenhdingend falls je zwei Knoten durch einen Weg verbunden
sind, sowie kreisfrei falls keine Kreise existieren. Einen zusammenhéngenden kreisfreien
Graphen nennt man einen Baum.

Lemma 6.2. Ist G = (V, E) mit deg(v) > 2 fir alle v € V, so besitzt G einen Kreis.

Beweis. Wir konstruieren induktiv einen Weg wie folgt. Starte mit vg € V' beliebig; wegen
deg(vp) > 1 existiert dann ein Nachbar v; von vg. Und ist bereits ein Weg vg,...,v; € V
konstruiert (wobei j > 1), so gibt es wegen deg(v;) > 2 einen Nachbarn v;y; von vj
mit Vj+1 75 Vj-1-

Sei nun n := |V, dann folgt aus dem Schubfachprinzip, dass die Knoten vy, . . ., v, nicht
paarweise verschieden sind, also gibt es 0 < ¢ < j < n mit v; = v;. Nach Konstruktion der
Folge ist dann notwendig j —¢ > 3, und ist j minimal gewahlt (mit j > i und v; = v;), so
ist die (Teil-)Folge v, ...,v; ein Kreis in G. O

Mit diesem Lemma kénnen wir die folgende Charakterisierung von Badumen beweisen.

Satz 6.3. Ein zusammenhingender Graph G = (V, E) ist genau dann kreisfrei, also ein
Baum, wenn |E| = |V| —1 gilt.

Beweis. ,,=“. Vollsténdige Induktion iiber n := |V|. Im Fall n = 1 ist £ = &, also die
Aussage wahr. Sei nun G = (V, E) ein Baum mit |V| = n > 1 Knoten. Da G kreisfrei
ist, existiert nach Lemma 6.2 ein Knoten v mit deg(v) < 1, und da G zusammenhéngend
ist, muss deg(v) = 1 sein. Sei w der eindeutige Nachbar von v und e := {v,w} € F
die zugehorige Kante. Wenn wir v und e aus G entfernen, erhalten wir einen Graphen
G = (V\ {v}, E\ {e}), welcher wieder zusammenhingend und kreisfrei, also ein Baum
ist. Wegen |V \ {v}| = n—1 gilt nach Induktionsvoraussetzung |E \ {e}| = |V \ {v}| — 1,
also |E| —1 = (|V|—1) — 1 und somit |E| = |V|— 1.

»<“. Wenn es einen Kreis gibt, so kann eine (beliebige) Kante im Kreis entfernt werden,
wobei der Graph zusammenhéngend bleibt.

o o—o0
: b
a 5
0—o0 o
: “
, Umleitung

Man iteriere diesen Vorgang solange, bis ein kreisfreier Graph G= (V, E ) entsteht. Werden
dabei t € N Kanten entfernt, so gilt |E|—t = |E| = |V|—1 nach ,,= “. Nach Voraussetzung
ist |V| —1 = |E], also muss ¢t = 0 gelten, das heifit, der Graph war bereits kreisfrei. O
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Fiir den Graphen G = (V| E) einer Kohlenwasserstoffverbindung der Form CyH, gilt

Ak + ¢ = ) deg(v) = 2|E]
veV

nach Lemma 6.1, also ist nach Satz 6.3 der Graph G genau dann ein Baum, wenn 4k +/¢ =

2(k + ) — 2, also £ = 2k + 2 gilt.

Baume zdhlen Wir erweitern zunéchst den Begriff der Isomorphie auf Graphen.

Definition 6.3. Seien G = (V, F) und G = (V, E) Graphen. Eine Abbildung f: V — V
heiit Homomorphismus, falls

{v,wye B = {f(v),f(w)} €E

fiir v,w € V gilt. Ein bijektiver Homomorphismus f: V — V, fiir den auch f LYV SV
ein Homomorphismus ist (also {v,w} € E < {f(v), f(w)} € E gilt), heifit Isomorphis-
mus, und in diesem Fall nennt man die Graphen G und G isomorph (G = G).

Beispielsweise sind die folgenden Graphen isomorph:

(e} (e} /O\
%\ SN2
o o o o
Das Problem, die Anzahl der Biaume bis auf Isomorphie zu bestimmen, erweist sich als
zu schwierig. Stattdessen werden wir eine Formel fiir die Anzahl der markierten Baume
zeigen. Wir bezeichnen einen Graphen G = (V| E) als ,markiert®, falls die Knoten mit
1,...,n markiert sind; wir kénnen dann einfach V' = [n] = {1,...,n} annehmen.
Es erweist sich als sinnvoll, als Knoten endliche Teilmengen von N (oder allgemeiner

,total geordnete Mengen*“) zu betrachten. In einem Baum bezeichnen wir einen Knoten v
mit genau einer angrenzenden Kante, das heifft mit deg(v) = 1, als Blatt.

Definition 6.4. Zu einem Baum 7' = (V, E) mit V C N und |V| = n > 2 definieren wir
den Priifer-Code (a1, ...,a,_2) € V"2 wie folgt:

1) aj :=w, wobei v € V das kleinste Blatt und w der Nachbarknoten von v sei,
2)  (ag,...,an—2) sei der Priifer-Code des Baums (V' \ {v}, E'\ {{v,w}}).

Das heifit, wir notieren den Nachbarknoten des kleinsten Blattes, entfernen das Blatt und
die zugehorige Kante, und wiederholen den Vorgang bis eine Kante iibrig bleibt.

Abbildung 4 listet alle markierten Baume bis vier Knoten und deren Priifer-Codes auf.

Deren Isomorphieklassen sind in Abbildung 5 zusammengefasst.
Satz 6.4 (Cayley). Die Anzahl markierter Biaume mit n Knoten ist genau n™ 2.

Beweis. Sei f(T) := a = (ai,...,an—2) der Priifer-Code eines Baums 7" = (V, FE) mit
|V| = n. Wir beweisen zuerst folgende Hilfsbehauptung:

deg(v) >2 & Ji:v=uq,,

das heifit die Blétter von T sind genau V' \ {ai,...,an—2}.
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1—14 1 4 1—4
n=4 ‘\ 11 ‘>< 12 ‘\‘13 ‘ ‘14

2 3 2 3 2 3

1—4 1 4 1 4 1 4

‘ 21 ‘/ 22 ‘ ‘23 ‘ ‘24

2—3 2—3 2—3 2 3

1—4 1—4 1—4 1—4

>< 41 / 42 ‘43 /‘44

2 3 2—3 2—3 2 3

Abbildung 4: Markierte Baume und ihre Priifer-Codes

n=2 oO——©O
n=3: oO——0—0
)
n=4: o) o ) ) /o\
o o

Abbildung 5: Isomorphieklassen von Bdumen

,<=“ Ist n > 2 und v € V ein Blatt, sowie w der Nachbarknoten zu v, so ist w kein
Blatt, also gilt deg(w) > 2.

»,= . Beim Priifer-Code werden schrittweise Kanten entfernt, bis nur eine iibrig bleibt.
Wegen deg(v) > 2 wird also mindestens eine an v angrenzende Kante entfernt, und da v
kein Blatt ist, wird dabei v notiert.

Nun zeigen wir, dass fiir alle Priifer-Codes a = (a1, ..., a,_2) € V"2 genau ein Baum
T = (V, E) existiert mit f(T') = a. Daraus folgt der Satz, denn |[V"~2| = n"~2,
Wir verwenden vollstdndige Induktion {iber n, wobei n > 2. Bei n = 2 Knoten gibt es

offenbar genau einen Baum. Nun sei n > 3 und a = (a1, ...,a,_2) € V"2 gegeben. Sei
bl = mln(V \ {a’la s ,CLn,Q})
und betrachte a’ := (ag,...,a,_2) € (V \ {b1})" 3. Nach Induktionsvoraussetzung mit

[V \ {b1}| = n — 1 existiert genau ein Baum 7" = (V \ {b1}, F’) mit f(T") = a/, und nach
der Hilfsbehauptung sind seine Blétter gerade V' \ {b1, a2, ...,a,—2}. Dann ist

T := (V, E'U{{a1,b1}})
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ebenfalls ein Baum, und zwar mit Blittern V' \ {a1,...,a,—2}, also ist b; sein kleinstes
Blatt. Daraus folgt f(7T) = a.

Sei nun T = (V, E) ein weiterer Baum mit f (T) = a, so folgt wiederum mit der Hilfs-
behauptung, dass b; das kleinste Blatt in 7T ist, und mit

T' = (V\{bi}, E\ {{a1,01}})
ist f(T") = d/, also gilt T" = T" nach Induktionsvoraussetzung und somit 7' = 7T'. O

Wir fassen die obige Rekonstruktion eines Baums aus einem Priifer-Code zusammen. Sei
ein Priifer-Code (a1, ..., a,_2) € [n]"~2 gegeben, so definieren wir zuniichst (by, ..., b, 2) €
[n]"~2 induktiv durch

bi = mln([n] \ {b17 . '7bifl7ai7 s 7an72})

firi=1,...,n—2, sowie die Kante e := [n] \ {b1,...,bp—2}; dann ist

T = ([n}, {{al,bl},...,{an,g,bn,g},e})

der zugehorige Baum mit f(7T') = (a1,...,an—2).

6.2 Planare Graphen

Jene Graphen, die ein ebenes Diagramm ohne Kanteniiberschneidungen besitzen, werden
planar genannt. Wir werden zunéchst diesen Begriff prézisieren. Ein (ebener) Streckenzug
ist die Vereinigung von Verbindungsstrecken einer endlichen Folge von Punkten des RZ.
Der erste und der letzte Punkt in dieser Folge heiflen die Endpunkte des Streckenzugs, und
dessen Inneres ist der Streckenzug ohne die Endpunkte.

Definition 6.5. Ein ebenes Diagramm (V, E) besteht aus einer (nicht-leeren, endlichen)
Menge V C R? von Knoten und einer Menge E von Streckenziigen, den Kanten, wobei

1) die Kanten jeweils zwei Knoten miteinander verbinden,
2) je zwei Knoten durch héchstens eine Kante verbunden sind,
3) das Innere der Kanten keine Knoten und keine Punkte anderer Kanten enthélt.

_ Ein ebenes Diagramm (V, E) definiert auf natiirliche Weise einen Graphen (V, E) mit
EC (‘2/), wobei jeder Streckenzug mit dessen Menge der Endpunkte identifiziert wird.

ein ebenes Diagramm des K

Definition 6.6. FEin Graph heifit planar, falls er ein ebenes Diagramm besitzt, d. h. falls
er isomorph zum Graphen eines ebenen Diagramms ist.
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Man kann zeigen, dass jeder planare Graph sogar ein ebenes Diagramm besitzt, dessen
Kanten gerade Strecken sind (Satz von Wagner-Fary).

Die Eulersche Polyederformel liefert eine grundlegende Aussage iiber die Anzahl der wie
folgt definierten Flichen eines ebenen Diagramms. Fiir eine Menge X C R? sei zuniichst
eine Aquivalenzrelation R C X x X definiert durch

(a,b) € R :&  JStreckenzug in X, der a und b verbindet.

Die Aquivalenzklassen von R werden die Gebiete von X genannt.

Definition 6.7. Sei (V, E) ein ebenes Diagramm. Als dessen Flichen bezeichnet man die
Gebiete der Menge R? \ . p €.

Beispielsweise sind Baume planar und jedes ebene Diagramm hat nur eine Fliche. Ein
Kreisgraph Cy, := (Zy, {{i,i+1} | i € Z,}) mit n Knoten ist ebenfalls planar. Fiir einen
elementaren Beweis der nachfolgenden Aussage siehe z. B. R. Courant, H. Robbins, Was
ist Mathematik?, 5. Auflage, Springer, 2001.

Lemma 6.5 (Jordanscher Kurvensatz fiir Polygone). Jedes ebene Diagramm von Cy, hat
genau zwei Flichen, deren gemeinsamer Rand die Vereinigung der Kanten ist.

Satz 6.6 (Eulersche Polyederformel). Sei (V,E) ein zusammenhingendes ebenes Dia-
gramm mit n Knoten, m Kanten und £ Fldchen. Dann gilt

n—m-+4¥{=2.

Beweis. Vollstdndige Induktion {iber die Zahl m der Kanten. Fiir m = 0 gibt es nur ein
einen Knoten und eine Fléche, also gilt 1 — 0+ 1 = 2. Sei nun ein zusammenhé&ngendes
ebenes Diagram mit m > 1 Kanten gegeben. Falls ein Kreis existiert, so entferne man
eine beliebige Kante in diesem Kreis; da diese nach Lemma 6.5 an verschiedenen Flichen
grenzt, wird dabei die Anzahl der Fliachen ebenfalls um eins verringert und die Anzahl der
Knoten bleibt gleich. Falls dagegen das Diagramm kreislos ist, so gibt es wegen Lemma 6.2
und des Zusammenhangs ein Blatt; entfernt man diesen Knoten und die zugehorige Kante,
so éndert sich die Anzahl der Fldchen nicht. In beiden Féllen schliefen wir daher aus der
Induktionsvoraussetzung die Behauptung. O

Der Satz von Kuratowski stellt eine genaue Charakterisierung der planaren Graphen
dar. Der vollstdndige Graph K5 und der vollstéindig bipartite Graph K33 erweisen sich
dabei als die ,,Prototypen“ nicht-planarer Graphen.

\B<t/
K

Lemma 6.7. Die Graphen Ks und K33 sind nicht planar.

K33

)

Beweis. Betrachte ein ebenes Diagramm mit n Knoten, m Kanten und ¢ Fléichen. Da jede
Kante an hochstens zwei Flédchen grenzt und jede Flédche mindestens drei Kanten hat, gilt

3 < 2m,
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mit der Eulerschen Polyederformel also 2 =n—m+¢ <n— %m Der Graph K5 hat jedoch
n = 5 Knoten und m = 10 Kanten, also wire n — %m < 2, ein Widerspruch.
Im Fall des bipartiten Graphen K3 3 hat jede Flache sogar mindestens vier Kanten, und
somit gilt
4 < 2m,

woraus 2 =n—m+{ <n— %m folgt; dies fithrt mit n = 6 Knoten und m = 9 Kanten
wegen n — %m < 2 ebenfalls zu einem Widerspruch. O

Sei G = (V, E) ein Graph. Ein Teilgraph von G ist ein Graph H = (W, F) mit W C V
und F C E (also F' C (I/;/) N E). Das heifit, H entsteht aus G durch Entfernen von Kanten
und/oder Knoten (wobei dann die angrenzenden Kanten auch entfernt werden).

Eine Unterteilung von G ist ein Graph, bei welchem schrittweise Kanten durch zwei
inzidente Kanten ersetzt werden, d.h. ist ¢ = {u,v} € E eine Kante, so sei in einem
Schritt G = (V U{w}, E\ {e} U {{u,w}, {w,v}}) mit neuem Knoten w ¢ V.

ow v

e

ou

$
0—o0—o0
g

u

Satz 6.8 (Kuratowski). Ein Graph ist genau dann planar, wenn er keine Unterteilung
des K5 oder des K33 als Teilgraphen enthilt.

Aus Lemma 6.7 folgt leicht die notwendige Bedingung, also dass ein Graph nicht planar
sein kann, wenn er als Teilgraph eine Unterteilung von K5 oder K33 enthélt. Die hinrei-
chende Bedingung ist schwieriger; wir konnen sie hier aus Zeitgriinden nicht beweisen.

?
/o\ /\ o o
(@] o O/O O\O O/O / \
- \ / - 0 o
° O, \ X 0——o0
o) [¢) K33

der Petersen-Graph ist nicht planar

Platonische Korper Wir betrachten nun planare Graphen G = (V,E) mit n = |V|
Knoten, m = |E| Kanten und ¢ Flichen derart, dass jede Fliache genau r Knoten hat und
jeder Knoten Grad s besitzt. Durch Zahlen von Inzidenzen erhalten wir somit

sn = 2m = rl,

woraus mit der Eulerschen Polyederformel n — m + ¢ = 2 die Gleichung n — §n + %n = 2
resultiert. Es ergeben sich die folgenden Moglichkeiten:

n m /
4 6 4 | Tetraeder
8 12 6 | Hexaeder, Wiirfel
6 12 8 | Oktaeder
20 30 12 | Dodekaeder
12 30 20 | Ikosaeder

W Ut W s W3
LW k= W W»

o1



Diese Graphen entsprechen gerade den fiinf Platonischen Koérpern, siehe Abb. 6. Beim
Tetraeder, Wiirfel und Dodekaeder ist dabei jeweils eine Auflenfliche gezeichnet, wihrend
beim Oktaeder und Ikosaeder jeweils ein ,, Auflenpunkt“ dargestellt ist; durch Austauschen
von Punkten und Flichen erhilt man eine Dualitéit zwischen Wiirfel und Oktaeder, sowie
zwischen Dodekaeder und Tkosaeder.

Tetraeder

Wiirfel Oktaeder

Dodekaeder Tkosaeder

Abbildung 6: Die Platonischen Koérper

6.3 Gewichtete Graphen

Ofmals lassen sich Situationen durch geeignete Graphen G = (V, E') mit Kantengewichten
w: E — R>o modellieren, wobei die Gewichte beispielsweise Kosten oder Entfernungen
ausdriicken kénnen. Wir stellen zwei wichtige klassische Algorithmen fiir gewichtete Gra-
phen vor, ndmlich zur Berechnung eines minimalen Spannbaums und zur Bestimmung
eines kiirzesten Weges zwischen zwei Knoten.

Minimaler Spannbaum Sei G = (V| E) ein zusammenhingender Graph. Unter einem
Spannbaum (auch ,,Geriist“) verstehen wir einen Baum (V) F') mit Kantenmenge F' C E.
Ein minimaler Spannbaum ist ein Spannbaum (V, F) derart, dass dessen Gesamtgewicht
> ecr w(e) minimal ist.

92



ein minimaler Spannbaum mit Gewicht 18

Wie wir sehen werden, konstruiert der folgende einfache ,, Greedy“-Algorithmus stets
einen minimalen Spannbaum.

Algorithmus von Kruskal

F, =90
for i :=1 to n—1 do:

betrachte alle e € E'\ F; mit F; U {e} kreisfrei,
d.h. e = {v,w} ohne Weg in F; zwischen v und w

wihle davon e; mit w(e;) minimal
Fiy1:=F; U {62}

Lemma 6.9 (Korrektheit). Im Kruskal-Algorithmus ist (V, Fy,) minimaler Spannbaum.

Beweis. Wir zeigen per Induktion, dass fiir alle 1 < ¢ < n ein minimaler Spannbaum (V, F')
mit F; C F existiert, woraus insbesondere F),, = F folgt.

Der Fall ¢ = 1 ist wegen F; = @ klar. Sei nun 1 < ¢ < n—1 und angenommen, dass es
einen minimalen Spannbaum (V, F') mit F; C F gibt, so zeige die Behauptung fiir i+ 1.
Im Fall ¢; € F gilt F;11 C F und wir sind fertig. Andernfalls ist e; ¢ F', also gibt es einen
Kreis in F'U {e;}. Wir wéhlen eine Kante f € F'\ F; in diesem Kreis, dann ist einerseits
F; U {f} kreisfrei und somit nach dem Algorithmus w(e;) < w(f), und andererseits ist
F':= F\ {f}U{e;} ebenfalls ein Spannbaum, welcher minimal ist und es gilt F;1; C F’
wie gewiinscht. O

Um den Aufwand des Kruskal-Algorithmus abschétzen zu koénnen, sei n := |V| die
Anzahl Knoten und m := |E| die Kantenzahl. Die algorithmischen Aufgaben sind:

1) die Kanten nach Gewicht sortieren: O(mlogm),

2) jeweils entscheiden, ob v,w € V in der gleichen Zusammenhangskomponente liegen,
d.h. ob ein Weg zwischen v und v existiert: dies ist mit sogenannten union-find-
Strukturen “fast” linear in m moglich

Zusammen ergibt sich also eine Laufzeit von O(mlogm). Neben dem Algorithmus von
Kruskal existieren andere Algorithmen zum Auffinden minimaler Spannb&dume, welche fiir
bestimmte Graphen eine bessere Laufzeit haben.

Kiirzeste Wege Fiir das Problem der kiirzesten Wege ist es nun sinnvoll, Kanten mit
einer Richtung zu versehen. Dabei kann ein (ungerichteter) Graph auch als ein gerichteter
Graph aufgefasst werden, indem die ungerichteten Kanten durch jeweils zwei gerichtete
Kanten ersetzt werden.
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Ein gerichteter Graph G = (V, E) besteht aus einer (nicht-leeren, endlichen) Menge V'
von Knoten, sowie einer Kantenmenge £ C V x V. Ein Weg von a nach b in G ist eine

Folge a = vy, . ..,vs = b von Knoten mit (v;,v;41) € E fiir alle 0 <i < s.
Wie vorher betrachten wir nun Kantengewichte w: E — R>¢. Das Gewichts eines Weges
P = (vp,...,vs) ist dann definiert als die Summe w(P) := Zf;& w((vi, vix1)). Zu Knoten

a,b € V sei nun
dist(a,b) := min{w(P) | P Weg von a nach b}

die Distanz von a zu b (wobei dist(a, b) := oo falls kein Weg existiert).
Um die Distanzen und kiirzesten Wege effizient zu berechnen, ist das folgende Verfahren
sehr niitzlich. Wir fixieren a € V und berechnen alle Distanzen dist(a,v) fiir v € V.

Algorithmus von Dijkstra
Uy =0 d(a) =0
fir alle v € V'\ {a} sei d(v) := o0

for 7 :=1 to n do:

wéhle u; € U; mit d(u;) minimal

Uis1 = U; \ {ui}

fiir alle e = (u;,v) € E mit v € U1
setze d(v) := min(d(v), d(u;) + w(e))

a
4 o 6
40/0\0

6
5 2
90 o8
S
11 — 10

Beispiel zum Dijkstra-Algorithmus
Lemma 6.10 (Korrektheit). Im Dijsktra-Algorithmus ist d(v) = dist(a,v) fir allev € V.

Beweis. Wir zeigen d(u;) = dist(a,u;) fiir alle 1 < i < n per Induktion. Der Fall i = 1,
also u; = a ist wegen d(a) = 0 = dist(a, a) klar. Betrachte nun 2 < i < n. Entsprechend
dem Algorithmus gibt es einen Weg von a nach u; mit Gewicht d(u;), also gilt jedenfalls
dist(a, u;) < d(u;).

Angenommen, es wire dist(a,u;) < d(u;). Sei P = (vy,...,vs) ein kiirzester Weg in G
von a nach u;, und sei j der maximale Index mit v; € Uf = {uq,...,u;—1}. Also gilt
d(vj) = dist(a,vj) nach Induktionsvoraussetzung. Weiterhin ist vj;1 € U;, also wird die
Kante e = (vj,v;41) im Algorithmus betrachtet und es gilt

d(vj+1) < d(vj) +w(e) = dist(a,v;) + w(e)
= dist(a, vj41) < dist(a,u;) < d(u;).

Demnach wird vj41 eher entfernt als u;, was im Widerspruch zu v € U; steht. ]

Der Dijkstra-Algorithmus hat offenbar eine Laufzeit von O(n?), wobei n = |V| die
Knotenanzhal ist. Fiir gewisse Graphen ldsst sich diese Laufzeit wiederum verbessern.
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Sind alle Distanzen dist(a,v) = d(v) bekannt, so findet man leicht einen kiirzesten
Weg P,, von a nach v via Riickwértssuche. Denn fiir eine Kante e = (u,v) mit d(v) =
d(u)+w(e) bildet ein kiirzester Weg P,,, nach u zusammen mit e einen kiirzesten Weg P,,,.

6.4 Wege in Multigraphen

Bei einem Multigraphen sind mehrere Kanten zwischen zwei Knoten moglich. Dabei wird
jeder Kante die Menge ihrer Endpunkte zugeordnet, so dass also diverse Kanten die glei-
chen Endpunkte haben kénnen.

Definition 6.8. Ein Multigraph G = (V, E, p) besteht aus einer Knotenmenge V' und
einer Kantenmenge F, sowie einer Abbildung p: F — (‘2/)7 jeder Kante e € F wird also

eine zwei-elementige Knotenmenge p(e) € (‘2/), die Menge ihrer Endpunkte, zugeordnet.

/;//—Ow o(6) = {v,w}

v O

Die Abbildung p ist genau dann injektiv, wenn zwischen je zwei Knoten hochstens eine
Kante existiert. In diesem Fall kann die Kantenmenge E mit ihrem Bild p(E) C (g)
identifiziert werden und man erhilt einen (einfachen) Graphen (V, p(E)).

Eulerwege FEin Weg in einem Multigraphen G = (V| E, p) ist eine Folge vy, ..., vs von
Knoten mit {v;_1,v;} € p(E) fir 1 < i <'s, d.h. es existiert jeweils eine Kante e¢; € F
mit Endpunkten p(e;) = {v;—1,v;}. Im Folgenden wollen wir diejenigen Wege studieren,
die dabei jede Kante genau einmal verwenden.

Definition 6.9. Ein Fulerweg ist ein Weg vy, ..., vs in einem Multigraphen G = (V, E, p),
so dass jede Kante in FE genau einmal durchlaufen wird; das heif3t, es existiert eine Bijektion
e: [s] = E mit {v;_1,v;} = p(e(d)) fir alle i € [s] = {1,...,s}. Im Fall vs = vy heifit ein
solcher Weg Fulerkreis, ansonsten offener Eulerweg.

Beispiel 6.2. Beim ,,Haus vom Nikolaus® ist der Weg d, ¢, a, b, e, ¢, b, d, e ein Eulerweg.

a0 2

3 d0——0e 3

Ob es zu einem gegebenen Multigraphen einen Eulerweg oder sogar einen Fulerkreis
gibt, hiangt tatséchlich nur von der Paritdt der Knotengrade ab. Der Grad eines Knotens
v € V ist dabei wie vorher als Anzahl der angrenzenden Kanten definiert, also

deg(v) = [{c € E | v e p(e)}].

Satz 6.11 (Euler). Sei G = (V, E,p) ein zusammenhingender Multigraph mit n = |V|
Knoten. Dann existiert ein Eulerkreis (bzw. ein offener Eulerweg) in G genau dann, wenn
{v | deg(v) gerade}| =n (bzw. n — 2 ist).
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Beweis. ,=“. Sei vy, ...,vs ein Eulerweg mit zugehoriger Bijektion e: [s] — FE. Bei den
inneren Knoten v; mit 1 < i < s werden jeweils die eingehende Kante e(i) mit p(e(i)) =
{vi—1,v;} und die ausgehende Kante e(i+1) mit p(e(i+1)) = {v;, vi+1} gezdhlt. AuBerdem
wird beim Startknoten vy die Kante e(1) mit p(e(1)) = {vo, v1} und beim Endknoten v, die
Kante e(s) mit p(e(s)) = {vs—1,vs} gezéhlt. Daher sind im Fall vg = vs alle Knotengrade
gerade und im Fall vy # vs genau die Knotengrade fiir v € V' \ {vg, vs} gerade.

»<*“. Wir zeigen, dass ein Eulerkreis existiert, falls alle Knotengrade deg(v) gerade sind.
Betrachte hierfiir einen maximalen Weg vy, ..., vs in G mit verschiedenen Kanten, d. h. es
gibt eine Injektion e: [s] = E mit {v;_1,v;} = p(e(i)). Wire v # vg, so wiirden an beiden
Enden eine ungerade Anzahl angrenzender Kanten verwendet (vgl. ,= ), also bliebe, weil
deg(vp) und deg(vs) gerade sind, an beiden Enden eine Kante iibrig und der Weg kénnte
verlangert werden.

Also gilt vy = vg. Angenommen, es wiirden nicht alle Kanten verwendet, d.h. die Ab-
bildung e wire nicht surjektiv. Dann gibt es wegen des Zusammenhangs von G eine
Kante f € E'\ im(e), die den Weg angrenzt, also mit Endpunkten p(f) = {v;, w} fiir
ein 0 < ¢ < s. Indem wir von w starten, konstruieren wir so einen verldngerten Weg
W, Vi, ..., Vg =00, ...,v; — Widerspruch! Also ist die Abbildung e bijektiv und der Weg ist
ein Eulerkreis.

Ist der Grad gerade fiir alle Knoten bis auf genau zwei, also {v € V' | deg(v) gerade} =
V\A{v,w} fir {v,w} € (‘2/), dann fiige eine Kante e mit Endpunkten p(e) = {v, w} hinzu,
so dass alle Knotengrade gerade sind. Wir haben dann bereits gezeigt, dass ein Fulerkreis
existiert und dieser ergibt ohne die Kante e einen offenen Eulerweg von v nach w. O

Beispiel 6.3. Fiir den Graphen des ,, Konigsberger Briickenproblems“ kann es nach diesem
Satz also keinen Eulerweg geben.

Adjazenzmatrix und Anzahl Kantenziige Ein gerichteter Multigraph (auch ,Netzwerk “)
G = (V, E, p) besteht aus Knoten V', Kanten E und einer Abbildung p: E — V x V das
heifit, jeder Kante e € E wird ein Knotenpaar p(e) =: (o(e),7(e)) € V x V zugeordnet,
wobei o (e) der Startknoten und 7(e) der Zielknoten der Kante e sei.

Analog wie vorher ist die Abbildung p genau dann injektiv, wenn fiir jedes Knotenpaar
(v, w) hochstens eine Kante von v nach w existiert. In diesem Fall kann die Kantenmenge E
mit ihrem Bild p(F) € V x V identifiziert werden und man erhélt einen (einfachen)
gerichteten Graphen (V, p(E)).

In einem gerichteten Multigraphen G = (V| E, p) ist ein Weg wie iiblich als eine Kno-
tenfolge vy, ...,vs mit (v;—1,v;) € p(E) definiert, d.h. es gibt jeweils eine Kante e; € F
mit p(e;) = (vi—1,v;), fiir alle 1 <4 < s. Um die Wahl der Verbindungskanten eines Wegs
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zu spezifizieren, definieren wir nun einen Kantenzug (von a € V nach b € V der Linge
s € Nyg) als eine Folge von Kanten ey,...,es derart, dass o(e;) = a, 7(es) = b und
7(e;) = o(ei1) fir 1 <i < s gilt.

(@]
&A
a O % oOb
o
(@]

Die Anzahl der Kantenziige héngt mit der wie folgt definierten Adjazenzmatrix eines
gerichteten Multigraphen zusammen.

Definition 6.10. Zu einem Netzwerk G = (V, E, p) sei die Adjazenzmatriz definiert durch
AV XV SN, (v,w) e [{e € B ple) = (v,)},
d.h. der Eintrag A(v,w) gibt die Anzahl der Kanten von v nach w in G an.

Beispiel 6.4. Betrachte das folgende Netzwerk mit V' = {a, b, ¢, d}.

Fir die Adjazenzmatrix A, sowie deren Matrixprodukt A - A erhalten wir

N
|
cooco

0 0

2 100
und A_OO
00

O O N

2
0
0
0

S O O N
S O = =
oSN = O

Wir kénnen Matrix-Potenzen induktiv definieren durch A% := I (Einheitsmatrix), sowie
Al = AP. A fiir i > 0. Die Eintrige der Potenzen einer Adjazenzmatrix haben folgende
interessante Interpretation.

Proposition 6.12. Sei A: V xV — N die Adjazenzmatrix eines gerichteten Multigraphen
G = (V,E,p). Dann liefert der Eintrag A®*(v,w) die Anzahl der Kantenziige von v nach w
der Linge s.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung per vollstdndiger Induktion iiber s. Im Fall s = 1
gibt A(v,w) die Anzahl der Kanten von v nach w an, also die Anzahl der Kantenziige der
Lénge 1. Um nun von s auf s+1 zu schliefen, betrachte

A v, w) = (A% A)(v,w) = Y A%(v,u) - A(v,w),

ueV

wobei nach Induktionsvoraussetzung A®(v, u) die Anzahl der Kantenziige von v nach u der
Lénge s ist. Da iiber alle méglichen vorletzten Knoten v € V' eines Kantenzugs summiert
wird, ist diese Summe die Anzahl aller Kantenziige von v nach w der Linge s+1. O
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6.5 Fliisse in Transportnetzen

Wir betrachten schliefllich gerichtete Graphen mit Kantengewichten, die wir als Kapa-
zitdten interpretieren, und konstruieren hierfiir einen maximalen Fluss. Zahlreiche gra-
phentheoretische und kombinatorische Probleme lassen sich auf ein solches Problem des
maximalen Flusses zuriickfiihren.

Sei (V, E) ein gerichteter Graph, also mit Kanten £ C V x V. Falls e = (v,w) € FE
eine Kante ist, so heifit der Knoten v ein Vorginger vom Knoten w bzw. der Knoten w
ein Nachfolger vom Knoten v. Einen Knoten ohne jegliche Vorgéinger nennt man ,,Quelle®,
einen Knoten ohne Nachfolger ,, Senke “.

Definition 6.11. Ein Transportnetz (V, E,q, s, wt) ist ein gerichteter Graph (V) F) mit
Quelle g, Senke s (wobei ¢ # s) und ,Kapazitidten“ wt: £ — R>o.

Ein Fluss in diesem Transportnetz ist eine Kantenbewertung f: & — R>q derart, dass
fiir alle Knoten v € V'\ {g, s} die Flussbedingung

2. flwo) = 5 flv,w)

w, (w,w)eE w, (v,w)EE

erfilllt ist (,was in v hinein fliet, flieBt auch heraus®). Der Fluss f heiit zuldssig, falls
f(e) < wt(e) fiir alle e € E gilt.

Ist T C V' \ {q, s} eine Knotenmenge und f ein Fluss, so folgt

> flww)= > flo,w).

(w)EENVXT (v,w)EENTXV

Durch Subtraktion iiber alle Kanten in T'xT" ergibt sich daraus }_,, ,)epnrecr f(W,v) =
> waweentxre (v, w). Fiir die groftmaogliche Menge T' = V' \ {¢, s} folgt insbesondere

Z f(%v) = Z f(l), 3)

v, (q,v)EE v, (U,S)EE

(,was aus g heraus fliefit, fliefit in s hinein“), und man bezeichnet | f| := Z(qﬂ})EE flg,v) =
2 (wser f(v,s) als die Stirke des Flusses.

Eine Zerlegung des Transportnetzes in zwei Teile, welche die Quelle und die Senke
voneinander trennen, bezeichnet man als Schnitt. Jeder zuldssige Fluss kann durch den
wie folgt definierten Wert eines Schnitts abgeschétzt werden.

Definition 6.12. Sei (V, E,q, s, wt) ein Transportnetz. Ein Schnitt C = (Q,S) ist eine
Zerlegung der Knotenmenge V = QU S mit ¢ € Q und s € S. Der Wert von C ist

IC| = Z wt(v, w),
(v,w)EEN QXS

wobei wir also iiber die Menge £ N QxS der ,,Schnittkanten“ summieren.

Beispiel 6.5. Betrachte das Transportnetz (V, E,q, s, wt) mit V = {¢,z,y,s} und E =
{(@,2), (@), (£.9), (z,5), (3, 5)}, sowie folgenden Kapazitiiten:
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Fiir den Schnitt C; = ({q,z}, {y, s}) sind die Schnittkanten {(q,v), (z,y), (z,s)}, also ist
der Wert |C1]| = 3. Fiir C2 = ({q,y},{z,s}) mit den Schnittkanten {(¢,x), (y,s)} ergibt
sich dagegen der Wert |Co| = 4.

Lemma 6.13. Fir jeden zulissigen Fluss f und jeden Schnitt C gilt | f| < |C|.

Beweis. Sei f ein zuldssiger Fluss und C = (Q,S) ein Schnitt. Unter Benutzung der
Flussbedingung erhalten wir fiir die Stérke

fl= X  flow- >  flw)= > flow- >  flwo)

(vyw)EENQXV (w)EENVXQ (vyw)EEN QXS (w,0)EEN SXQ

(,was von @ nach S flieft minus was zuriick fliefit“). Wegen 0 < f(e) < wt(e) fiir alle
e € E ergibt sich somit |f| < >, \yepnoxs Wiy, w) = [C]. O

Dieses Lemma ist eine wichtige Vorbereitung fiir unser Hauptresultat {iber Fliisse in
Transportnetzen, welches wir konstruktiv durch Angabe eines Algorithmus beweisen.

Satz 6.14 (Max-Flow-Min-Cut). Sei (V,E,q,s,wt) ein Transportnetz. Die maximale
Stirke eines zuldssigen Flusses ist gleich dem minimalen Wert eines Schnitts, also

max |f| = min |C].
f zul. Fluss C Schnitt

Beweis. Die Abschétzung ,,<*“ folgt unmittelbar aus Lemma 6.13.
Um ,,>*“ zu zeigen, finden wir einen zuléssigen Fluss f und einen Schnitt C mit |f| = |C|
mittels folgendem Verfahren.

Algorithmus von Ford und Fulkerson

start: leerer Fluss f(e) :=0 fiir alle e € E

augmentiere: betrachte zu einem Fluss f den , Residualgraphen“ Gy := (V, Ef)
mit Fy := E1 U Ey, wobei Ey :={e € E | f(e) < wt(e)} (nicht ausgelastete Kanten)
und Es = {(w,v) | (v,w) € E A f(w,v) > 0} (Riickwértskanten).
falls ein Weg vy, ...,v; von g nach s in Gy existiert:
sei €; := (vi—1,v;) € Ef und setze ¢; 1= wt(e;) — f(e;) fiir e; € Ey,
sowie ¢; := f(v;, v;—1) sonst

mit ¢ := min; ¢; > 0 setze dann f(el-) = f(e;) + ¢ fiir e; € Fy,
sowie f(v;i,vi—1) := f(vi,vi—1) — ¢ sonst
augmentiere erneut mit f := f

sonst stop

q0 Gf q0

/ yas O AO

Abbildung 7: Beispiel zum Ford-Fulkerson-Algorithmus
Nach Beendigung des Algorithmus definieren wir einen Schnitt C = (@, .S) durch

Q = {v eV |3 Weg von ¢ nach v in Gy}
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und S := Q°. Dann ist ¢ € @), und nach der Abbruchbedingung existiert kein Weg von ¢
nach s, also gilt s € S und (@, S) ist ein Schnitt.

Fiir die Kanten (v, w) € E gilt nach der Definition von Gy dann f(v, w) = wt(v, w) falls
(v,w) € Q x 8, sowie f(v,w) =0 falls (w,v) € @ x S. Daher folgt

fl= X  flow - X flwo)= >  wi(o,w)=|[C|,

(vw)eEEN QXS (w,v)EENSXQ (vyw)eEEN QxS
wie gewiinscht. O

Gerichtete Multigraphen konnen als Transportnetze mit ganzzahligen Kapazititen auf-
gefasst werden. Sei ndmlich G = (V| E, p) ein gerichteter Multigraph, wobei die Abbildung
p: E — V xV jeder Kante ihren Start- und Zielknoten zuordnet, sowie ¢ € V eine Quelle
und s € V eine Senke. Dadurch wird ein gerichteter Graph (V, E) mit £ := p(E) CV xV
definiert und fiir jede Kante (v, w) € F hat man eine , Kapazitiit“

wt(v,w) == |{e € E| ple) = (v,w)}],

welche die Anzahl der Kanten in E von v nach w angibt.

Ist dann f: F — N ein Fluss der Stirke r, so kann man leicht zeigen, dass es r kanten-
disjunkte Wege von ¢ nach s gibt. Aus Satz 6.14 resultiert dann direkt der folgende Satz
von Menger: Die maximale Anzahl kantendisjunkter Wege ist gerade gleich dem minimalen
Wert eines Schnitts (Anzahl der Schnittkanten).

drei kantendisjunkte Wege
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7 Geordnete Mengen

Ordnung ist das halbe Leben — woraus mag
die andere Hdlfte bestehen?
— Heinrich Boll

Neben den Aquivalenzrelationen stellen die Ordnungen die wichtigste Art von biniren
Relationen dar. Ordnungsrelationen sind nicht nur in der Mathematik allgegenwirtig,
sondern begegnen einem hiufig in der Informatik, etwa bei der Implementierung effizienter
Such- und Sortierverfahren. Wir beginnen hier mit einem Beispiel aus dem ,,echten Leben“,
welches dem Lehrbuch von B. Ganter, Diskrete Mathematik: Geordnete Mengen, Springer,
2013, entnommen ist.

Beispiel 7.1 (Ein Spiegelei zubereiten). Betrachte eine Menge X von Arbeitsschritten:

HE Herd einschalten EA Ei aufschlagen
PH Pfanne auf den Herd EP Ei in die Pfanne
PE Pfanne heifl werden lassen EB Ei braten

FP Fett in die Pfanne ET Ei auf den Teller
FZ Fett zerlassen ES Ei salzen

Wir kénnen eine Reihe von Vorginger-Bedingungen (,precedence constraints“) formulie-
ren, die fiir eine sinnvolle Reihenfolge von Arbeitsschritten zu beriicksichtigen sind:

(HE,PE), (PH,PE), (PE,FZ), (FP,FZ), (FZ,EP),
(EA,EP), (EA,ES), (EP,EB), (EB,ET).

Eine Vorginger-Bedingung ist dabei ein geordnetes Paar (a,b) € X x X, mit der Inter-
pretation, dass Schritt a vor Schritt b auszufithren sei. Die Menge dieser Bedingungen
definiert somit eine Relation R C X x X auf X.

Nun lassen sich weitere Bedingungen aus den gegebenen herleiten, etwa (HE, FZ) und
(PH,FZ). Dabei bilden wir den sogenannten transitiven Abschluss der Relation R.

Definition 7.1. Sei X eine Menge und R C X x X eine Relation auf X. Als transitive
Hiille trans(R) von R bezeichnet man die Relation aller Paare (a,b) € X x X fur die eine
Folge xq,...,xs € X mit ¢ = a, x5 = b, sowie (x;—1,x;) € R fiir alle 1 <14 < s existiert.

Graphentheoretisch bedeutet dies Folgendes. Ist R eine Relation auf X, so ist G =
(X, R) ein gerichteter Graph (wobei die Knotenmenge X ggfs. unendlich ist), und

trans(R) = {(a,b) € X xX | 3 Weg in G von a nach b} .

Es ist niitzlich, ein Produkt von Relationen, in Analogie zur Verkniipfung von Abbil-
dungen, wie folgt zu definieren. Seien R, S C X x X Relationen, dann bezeichne

RoS = {(a,c) e XxX |3be X :(a,b) € R A (b,c) € S}
das ,,Relationenprodukt“ von R und .S. Somit ist eine Relation R C X x X transitiv, d. h.
aus (a,b) € R und (b,c) € R folgt (a,c) € R, genau dann, wenn Ro R C R gilt.

Bemerkung 7.1. Die transitive Hiille trans(R) ist die kleinste transitive Relation, die R
enthdlt. In der Tat gilt

trans(R) = |J R?,
i>1

wobei R' := R und induktiv R := R' o R fiir i € N sei.
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Eine effiziente Berechnung der transitiven Hiille trans(R) einer Relation R ist indes
fiir endliche Mengen X in O(n®) Schritten moglich, wobei n = |X|. Hierfiir kann der
Floyd-Warshall-Algorithmus verwendet werden.

Mitunter kann eine Menge von Vorginger-Bedingungen zu zyklischen Abhéngigkeiten
fithren, so dass eine giiltige Ablaufplanung unmdoglich ist. Wir beschrénken uns daher auf
solche Relationen, bei denen dieses Phdnomen ausgeschlossen wird.

Definition 7.2. Eine Relation R C X x X auf X heiit azyklisch, falls trans(R)NAx = &
gilt, wobei Ax = {(z,z) | z € X} die ,Diagonale“ von X sei.

Die graphentheoretische Interpretation lautet, dass in G keine gerichteten Kreise, d. h.
Wege vy, . ..,vs = vg mit s > 1, existieren diirfen. Derartige Graphen sind auch als ,,direc-
ted acyclic graphs“ (DAG) bekannt.

7.1 Ordnungen

Eine Relation R C X x X auf einer Menge X wird #rrefleriv genannt, falls RNAx = & ist,
d.h. falls (z,z) ¢ R fiir alle z € X gilt. Eine irreflexive, transitive Relation R C X x X
bezeichnet man als strikte Ordnung auf X. Fiir jede azyklische Relation R ist also die
transitive Hiille trans(R) eine strikte Ordnung.

Fiir eine strikte Ordnung R kann es offenbar keine Elemente a,b € X mit (a,b) € R und
(b,a) € R geben (denn sonst folgte (a,a) € R aus der Transitivitit). Der zentrale Begriff
der Ordnungsrelation (kurz Ordnung) ergibt sich nun aus den strikten Ordnungsrelationen,
indem man die Diagonale hinzufiigt, so dass die Relation reflexiv und anti-symmetrisch
wird, d. h. (a,b) € R und (b,a) € R implizieren a = b.

Definition 7.3. Sei X eine Menge. Eine reflexive, anti-symmetrische, transitive Relation
R C X xX heiit Ordnung auf X und (X, R) heifit dann geordnete Menge. Eine Ordnungs-
relation R erfiillt also drei Eigenschaften:

1) Rist ,reflexiv®, d.h. Vo € X : (z,z) € R,
2) R ist ,anti-symmetrisch“, d.h. Va,y € X : (z,y) € R A (y,z) € R = x =y,
3) Rist ,transitiv®, d.h. Vx,y,z € X : (z,y) € R A (y,2) € R = (x,2) € R.

Fiir diesen Begriff wird auch manchmal die Bezeichnung ,,partielle Ordnung“ verwendet,
um den Unterschied zu den linearen Ordnungen (siehe unten) zu betonen.

Bemerkung 7.2. Ist R eine strikte Ordnung auf X, so ist RU Ax eine Ordnung. Ist
umgekehrt R eine Ordnung auf X, so definiert R\ Ax eine strikte Ordnung.

Fiir Ordnungen gilt das wichtige Dualitdtsprinzip: Wenn R eine Ordnung ist, so ist
R :={(y,2) | (z,y) € R} ebenfalls eine Ordnung. So lassen sich etwa Aussagen iiber
grofite oder maximale Elemente in solche iiber kleinste/minimale Elemente tiberfiihren.

Wie bei den Aquivalenzrelationen wird fiir Ordnungen oft die Infix-Notation a Rb fiir
(a,b) € R verwendet. Dies gilt insbesondere, wenn fiir R das iibliche Symbol < benutzt
wird. Ist also (X, <) eine geordnete Menge, so wird durch

a<b & a<bAa#b

eine strikte Ordnung < definiert, sowie durch a > b < b < a die duale Ordnung >.
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Beispiel 7.2. Wir sind bereits einigen Ordnungen in der Mathematik begegnet.

1) Sei X C R und sei < die iibliche Ordnung der reellen Zahlen, dann ist (X, <) eine
geordnete Menge.

2) Sei Y eine Menge und X = P(Y') die Potenzmenge von Y, sowie C die Teilmengen-
Relation. Dann ist auch (X, C) eine geordnete Menge.

3) Auf der Menge X = N der natiirlichen Zahlen ist die Teilbarkeitsrelation |, wobei
a|b & JzreN: b= az, ebenfalls eine Ordnung.

Diagramme Ordnungsrelationen auf endlichen Mengen X lassen sich iibersichtlich gra-
phisch darstellen. Wir brauchen dabei nur die ,,benachbarten“ Elemente zu betrachten.

Definition 7.4. Sei (X, <) eine geordnete Menge. Definiere die Nachbarschaftsrelation <
auf X durch a < b, falls a < b gilt und es kein ¢ € X mit a < ¢ < b gibt.

Bemerkung 7.3. Ist X endlich, so gilt < = trans(<)UAx, somit ist die Nachbarschafts-
relation < die kleinste Relation aus der < rekonstruiert werden kann.

Diese Aussage kann fiir unendliche Mengen X falsch sein, denn fiir (R, <) beispielsweise
ist < = @.

Unter einem Ordnungsdiagramm einer Ordnung < auf einer endlichen Menge X verste-
hen wir nun eine Darstellung des Graphens (X, <), wobei die gerichteten Kanten nach oben
fithren (und man somit die Richtungspfeile weglassen kann). Fiir die Spiegelei-Ordnung
aus Beispiel 7.1 hat das Diagramm die Form:

oET
oEB
ESo \OEP
EAo oFZ

7N\

FPo oPE

Ho/ \oHE

P

Grundbegriffe Nachfolgend stellen wir die wichtigsten Grundbegriffe fiir den Umgang
mit Ordnungen zusammen. Sei (X, <) eine geordnete Menge.

Definition 7.5. Zwei Elemente a,b € X heiflen vergleichbar, falls a < b oder b < a gilt,
ansonsten unvergleichbar. Sind alle a,b € X vergleichbar, so heifit < eine lineare (oder
totale) Ordnung. Eine Teilmenge Y C X heifit Kette, falls alle a,b € Y vergleichbar sind,
falls also (Y, <y) (wobei <y :=<NY xY) eine linear geordnete Menge ist.

Definition 7.6. Ein Element a € X heifit
o maximal, falls kein x € X mit x > a existiert,
e grifites Element, falls x < a fiir alle x € X,
e obere Schranke einer Teilmenge Y C X, falls y < a fiir alley € Y.

Entsprechend sind die Begriffe minimal, kleinstes Element und wuntere Schrnake durch
Betrachtung der Dualordnung > definiert.
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Beispiel 7.3. In der Spiegelei-Ordnung von Beispiel 7.1 sind beispielsweise EB und FP
vergleichbar, denn FP < EB. Andererseits sind ES und PE unvergleichbar, also ist die
Ordnung nicht linear. Ein Beispiel fiir eine Kette ist die Teilmenge {PH, PE, EP}.

Die maximalen Elemente sind ET und ES, wiahrend die minimalen Elemente HE, PH,
FP und EA sind. Die Ordnung hat jedoch weder gréfite noch kleinste Elemente. Fiir die
Teilmenge {EA,FZ} beispielsweise sind EP, EB und ET obere Schranken, aber es gibt
keine untere Schranke.

Die Begriffe Aquivalenzrelation und Ordnung sind von komplementirer Natur (Ubung:
Welche Relationen R C X x X sind gleichzeitig Aquivalenzrelation und Ordnung auf X?).
Die Quasiordnungen stellen eine Verallgemeinerung dar, die beide Begriffe umfasst.

Definition 7.7. Sei X eine Menge. Eine reflexive, transitive Relation R C X x X nennt
man Quasiordnung auf X.

Jede Quasiordnung induziert eine Ordnung auf einer Menge von Aquivalenzklassen. Ist
nimlich R C X x X eine Quasiordnung auf einer Menge X, so wird durch

r~y = zRy N yRz

eine Aquivalenzrelation definiert. Dann ist auf der Menge X/~ der Aquivalenzklassen eine
Relation durch

[z]<[y] = xRy
definiert; diese Vorschrift ist wohldefiniert, also unabhéingig von der Représentantenwahl,
und ergibt eine Ordnungsrelation. Es ist also (X/~, <) eine geordnete Menge.

Beispiel 7.4. Betrachte auf der Menge X := Z der ganzen Zahlen die Teilbarkeitsrelation
a|b & Jxre€Z:b=ax. Die Relation ,|“ ist eine Quasiordnung und es gilt

a~b < a|lbANbla < be{a, —a}.

Auf den Aquivalenzklassen Z/~ wird somit durch {a, —a} | {b, —b} < a | beine Ordnung
definiert. (Man kann die Menge Z/~ mit den natiirlichen Zahlen N identifizieren und dann
ist dies die tibliche Teilbarkeitsrelation auf N.)

7.2 Lineare Erweiterungen

Schauen wir uns erneut die Spiegelei-Ordnung aus Beispiel 7.1 an. Praktisch muss man
sich ja fiir eine konkrete Reihenfolge von Arbeitsschritten entscheiden, die alle Vorgénger-
Bedingungen beriicksichtigt. Es ist also im folgenden Sinne eine lineare Erweiterung einer
Ordnung gesucht.

Definition 7.8. Sei (X, R) eine geordnete Menge. Unter einer Ordnungserweiterung von R
verstehen wir eine Ordnung S C X x X mit R C S. Ist die Ordnung S linear, so spricht
man von einer linearen FErweiterung.

Beispiel 7.5. Auf der Menge X := {a, b, ¢, d} sei die Ordnung R := {(a,c), (b, ¢), (b,d)} U
A x betrachtet, also folgendes Diagramm:

AVE
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Diese Ordnung besitzt 5 lineare Erweiterungen, ndmlich a < b<c<d, a <b<d <,
b<a<c<d b<a<d<cundb<d<a<ec

Ein einzelner Schritt einer Ordnungserweiterung wird im folgenden Lemma behandelt.

Lemma 7.4. Seien (X, R) eine geordnete Menge und a,b € X unvergleichbar. Dann ist
Rup := RU{(z,y) e XxX |zRa AN bRy}

eine Ordnungserweiterung von R mit (a,b) € Ry p.

Beweis. Zu zeigen ist lediglich, dass die Relation R, ; anti-symmetrisch und transitiv ist;
der Rest ist klar. Um die Transitivitét zu beweisen, gelte (z,y) € Ryp und (y,2) € Rap;
zu zeigen ist (z,2) € Ry, also dass ¢ Rz oder x Ra A bRz gilt.

Wegen (z,y) € Rqp ist ¢ Ry oder x Ra A bRy. Betrachte zuerst den Fall z Ry. Wegen
(y,2) € Rqyp gilt y Rz, woraus = R z folgt, oder y Ra A bRz, woraus z Ra folgt — also
beiderseits (x,z) € Rqp. Nun sei der Fall z Ra A bRy betrachtet. Wiederum ist y R z,
woraus b R z folgt, oder y Ra A bRz, was jedoch b Ra impliziert im Widerspruch zur
Voraussetzung — also folgt wieder (x,z) € Rgp.

Der Beweis der Anti-Symmetrie, also (z,y) € Rqyp und (y,z) € Rqyp impliziert z = y,
verlauft mit z =  ganz analog wie oben. O

Nun koénnen wir die Existenz von linearen Erweiterungen beweisen. Die nachfolgende
Aussage zeigt auflerdem, dass wir dabei die Reihenfolge von zwei unvergleichbaren Ele-
menten willkiirlich festlegen kénnen.

Satz 7.5 (Lemma von Szpilrajn). Sei (X, R) eine geordnete Menge mit (x,y) ¢ R. Dann
existiert eine lineare Erweiterung L von R mit (x,y) ¢ L.

Beweis. Wir zeigen den Satz hier fiir endliche Mengen X.

Betrachte die Menge A aller Ordnungserweiterungen S von R mit (z,y) ¢ S. Dann
ist (A, C) eine endliche geordnete Menge, in der somit ein maximales Element L € A
existiert. Wir behaupten, dass L linear ist, womit der Satz bewiesen ist.

Angenommen, es wiren zwei Elemente a,b € X unvergleichbar beziiglich L. Dann gibt
es nach Lemma 7.4 die Ordnungserweiterungen L,; und L;,. Wegen der Maximalitét
von L muss dann L,p ¢ A und Ly, ¢ A gelten, also (z,y) € Lqp N Ly q. Wegen (x,y) ¢ L
folgt somit « L a und a Ly, woraus sich der Widerspruch x L y ergibt. O

Corollar 7.6. Jede Ordnung ist ein Durchschnitt von linearen Ordnungen.

Die minimale Anzahl bendttigter linearer Ordnungen bezeichnet man als Ordnungsdi-
mension der Ordnung.

Beispiel 7.6. Fiir m,n > 2 betrachte die geordnete Menge ([m] x [n], <), wobei

(x1,22) < (y1,92) = x1<y1 N 22<7y2.
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Dann hat < die Ordnungsdimension 2, denn < ist nicht linear, und es gilt < = L; N Lo,
wobei die linearen Ordnungen L; wie folgt definieren seien:

(x1,22) L1 (Y1,42) & x1<y1 V (x1=y1 A 22 < o)
(5'317552)L2 (ylay2) = r2<y Vv (fU2 =y2 Na1 < y1)-

Das Beispiel ([3] x[3], <) ldsst sich wie folgt illustrieren:
0——>0—>0

[NRN \
<
\ ~ \
\ ~ \
<
\ ~. Ly
AY AN

O‘:—‘—>O—‘—;O Ay

N \
- N Lo
AY \\ \
N So0N

O——>0——0

|
|

|

O0——>0——0

0O——>0——>0

0O——>0——>0
IN

|

7.3 Teilmengen-Ordnung

Sei M eine Menge und X := P(M) deren Potenzmenge. Wir wollen im Folgenden die
geordnete Menge (X, C) genauer studieren.

Beispiel 7.7. Betrachte eine drei-elementige Menge M = {a, b, c}. Die geordnete Menge
(P({a,b,c}),C) hat dann 8 Elemente und folgendes Ordnungsdiagramm:

]\‘/l
{a, b} {a,c} {b,c}

XX

{a} {b} {c}

N

Die Ordnung C besitzt genau 48 lineare Erweiterungen, d. h. Folgen Ag < --- < A7 von
Teilmengen von M derart, dass A; C Aj stets ¢ < j impliziert.

In der Tat ist notwendig Ag = @ und A; = M; weiterhin sieht man, dass [A;| = |4z =1
und |As| = |Ag| = 2 gelten miissen. Daraus ergeben sich einerseits 36 Moglichkeiten mit
A, Ay, Az € (1\1/1) und Ay, As, Ag € (1\2/1 ) (jeweils in beliebiger Reihenfolge), sowie 12 weitere
Moglichkeiten mit Ag = A3 U A und Ay = A5 N Ag (mit drei Moglichkeiten fiir Az € (]\24 ),
sowie A1, Ag und As, Ag in beliebiger Reihenfolge).

g

Die 12 linearen Erweiterungen der zweiten Art lassen sich (teilweise) als lexikographische
Ordnungen auf der Potenzmenge auffassen.

Definition 7.9. Sei (M, <) eine endliche, linear geordnete Menge. Die lexikographische
Ordnung auf X = P(M) (beziiglich <) sei gegeben durch

A=<B & A=B YV min<(AAB)e€B,

wobei AA B:=(A\ B)U (B \ A) die ,,symmetrische Differenz“ sei.
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Es lasst sich zeigen, dass die Ordnung =< eine lineare Ordnung definiert. Im Beispiel
M = {a,b,c} mit a < b < c ergibt sich beispielsweise

@ < {c} < {b} < {b,c} <{a} <{a,c} <{a,b} <{a,b,c},

was sich (bei naheliegender Identifikation) auch als Folge 000 < 001 < 010 < 011 < 100 <
101 < 110 < 111 von Bindrwortern interpretieren ldsst.

Die Ordnung (P(M),C) kann als Durchschnitt von drei lexikographischen Ordnungen
beschrieben werden, etwa beziiglich a < b < ¢, b < ¢ < a und ¢ < a < b. Andererseits
ist sie kein Durchschnitt von nur zwei linearen Ordnungen (Ubung), und somit ist die
Ordnungsdimension 3.

Antiketten Ein klassisches kombinatorisches Problem lautet: Wie viele Teilmengen einer
n-elementigen Menge kann man finden, so dass keine zwei sich gegenseitig enthalten?

Beispiel 7.8. Im Fall n = 4 kann man sich die Teilmengen als Figuren eines 2 x 2-Rechtecks
vorstellen. Es gibt 6 Figuren, die sich gegenseitig nicht enthalten:

Ist dies eine optimale Losung, oder kann man noch mehr Figuren finden?

Definition 7.10. Sei (X, <) eine geordnete Menge. Eine Antikette ist eine Teilmenge
Y C X derart, dass alle x,y € Y mit z # y unvergleichbar sind. Es gilt also <y = Ay.

Die obige Frage kann also wie folgt formuliert werden. Was ist die Kardinalitdt der
grofiten Antikette in (P(M), C), wobei M eine n-elementige Menge ist? Die Antwort liefert
der Satz von Sperner, welcher elegant mit folgendem Lemma bewiesen werden kann.

Lemma 7.7 (LYM-Ungleichung®). Sei |M| = n und sei Y C P(M) eine Antikette.
Bezeichne ay, := Y N (A,f)| die Anzahl der k-elementigen Mengen in'Y, so gilt

Y <t

k=0 (k)

Beweis. Der Beweis erfolgt durch doppeltes Abzéhlen. Sei C die Menge aller maximalen
Ketten in P(M), also Mengen der Form

Z = {@,{al},{al,ag},.. . ,M},

wobei M = {ajy,...,a,}. Dann gilt [C|=n-(n—1)-...-1=nl
Betrachte nun die Relation R C C x Y, definiert durch

(Z,A)e R & Ae€Z.

Einerseits gibt es fiir jede Kette Z € C hochstens ein A € Y mit A € Z (da Y eine
Antikette ist). Andererseits ist jedes A € Y mit |A| = k in genau k! - (n—k)! Ketten Z € C
enthalten. Somit folgt

Soag -kl (n—k)! < nl,
k=0

und Teilen durch n! ergibt die Behauptung. O

5Die Abkiirzung LYM steht fiir die Autoren Lubell, Yamamoto und Meshalkin, welche das Resultat
unabhéngig voneinander herleiteten.
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Tllustration fiir n = 4: ein A € (]‘24 ) und zugehorige vier Ketten

Aus der LYM-Ungleichung folgt leicht der folgende klassische Satz.

Satz 7.8 (Sperner). Sei M eine n-elementige Menge. Fine grifite Antikette in (P(M), C)
hat (') Elemente, wobei m := | %] sei.

Zusatz: Fiir n gerade ist nur ( ) die Menge aller m-elementigen Teilmengen, eine solche

Antikette, wihrend fiir n ungerade genau (% ) und ( die grofiten Antiketten sind.

m+1)

Beweis. Sei Y C P(M) eine Antikette und sei ag := [Y' N (]\k/[) |. Dann gilt (7)) < () fiir
alle 0 < k<n (Ubung), und somit folgt

(677 «
IERE S
k=0 (:z) k=0 Z)
mit Lemma 7.7. Dies impliziert |Y| = >"7_jar < (). O

7.4 Antiketten, Matchings, Fliisse

In diesem Abschnitt betrachten wir Antiketten allgemein in einer geordneten Menge und
stellen einen Zusammenhang mit Fliissen in Transportnetzen her. Wir beginnen abermals
mit einem Beispiel aus B. Ganter, Diskrete Mathematik: Geordnete Mengen.

Beispiel 7.9. Eine Firma produziert aus einem 2 x 4-Block acht verschiedene Formen:

Jede dieser Formen wird nur einmal kurz benotigt. Wie viele Blocke sind dann notig?
Das Enthaltensein dieser Figuren ist eine Ordnungsrelation, welche durch das folgende
Diagramm dargestellt werden kann.
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Die folgende Kette wire beispielsweise moglich, sie gehort allerdings nicht zu einer op-

timalen Losung:
HH - B -~ F

Das Problem lautet also, eine geordnete Menge mit moglichst wenigen geordneten Ket-
ten zu {iberdecken. Hierfiir ist der folgende Satz und sein Beweis von Interesse.

Satz 7.9 (Dilworth). Sei (X, <) eine endliche geordnete Menge. Dann ist die maximale
Grifie einer Antikette gleich der minimalen Anzahl Ketten die X zerlegen. Es gilt also:
max |Y]| = min  [C]|.
Y Antikette C Kettenpartition

Zum Beweis. Sei Y C X eine Antikette und C eine Kettenpartition. Da jede Kette Z € C
hochstens ein Element y € Y der Antikette enthélt (und jedes y € Y in ein Z € C enthalten
ist) folgt |Y| < |C|. Also gilt jedenfalls maxy |Y'| < ming |C|.

Nun miissen wir zeigen, dass eine Antikette Y und eine Kettenpartition C existieren
mit gleicher Anzahl |Y| = |C|. Dies zeigen wir mittels eines Satzes {iber Matchings, der
wiederum aus dem Max-Flow-Min-Cut-Theorem folgt.

Matchings FEin Graph G = (V, E) (mit E C (‘2/)) heif3t bipartit, falls es eine Zerlegung
V = U; UUs, der Knotenmenge gibt, so dass keine Kanten innerhalb Uy oder Us existieren,
d.h. fiir alle Kanten e € E gilt eNU; # @ fiir j =1, 2.

Ein Matching in G ist eine Menge M C FE paarweise disjunkter Kanten, und eine
Knoteniiberdeckung ist eine Menge C C V derart, dass C Ne # & fiir alle e € F gilt.

Satz 7.10 (Kénig). In einem bipartiten Graphen ist die mazximale Grofie eines Matchings
gleich der minimalen Grdfie einer Knoteniiberdeckung.

Beweis. Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph mit V' = U; UUs. Ist M ein Matching und C
eine Knoteniiberdeckung, so beriihrt jede Matchingkante e € M einen Knoten v € C.
Umgekehrt ist jeder Knoten v € C Endpunkt hochstens einer Matchingkante e € M.
Folglich ist |M| < |C| und somit gilt maxs |[M| < maxc |C|. Wir zeigen nun, dass ein
Matching M und eine Knoteniiberdeckung C' existieren mit |M| = |C/.

Dazu definieren wir ein Transportnetz (V, E, ¢, s, wt) mit Knotenmenge V := V U{q, s}
(mit zwei neuen Knoten ¢,s ¢ V') und Kantenmenge

E = {(q,ul) | uy € Ul} U {(UQ,S) ‘ U € UQ}
U {(ul,uz) e Uy x Uy | {ul,uQ} € E},
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sowie Gewichten wt(q,u1) = wt(ug,s) = 1 und wt(u,uz) = |V|+ 1 fir alle uy € Uy,

ug € Uy mit {ul,UQ} e F.
o 4
W ’
O s
Nach dem Max-Flow-Min-Cut-Theorem Satz 6.14 existiert fiir dieses Transportnetz ein
Fluss f und ein Schnitt S mit gleichen Werten |f| = |S|. Der Fluss ist ganzzahlig und defi-
niert somit eine Menge von | f| kantendisjunkten Wegen von ¢ nach s. Die dabei benutzten
Kanten in E bilden dabei nach Konstruktion des Transportnetzes ein Matching M, und
es gilt |M| = |f|. . )
Zum minimalen Schnitt § = (@, S) betrachte die Schnittkanten Es := ENQx.S von @

nach S (also gilt |S| = |Es|). Wegen des hohen Gewichts |V| 4+ 1 der Kanten von U;
nach Us miissen alle Schnittkanten die Quelle ¢ oder die Senke s beriihren. Dann ist

C = (UlﬂS) U (UQHQ)

eine Knoteniiberdeckung, denn jede Kante e = {u1,us} € E (wobei u; € Uy und ug € Us)
gehort nicht zum Schnitt, folglich gilt (u1,u2) ¢ @ x S, das heiit uy € S oder ug € Q.
Wegen |C| = |Es| = |S] folgt schlieflich | M| = |f| = |S| = |C], wie gewiinscht. O

Graph mit Fluss, Schnitt und Knoteniiberdeckung

Schliefflich kénnen wir mittels des Satzes von Kénig iiber Matchings den Satz von Dil-
worth iiber Antiketten beweisen.

Beweis von Satz 7.9. Zur gegebenen endlichen geordneten Menge (X, <) (mit | X | = n Ele-
menten) betrachte einen bipartiten Graphen G = (V, E') mit Knotenmenge V = X~ U X ™
und Kantenmenge

B {{omy"} o <y}

Nach Satz 7.10 existiert in G ein Matching M C FE und eine Knoteniiberdeckung C' C V
mit |M| = |C|. Wir definieren nun eine Antikette und eine Kettenpartition wie folgt. Die

Teilmenge
Yi={reX|z ¢CnAnzt¢C}
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ist eine Antikette, denn wire z < y fiir z,y € Y, also {z~,y*} € E, so wire 2~ oder y™
in der Knoteniiberdeckung C. Weiterhin gilt |Y| > n — |C|.

Nun benutzen wir die Matchingkanten, um Elemente von X zu Ketten zu verbinden.
Genauer betrachten wir die symmetrische Relation R auf X, gegeben durch

rRy & {o7,y"}eM Vv {y , 2"} eM.

und definieren eine Zerlegung C durch die Aquivalenzrelation ~:= trans(R) U Ax. Aus
der Matching-Eigenschaft folgt dann, dass jede Klasse eine Kette ist. Weiterhin gilt fiir
die Anzahl der Klassen |C| = n — | M|, und somit folgt |[C| =n — |M|=n—|C| < |Y|, wie

gewlinscht. O
od d- O/. d+
/ \ . o
bO Oc
\ / . O/O b
a O a” @ O gt
(X,5) G=(X"UX"E)

Antikette und Kettenpartition, sowie Matching und Knoteniiberdeckung

Als eine vielleicht {iberraschende Anwendung des Satzes von Dilworth prisentieren wir
einen kurzen Beweis eines klassischen Resultats von Erdos und Szekeres.

Corollar 7.11. Sei aq,...,a, eine Folge verschiedener reeller Zahlen, wobei n > kf + 1.
Dann findet sich darin eine aufsteigende Teilfolge

@iy <00 < g,
(mit iy < -+ <igy1) der Linge k + 1, oder eine absteigende Teilfolge
Ay >0 > Ay
(mit j1 < -+ < jgy1) der Linge £+ 1.
Beweis. Wir benutzen Satz 7.9. Betrachte auf der Menge X = [n] die durch
tRj &= i <jANa <aj

definierte Ordnung; dann entspricht einer Kette offenbar eine aufsteigende Teilfolge und
einer Antikette eine absteigende. Wenn die grofite Antikette hochstens ¢ Elemente hat,
muss demnach eine Kette mit mehr als k£ Elementen existieren. O
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8 Unendlichkeit

Mach dir keine Sorgen wegen deiner
Schwierigkeiten mit der Mathematik.
Ich kann dir versichern, dass meine
noch grofler sind.
— Albert Einstein

Die moderne Sprache der Mathematik, welche auf den Begriffen der Menge und der
Abbildung basiert, erlaubt auch den Umgang mit unendlichen Mengen. Wir setzen dabei
ein weiteres Axiom voraus, und zwar eine der dquivalenten Formulierungen des sogenann-
ten Auswahlaxioms, welches zwar naheliegend erscheinen mag, jedoch (etwa wegen seiner
weitreichenden Konsequenzen) unter Mathematikern nicht ganz unumstritten ist.

Axiom 7 (Auswahl). Jede surjektive Abbildung ist rechtsinvertierbar. Das heifit, zu jeder
Surjektion f: X — Y existiert eine (injektive) Abbildung ¢g: ¥ — X mit f o g = idy.

Die rechtsinverse Abbildung g wéhlt also fiir jedes y € Y ein Urbild aus der nichtleeren
Menge f~1({y}) = {x € X | f(z) = y} aus. Jede Rechtsinverse ist injektiv.

Es sei daran erinnert, dass eine Menge X endlich heifit, falls eine Bijektion X — [n]
fiir ein n € N besteht. Die natiirliche Zahl n ist dann eindeutig und wird als Kardinalitét
von X bezeichnet. Eine Menge, die nicht endlich ist, nennen wir unendlich.

Man kann zeigen, dass eine Menge X genau dann unendlich ist, wenn es eine Abbildung
X — X gibt, die injektiv, aber nicht surjektiv ist; diese Eigenschaft wird auch ,,Dedekind-
unendlich* genannt.

Abzdhlbarkeit Mittels Abbildungen kénnen wir verschiedene ,, Arten von Unendlichkeit“
unterscheiden. Eine grundlegende Klassifikation liefert der Begriff der Abzahlbarkeit. Die
folgende Definition prézisiert die Idee, dass sich eine abzihlbare Menge X als eine Folge
X = {z1,x9,x3,...} darstellen l&sst.

Definition 8.1. Eine Menge X heifit abzdihlbar, falls eine Surjektion N — X existiert.
Andernfalls heiit X <berabzdhlbar.

Eine Menge X ist genau dann abzdhlbar, wenn eine Injektion X — N besteht. Und die
Menge X ist genau dann abzéhlbar unendlich, wenn eine Bijektion X — N existiert.

Falls eine Bijektion X — Y zwischen zwei Mengen X und Y besteht, so nennt man diese
Mengen gleichmdchtig; man sagt auch, dass X die ,,Méchtigkeit“ (oder ,Kardinalitét*) Y
hat. Somit hat jede abz&hlbar unendliche Menge die Méchtigkeit N.

Welche Mengen sind abzdhlbar? Es ist niitzlich zu bemerken, dass eine Menge X be-
reits dann abzihlbar ist, wenn es eine Abbildung f: X — N gibt derart, dass jedes Urbild
f~t({n}) fiir n € N endlich ist. (In diesem Fall kénnen wir nimlich die endlichen Urbild-
mengen ,der Reihe nach“ aufzihlen.)

Beispiel 8.1. Folgende Mengen sind abzéhlbar.

1) X = N x N, etwa via f(m,n) := m + n. Diese Begriindung ist als Cantors erstes
Diagonalargument bekannt:
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2) X =7, via f(z) :=|z|.
3) Q, denn X =7 x (Z\ {0}) ist abzéhlbar und Q = X /~.

Dass auch (sehr viele) iiberabzihlbare Mengen existieren, ergibt sich aus dem folgenden
allgemeinen Resultat.

Satz 8.1 (Cantors zweites Diagonalargument). Fiir jede Menge X ist die Potenzmenge
P(X) nicht gleichmdchtig zu X .

Beweis. Angenommen, es gibe es eine Surjektion X — P(X), z — A,. Betrachte die
Menge B:={z € X |z ¢ A,} € P(X). Also existiert y € X mit B = A,. Dann gilt

yeAd, & yeB & y¢A,,
dies ist offenbar ein Widerspruch. 0

Hieraus folgt, dass die Mengen P(N) und somit auch {0,1}" = {f: N — {0,1}}
iiberabzéhlbar sind. Ein ganz &hnliches Diagonalargument zeigt auch, dass die Menge
der reellen Zahlen (unendlich viele Nachkommastellen) iiberabzéhlbar ist.

Das Lemma von Zorn FEin wichtige, starke Aussage im Umgang mit unendlichen Mengen
stellt das folgende Resultat iiber geordnete Mengen dar, welches oft in (nicht-konstruktiven)
Existenzbeweisen zur Anwendung kommt.

Satz 8.2 (Lemma von Zorn). Eine geordnete Menge, in der jede Kette eine obere Schranke
hat, besitzt stets ein maximales FElement.

Es sei bemerkt, dass dieses Resultat fiir lineare Ordnungen, wie (X, <) fir X C R, nicht
interessant ist, weil in diesem Fall die Menge X selbst eine Kette ist. Anders verhilt es
sich fiir den Fall (A, C) von Teilmengen A C P(M) einer Potenzmenge von M; meistens
wird das Lemma in diesem Kontext angewandt.

Das Lemma von Zorn bildet eine Grundlage fiir ganze mathematische Theorien (bei-
spielsweise Funktionalanalysis). Der Beweis ist allerdings recht anspruchsvoll und verwen-
det das Auswahlaxiom; umgekehrt lasst sich das Auswahlaxiom aus dem Lemma von Zorn
folgern. Wir stellen schliefflich zwei Anwendungen vor.

Das ,,Lemma von Szpilrajn®, Satz 7.5, besagt, dass jede geordnete Menge (X, R) mit
(x,y) ¢ R eine lineare Erweiterung L von R besitzt mit (z,y) ¢ L.

Beweis fiir beliebige Mengen X . Betrachte die Menge A C P(X x X) aller Ordnungs-
erweiterungen S von R mit (x,y) ¢ S. Dann erfiillt die geordnete Menge (A, C) die
Voraussetzung des Lemmas von Zorn.
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Denn sei C € A eine Kette, so ist T := Jgc S eine obere Schranke von C. Hierzu ist
lediglich T' € A zu zeigen, also dass auch T eine Ordnung ist. Sicherlich ist T reflexiv und
symmetrisch. Fiir die Transitivitéat seien z,y, 2z € X mit x Ty und y T z gegeben, also gibt
es 51,592 € C mit £ 57y und y Sy z. Weil C eine Kette ist, gilt S1 C So oder S C S7. Ohne
Einschrankung sei S1 C S, also x Soy und y Ss z; dann folgt z Ss z, weil Sy transitiv ist,
und somit ist x T z, wie gewiinscht.

Nach Satz 8.2 existiert nun ein maximales Element L € A, und der Beweis, dass L die
gesuchte lineare Erweiterung ist, kann wie vorher gefithrt werden. O

,Jeder Vektorraum hat eine Basis.“

Hierzu miissen wir zunéchst den Begriff der Basis auf unendliche Mengen erweitern.
Sei V ein beliebiger K-Vektoraum. Eine Teilmenge B C V heifit linear unabhdngig, falls
jede endliche Teilmenge By C B linear unabhéngig ist. Und die Menge B heifit Basts,
falls sie linear unabhéngig und erzeugend ist, das heift, falls jedes x € V eine eindeutige
Darstellung 2 = ) -5 Ayv mit endlich vielen A, # 0 hat.

Beweis. Sei A C P(V) die Menge aller linear unabhéngigen Teilmengen und betrachte
die geordnete Menge (A,C). Ist C C A eine Kette, so ist die Menge B := [J o A li-
near unabhéngig. Denn ist By = {v1,...,v,} C B eine endliche Teilmenge, so gibt es
Ay, ..., A, € C mit v; € A; fiir alle . Weil die A; eine Kette bilden, gibt es j mit A; C A;
fur alle 4, also By = {v1,...,v,} C A;. Die lineare Unabhéngigkeit von A; impliziert nun,
dass By linear unabhéngig ist.

Nach Satz 8.2 existiert also ein maximales Element B € A. Dies ist in der Tat eine Basis
von V. Denn wire B nicht erzeugend, so gébe es w ¢ span(B), und in diesem Fall wére
auch B U {w} linear unabhingig, im Widerspruch zur Maximalitét. O

Die Aussage, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt, ist im Grunde genommen ganz
erstaunlich. Als Beispiel betrachten wir den R-Vektorraum

RY := {(an)nen | VR €N :a, € R}

aller reellen Folgen. Dieser besitzt also eine Basis. Man beachte hierbei, dass die Menge
der ,Einheitsfolgen® {e®) | k € N} (wobei e,(ck) =1 und ) = 0 fiir n # k) keine Basis
ist, weil sie den Vektorraum RN nicht erzeugt (sondern nur die Folgen mit endlich vielen
Komponenten # 0); tatséchlich ist eine Basis notwendig tiberabzéhlbar.
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