COXETER-CATALAN KOMBINATORIK

HENRI MUHLE

1. GRUNDLAGEN

1.1. Coxeter-Systeme.
DEFINITION 1.1
Fiir eine Menge S ist eine Abbildung m: S x S — {1,2,...,00} eine COXETER-MATRIX,
wenn sie folgende Bedingungen fiir alle s,s" € S erfiillt:
m(s,s') = m(s,s),

m(s,s') = 1 genau dann, wenn s = s’

Wir wollen uns hier auf den Fall beschrianken, dass S endlich ist.

DEFINITION 1.2

Sei m eine Coxeter-Matrix auf der Grundmenge S. Der zu m gehorige COXETER-GRAPH ist
der beschriftete Graph auf der Knotenmenge S, in dem genau dann eine Kante zwischen
s und s existiert, wenn m(s,s’) > 2 ist. So eine Kante wird mit m(s,s’) beschriftet, falls

m(s,s’) > 3ist.

BEISPIEL 1.3

1 4 3 2 2
41 3 2 2
Die Matrix m = 33 1 7 o ist eine Coxeter-Matrix, und der zugehorige
2 2 7 1 2
2 2 o0 2 1
¢ N PO,
Coxeter-Graph ist 4 OS
&
2 def

Weiter definieren wir S
Definition.

2= {(s,8") | m(s,s') < oo} und kommen zur ersten wesentlichen
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DEFINITION 1.4
Sei m eine Coxeter-Matrix auf der Grundmenge S. Die Gruppe

W L (5 | (s5')™) = ¢ fiir alle (s,s') € S3,

ist die COXETER-GRUPPE zu m. Das Paar (W, S) heilt COXETER-SYSTEM.

Die Elemente von S sind die COXETER-ERZEUGER von W, und #S ist der RANG von W. Eine
Coxeter-Gruppe ist IRREDUZIBEL, wenn der zugehorige Coxeter-Graph zusammenhédngend ist.

DEFINITION 1.5
Sei (W, S) ein Coxeter-System, und sei | C S. Die von | erzeugte Gruppe Wj ist eine Unter-

gruppe von W und (W, ]) ist offenbar ein Coxeter-System. Eine zu W} konjugierte Unter-
gruppe von W ist eine PARABOLISCHE UNTERGRUPPE.

Fiir s € S schreiben wir oft auch (s) def g \ {s}.

Aus den Bedingungen an eine Coxeter-Matrix folgt, dass die Coxeter-Erzeuger Involutionen sind,
und dass zwei Coxeter-Erzeuger genau dann kommutieren, wenn es zwischen ihnen keine Kante
im Coxeter-Graphen gibt. Auerdem folgt, dass zwei Coxeter-Erzeuger s, s’ die ZOPF-RELATION

ss's...=g¢'ss ...
—_—— ==
m(s,s’) m(s,s")

erftillen. Coxeter-Gruppen besitzen die folgende Universalitdtseigenschaft.

BEMERKUNG 1.6
Sei (W, S) ein Coxeter-System, G eine Gruppe, und f: S — G eine Abbildung, die

(F(s), f())" ) = eg

fir alle (s,s’) € SZ_erfiillt. In dem Fall lsst sich f eindeutig zu einem Gruppenhomomor-

phismus f: W — G fortsetzen.

BEMERKUNG 1.7
Coxeter-Gruppen haben eine schone Darstellung als Spiegelungsgruppen, also als Gruppen

die von orthogonalen Spiegelungen in einem euklidischen Raum erzeugt werden. Damit er-
geben sich direkt (besonders im endlichen Fall) geometrische Zusammenhinge, insbeson-
dere zur Gebdudetheorie, und der Theorie der Hyperebenenarrangements.
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Ap,n>1: 6 &) &)
Byii,n>1: G@—a—C)—6— -
Go)
Dyiq,n>3:
D)
Enn>6: G & 9

Fi,n>4: C)—6)—a—6C— - --

LLbddd

Hy,n>2: D)—5—E)—F)— - -

L(m),m>6: E—m—E)

ABBILDUNG 1. Einige Coxeter-Graphen

BEMERKUNG 1.8

Im Allgemeinen ist es nicht einfach, anhand einer Gruppenprasentation zu entscheiden ob
die Gruppe trivial ist oder nicht. Ebenso ist es kein einfaches Problem fiir zwei gegebene
Worte in den Erzeugern zu entscheiden, ob sie das gleiche Gruppenelement représentieren.
Coxeter-Gruppen haben die schone Eigenschaft, dass es eine kanonische Losung fiir dieses
Problem gibt. Und zwar kann man je zwei Worte in den Coxeter-Erzeugern, die dasselbe
Element repréasentieren, durch eine Folge von Zopf- und Nulltransformationen ineinander
tiberfithren. Eine NULLTRANSFORMATION ist das Entfernen bzw. Einftigen von ss in ein
solches Wort, eine ZOPFTRANSFORMATION ist die Ersetzung von ss's - - - durch élﬁil/—/ .

m(s,s’) m(s,s’)

1.2. Die Klassifikation endlicher, irreduzibler Coxeter-Gruppen.
SATZ 1.9: [2]

Sei (W, S) ein irreduzibles Coxeter-System. Es ist W genau dann endlich, wenn gilt:
e WX A, firn>1;

W =B, firn > 2;

W=D, furn > 4;

W=E,fur6 <n <S8§;

WX=F, flirn =4,

W=>=H,fir2<n<4¢4

W 2 I (m) fiir m > 6.
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Beweisidee. Sei (W, S) ein Coxeter-System mit Coxeter-Matrix M. Wir definieren eine Bilinearform

Biw,s) = (bssr)ss'cs vermoge by o el os ﬁ (Hierbei ist cos = = 1.) Anschlielend zeigt man
unter Verwendung der geometrischen Darstellung von (W, S) als Spiegelungsgruppe, dass W ge-
nau dann endlich ist, wenn By ) positiv definit ist. Zuletzt klassifiziert man, welche Teilgraphen

eines Coxeter-Graphen eine nicht positiv-definite Bilinearform induzieren. O

BEISPIEL 1.10

Wir beschreiben die Wirkung der Coxeter-Erzeuger von A, anhand eines Kartenstapels mit
n + 1 unterscheidbaren Karten. Der Erzeuger s; vertauscht dabei die i-te und die (i + 1)-te
Karte. Es ldsst sich nun leicht zeigen, dass dadurch die Zopf-Relationen vom Typ A erfiillt
sind. Dementsprechend sind die Elemente von A, alle moglichen Kartenstapel, und es folgt,
dass #A, = (n+1)! ist.

Insbesondere ist A, isomorph zur SYMMETRISCHEN GRUPPE &, 1 aller Permutationen von
[n + 1]. Die Coxeter-Erzeuger entsprechen dann den benachbarten Transpositionen. Man
kann leicht nachpriifen, dass &, von der Menge {(i i+1) | i € [n]} erzeugt wird, und
dass die entsprechenden Zopfrelationen gelten.

Auflerdem ist A, die Symmetriegruppe eines n-dimensionalen Simplex.

BEISPIEL 1.11

Um die Coxeter-Gruppe B, zu beschreiben, verwenden wir ebenfalls das Kartenmodell.
Diesmal betrachten wir Stapel mit n unterscheidbaren Karten, die jeweils eine positive und
eine negative Seiten haben. Die Erzeuger s; fiir i € [n — 1] vertauschen dabei wiederum die
i-te mit der (i 4+ 1)-ten Karte, und der Erzeuger sy dreht die oberste Karte auf dem Stapel
um. Es ldsst sich wiederum leicht nachpriifen, dass dadurch die Zopf-Relationen vom Typ
B erfiillt sind. Also sind die Elemente von B, genau alle derartigen Kartenstapel, und es
folgt dass #B,, = 2"'n! ist.

Auflerdem ist B, die Symmetriegruppe eines n-dimensionalen Wiirfels, bzw. Hyperokta-
eders.

BEISPIEL 1.12

Fiir die Coxeter-Gruppe D,, verwenden wir erneut das signierte Kartenmodell aus Typ B.
Die Erzeuger s; fiiri € [n — 1] vertauschen dabei wiederum die i-te mit der (i + 1)-ten Karte,
und der Erzeuger 5y dreht die obersten beiden Karten des Stapels (als Paket) um. Wiederum
zeigt man schnell, dass dadurch die Zopf-Relationen vom Typ D erfiillt sind. Insbesondere
besteht D, also aus allen signierten Kartenstapeln in denen jeweils eine gerade Anzahl von
Karten mit der negativen Seite nach oben liegen, und es gilt 5o = sps159. Damit ist D;, eine
Untergruppe vom Index 2 in By, also gilt #D,, = 2"~ 1n!.

D, ist die Symmetriegruppe des n-dimensionalen Halbwiirfels 1,,_3 ;.
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BEISPIEL 1.13

Fiir die endlichen Coxeter-Gruppen vom Typ E gilt: Eg ist die Symmetriegruppe des halb-
reguldren Polytops 251, und es ist #E4; = 51840. Ey ist die Symmetriegruppe des 3,1, und es
ist #E7 = 2903040. Eg ist die Symmetriegruppe des 4,7 und es ist #Eg = 696729600.

BEISPIEL 1.14
Die Coxeter-Gruppe Fj ist die Symmetriegruppe des 24-Zellers, und es gilt #F; = 1152.

BEISPIEL 1.15

Die Coxeter-Gruppe Hj ist die Symmetriegruppe des Dodekaeders, bzw. des Ikosaeders,
und es gilt #H3 = 120. Die Coxeter-Gruppe Hj ist die Symmetriegruppe des 120-Zellers,
bzw. des 600-Zellers, und es gilt #H, = 14400.

BEISPIEL 1.16

Die Coxeter-Gruppe Ip(m) lasst sich wie folgt beschreiben. Wir betrachten zwei Geraden
1,82 in R?, die sich im Ursprung in einem Winkel von cos Z schneiden. Dann ist s; die
orthogonale Spiegelung an g; und s, die orthogonale Spiegelung an ¢». Insbesondere ist
das Produkt s;s; eine Drehung der Ebene um den Winkel 27” Die Gruppe I;(m) ist dem-
nach isomorph zur DIEDERGRUPPE ®,,, der Symmetriegruppe eines reguldren, konvexen
m-Ecks, und es gilt #I, (m) = 2m.

1.3. Darstellung als Permutationsgruppen. Wir beschreiben nun, wie sich Coxeter-Gruppen schén
handlich als Permutationsgruppen darstellen lassen. Sei dazu (W, S) ein Coxeter-System.

DEFINITION 1.17
Sei (W, S) ein Coxeter-System. Die Menge aller SPIEGELUNGEN von W ist

T % {wsw™ |w e W,s €s}.

Offenbar ist S C T und #* = e fiir alle t € T. Den folgenden Begriff werden wir spéter rechtferti-
gen.
DEFINITION 1.18
Seiw € Wund w = s1s; - - - s¢. Fiir i € [k] sei t; def (5152 - -~ 8j_1)s;i(5152 - - - 5;_1) 1. Dann ist

A def
T(s1s2-+-s5k) = (bt b)

die INVERSIONSORDNUNG vOn 15y - - - S.
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Es folgt direkt, dass t; € T, sowie

A def
tis1Sp -+ Sk =182+ - 5j Sk = S152 "+ 5i—18i4+15i+2 " * Sk,
8152 -+ 8; = titi_1 -~ 1t1.

LEMMA 1.19
Sei w = 5153 - - - 5 mit k minimal. Dann gilt ¢; # t furallel <i <j<k.

Beweis. Angenommen, es gibt i < jmit t; = {;. Dann folgt
w:tithlSZ"'Sk:SlSZ"'§i"'Sj"'Sk/

was der Minimalitdt von k widerspricht.

Wir setzen
Hsrsy - sit) LHlic (k] |t =t}
Fiurs € Sundt € T sei
def | =1, wenns =t,
n(sit) = {1
, wenns #t.

LEMMA 1.20
Fiir sq,s2,...,5¢ € Sund t € T gilt

k
(—1)fsrszset) = [ Tu(sizsicasiza---sits1---si_asi—1).
=1

Beweis. Nach Definition gilt

k k k
(—1)Herst) — H’?(fz’/’ t) = H’?(Slsz ee8p-eessy;t) = HW(Si;SFl -+ 52811815p - -+ Sj_1).

Il
—
Il
=
Il
_

DEFINITION 1.21
Sei (W, S) ein Coxeter-System, und sei T die Menge der Spiegelungen von (W, S). Die Men-

ge R R {—1,1} ist die WURZELMENGE von (W, S).

Wir betrachten die Gruppe Sym(R) aller Permutationen von R, sowie die Abbildung
ms: R — R, (t,€) — (sts,en(s;t))
furs € S.
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LEMMA 1.22
Firs € Sist r; € Sym(R).

Beweis. Offenbar ist #(s; t) = #(s;sts), und es folgt

2 (te) = ms(sts, en(s;t)) = (sstss,en(s;t)n(s;sts)) = (t,e).

Also ist 715 eine Involution und damit eine Permutation. O

Fir w € W mit w = s35p - - - ¢ definieren wir #(w; t) def (—1)Hs1520538),

LEMMA 1.23

Fir w € Wund t € T ist #(w; t) wohldefiniert, also unabhéngig von der konkreten Wahl
eines Wortes fiir w.

Beweis. Seiens,s’ € Smitm(s,s') = p < co. Wir zeigen zunichst, dass (71s7¢)? = idg. Wir setzen

!/

s, wenn i gerade ist,
a; = . .
s, wenn i ungerade ist.

Dannist T(a1az - - a2p) = (t1,t2, ..., top) mitt; = aqay - a; - - - aay = (s's)" 71’ fiiri € [2p]. Wegen
(s's)P = eistt, ; = t; firi € [p], und es folgt, dass #aya; - - - ay; t) fiir alle t € T gerade ist.
Fire € {—1,1} gilt demnach mit Lemma 1.20 fir alle t € T:

2p
e[ In(aiairaip- - artay - - a;_pa;_1) = e(—1)*n%2 20 = ¢,
i=1

Da ayay - - -ay, = (s's)P = e gilt, folgt aspas, 1---aytay - - -azp 14z, = t fiiralle t € T, und insbe-
sondere ist (7157t )P (£, €) = (¢, €) fiir alle (t,¢€) € R.

Mit der Universalitdtseigenschaft von (W, S) (Bemerkung 1.6) ldsst sich die Abbildung s — 77,
also eindeutig zu einem Gruppenhomomorphismus w — 7, fortsetzen. Wenn w = sys; - - - sy ist,
dann folgt

Ttw(t,€) = s, TTs, - - - 75, (1, €)

k
= <S152 "o Sgtsg e 5251,€Hﬂ(5i; Sit1 - SktSk -+ 5i+1>
k|

1

= (wtwil,8(—1)#(5"”'5251”)).

Somit hingt die Paritdt von #(s - - - sps1;t) nur von w und t ab, und 5 (w; t) ist wohldefiniert. =~ [J
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Aus dem Beweis von Lemma 1.23 folgt nun

)

def

TTw (t, €) (wtw‘l,en(w_l;t)).
SATZ 1.24

Sei (W, S) ein Coxeter-System.

(i) Der Gruppenhomomorphismus w + 71, ist injektiv.
(ii) Firalle t € T gilt 7, (t,€) = (¢, —e¢).

Beweis. (i) Sei w # e und sei w = s15; - - - §; fr k minimal. Durch Lemma 1.19 wissen wir, dass die
Elemente von T(s1s; - - -sx) = (t1,t, ..., ;) paarweise verschieden sind; somit ist #w;t;) = 1 fiir
allei € [k]. Also ist 71, (t;, €) = (wtw™!, —e), und es folgt, dass 7, # idg.

(ii) Sei t € T. Dann konnen wir t = 5153 - - - 5 - - - 5251 als symmetrisches Wort tiber S schreiben.
Wir verwenden Induktion nach k.

Der Induktionsanfang k = 1 ist per Definition erfiillt, da in dem Fall t € S gilt. Nehmen wir also
an, dass k > 1 und dass die Behauptung fiir alle Spiegelungen gilt, die sich durch ein symmetri-
sches Wort mit weniger als 2k — 1 Buchstaben darstellen lassen. Mit Lemma 1.20 folgt

-5y, —€n(s1;5152 - - Sk - - '5251))
. 52, _877(51;52 « o e Sk .« e e 52))

*52))

v

:7-[51(52...Sk..

:nsl(SZ...sk..
2 .

= (5152...Sk...5251,_£7] (51,52...Sk..

= (5152 + 5+ - S281, —¢).

|
BEISPIEL 1.25
Wir betrachten A, mit den Coxeter-Erzeugern {s1,s,}. Nach Konstruktion ist T =
{s1,515251,52} und W = {e, s1, 52,5152, 5251,515251 }- Die Abbildungen 7, fiir w € Aj ha-
ben folgende Form:

’ | Tle ‘ Tls ‘ Tlsy ‘ TTs1s, ‘ Tlsys) | Toss |
(s1,1) (s1,1) (s1,—1) (s15251,1) (s2,1) (515251, —1) | (s2,—1)
(s2,1) (s2,1) (515251, 1) (s2,=1) | (5150281, —1) (s1,1) (s1,—1)

(s15281,1) (s15251,1) (s2,1) (s1,1) (s1,—1) (s2,—1) | (s15281,—1)
(s1,—1) (s1,—1) (s1,1) (s1521,—1) | (s, —1) (s15281,1) (s2,1)
(s2,—1) (s2,—1) | (518281, —1) (s2,1) (515251, 1) (s1,—1) (s1,1)

(515251, —1) || (515251, —1) (52, —1) (s1,—1) (s1,1) (s2,1) (15251, 1)




COXETER-CATALAN KOMBINATORIK 9

Wir kénnen die Abbildungen 7t;, also wie folgt mit Permutationen in &g identifizieren:
TTe 4+ id, 75, <> (14)(23)(56), 75, <> (13)(25)(46),
Tlsys, < (126)(345), Tsys, <> (162)(354), 7Ts,s05, <> (15)(24)(36).

2. DIE SCHWACHE ORDNUNG

2.1. Inversionen. Sei (W, S) ein Coxeter-System. Da W von S erzeugt wird, ldsst sich jedes w € W
als Wort w = s15; - - - sy mits; € S fiir i € [k] darstellen. Wenn k minimal bzg]. dieser Eigenschaft ist,
dann schreiben wir /5(w) anstelle von k, und nennen das die LANGE von w. Ein Wort fiir w € W
(tiber S) der Lange ¢g(w) heiflt REDUZIERT.

LEMMA 2.1

Fiir u,v € W gilt
(@) ls(u) +Ls(v) > Ls(uv),
(i) Cs(u) = Cs(u).

Beweis. (i) ist offensichtlich, und (ii) folgt da £5(u) > £5(u~') und umgekehrt. O

DEFINITION 2.2

Sei (W, S) ein Coxeter-System. Fiir w € W definieren wir die INVERSIONSMENGE, bzw. die
ABSTIEGSMENGE als

def

Inv(w) = {t € T | ls(tw) < £5(w)},

Des(w) def Inv(w)NS.

BEISPIEL 2.3

Sei W = A,. Aus Beispiel 1.10 wissen wir, dass A, der symmetrischen Gruppe &, ent-
spricht, und dass S die Menge aller benachbarten Transpositionen ist, und T die Menge aller
Transpositionen. Sei also w € A, eine Permutation, und t = (i j) € T eine Transposition.
In der Zeilennotation von w bewirkt eine Linksmultiplikation mit t eine Vertauschung der
Eintrdge i und j, und eine Rechtsmultiplikation mit ¢ eine Vertauschung der Werte w(i) und
w(j). Dementsprechend ist die Inversionsmenge von w gerade

Inv(w) = {(i,j) |1 <i<j<n+1w()>w()}

Wir mochten nun zeigen, dass die Inversionsordnung aus Definition 1.18 bzgl. eines reduzierten
Wortes fiir w € W tatsdchlich eine lineare Ordnung von Inv(w) darstellt.
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LEMMA 2.4
Firw € Wund t € T gilt /5(tw) < ¢s(w) genau dann, wenn 7 (w; t) = —1.

Beweis. Sei dazu zundchst n7(w;t) = —1. Wir wiahlen ein reduziertes Wort w = sys5---s;; da
#5152 - - - 5p; ) ungerade ist, muss also s1sp - - - s; - - - Sp51 = t fiir ein i € [k] gelten. Also ist

fs(tw) = 65(5152' <5 'Sk) <k= fs(w)

Sei nun #(w; t) = 1. Mit (1) und Satz 1.24(ii) erhalten wir

(wtw, en(tw; t)) = T ()1 (1 €) = T 70(t €)
=1 (t,—e) = (w'tw, —en(w;t)) = (wtw, —e).

Also ist 57(tw; t) = —1, und analog zu oben folgt {s(w) = ls(ttw) < ls(tw). O

KOROLLAR 2.5

Sei w = 5153+ - s und sei t € T. Wenn ls(tw) < {g(w) ist, dann folgt tw = sysp -+ -8 -+ - s
fureini € [k].

Beweis. Mit Lemma 2.4 folgt aus ¢s(tw) < ls(w), dass n7(w;t) = —1, und damit ist #(sysp - - - 5§; 1)
ungerade. Also gibtes eini € [k] sodass t = s15p - - - §; - - - 5251 gilt, und die Behauptung folgt. O

SATZ 2.6

Sei (W, S) ein Coxeter-System und sei w € W mit w = sys; - - - 5 reduziert. Fir t € T ist
t € Inv(w) genau dann, wenn f = s1sp - - - 5; - - - §p51 fiir ein eindeutiges i € [k].

Beweis. Sei zunédchst t = s15p - -+ s; -+ - sp81 fiir i € [k]. Dann ist fw = s18p - -+ §; - - - 5, also £ (tw) =
k—1 < ls(w). Es folgt, dass t € Inv(w).

Sei nun t € Inv(w). Nach Definition 2.2 ist {s(tw) < fs(w), und Korollar 2.5 impliziert t =
$1Sp - -+ S;---5p51 fureini € [k]. Da s1s; - - - s reduziert ist, folgt aus Lemma 1.19, dass dieser Index
eindeutig ist. g

KOROLLAR 2.7
Fiurw € W gilt £g(w) = #Inv(w).
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Beweis. Seiw = s1s; - - - s reduziert. Satz 2.6 besagt, dass Inv(w) = {s155---s; -+ -sps1 | i € [k]} ist,
und Lemma 1.19 besagt, dass #Inv(w) = k ist. O

BEISPIEL 2.8
Sei W = As und w = [3,5,1,2,6,4]. Nach Beispiel 2.3 ist
Inv(w) = {(1 3),(14),(23),(24),(26),(5 6)}.

Wir konnen uns leicht tiberlegen, dass w = sp5153525554 ist, und die zugehorige Inversions-
ordnung ist

(23)<(13)<(24)<(14) < (56) < (26).
Wir kénnen aber ebenso w = s5551535452 schreiben; die zugehorige Inversionsordnung ist

dann
(56) < (23)<(13)<(24)<(26) <(14).

2.2. Eigenschaften der Schwachen Ordnung.
DEFINITION 2.9

Sei (W, S) ein Coxeter-System. Die SCHWACHE ORDNUNG auf (W, S) ist die Ordnungsrela-
tion auf W, fiir die u <g v genau dann gilt, wenn /5 (u) + ¢5(u"1v) = ¢5(0).

BEMERKUNG 2.10

Offenbar gilt u <g v genau dann, wenn es ein 1’ € W gibt sodass v = uu’ und {5(v) =
ls(u) 4 £s(u") gilt. Wir haben also soeben die rechts-schwache Ordnung definiert. Man kann
analog auch eine links-schwache Ordnung definieren. Allerdings sind beide Ordnungen

isomorph vermoge der Abbildung w > w™1.

Abbildung 2 zeigt die schwache Ordnung auf A3, und Abbildung 3 zeigt die schwache Ordnung

auf Ip(m) mit m < oo. Fiir u,v € W schreiben wir [u,v]s et {we W | u<sw <g v} Die

nachstehenden Eigenschaften folgen direkt aus der Definition.

KOROLLAR 2.11

(i) Die geordnete Menge (W, <j) ist gradiert mit mit Rangfunktion /.
(ii) Die Menge aller reduzierten Worte fiir w € W ist in Bijektion mit der Menge aller
maximaler Ketten im Interval [e, w]s.

Beweis. (i) Offenbar ist g(e) = 0 und wenn u <g v gilt, dann muss es ein s € S geben, sodass
v = us. Also ist £5(v) = £s(u) + 1, und damit ist /g eine Rangfunktion von (W, <g).
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515253515251
5152535152 5182535251 5253515251
5152538 5152838 5253518 5153528 5253528
1525351 1525392 2035152 1°352°1 20535251
818251 5158283 518352 5$28351 5$28352 5838251
5152 5251 5153 5253 5352

N AKX

ABBILDUNG 2. Die schwache Ordnung auf As.

(ii) Eine maximale Kette in [e, w]s ist nach (i) von der Form e = xp <5 x1 <g - -+ <g X = w, und es
gibt demnach Coxeter-Erzeuger s1, sy, . . ., sk sodass x; = x;_1s; fiir i € [k]. Damit ist

= X = Xk—15k = Xk—25k—15k = - = 5152+ " Sk

ein reduziertes Wort fiir w. Umgekehrt ldsst sich fiir w = s3s; - - - 5; eine maximale Kette in [e, w]g
vermoge x; = $153 - - - 5; definieren. O

Wir zeigen nun, dass die schwache Ordnung im Wesentlichen der Inklusion auf Inversionsmen-
gen entspricht.

PROPOSITION 2.12

Firalle u,v € W gilt u <g v genau dann, wenn Inv(u) C Inv(v).



Beweis. Wenn u <g v gilt, dann gibt es reduzierte Worte u = s155 - - - sy und v = 515

Nach Satz 2.6 gilt

COXETER-CATALAN KOMBINATORIK

5182...
——

m

/N

Slszsl ... 525152 DR
| — [ —

m—1 m—1

5152 5251

\/

ABBILDUNG 3. Die schwache Ordnung auf I, (m) mit m < oo.

Inv(u) = {s15p---s;---s251 | i € [k]}
C {s1sp---si---sp81 |1 € [I]}

= Inv(v).

13

...Sksk_"_l...sl.

Seien nun umgekehrt u,v € W mit Inv(u) C Inv(v), sowie ¢s(u) = kund ls(v) = I mitk < I.

Wir wihlen ein reduziertes Wort 4 = s1sp - - - s und setzen t; = s18p---$

Annahme ist {; € Inv(v) fiiri € [k].
Wir zeigen nun per Induktion, dass es fiir alle 0 < i < k ein reduziertes Wortv = 5155 - - - sl-s’ls’2 e sf i
gibt. Der Induktionsanfang i = 0 ist trivialerweise erfiillt. Nehmen wir also an, dass die Behaup-
tung fiir ein beliebiges, festes 0 < i < k gilt. Nach Annahmeistt; 1 € Inv(v), und nach Lemma 1.19
istt; # t;;1 ftir alle j <1i. Es muss also

/

!/ 1.t
tH_l:5152...5islsz...Sm...szsl...szsl

fiir ein m € [I — i] gelten. Damit folgt

= (5152 -+ Sip1 -~ -5251) (5152 - - - 5i8155 - - -

! ! -~ !
= 5152 "8i11515) " Sy Sy,

Spsq furi € [k] Nach

und das ist offenbar ein Wort der Lange I. Es folgt, dass es ein reduziertes Wort v = sys; - - - 5¢7s5 - - -

gibt, und somit gilt u <g v.

/
51k
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KOROLLAR 2.13

Die Abbildung w +— Inv(w) ist eine ordnungs- und rangerhaltende Einbettung von (W, <g)
in den Potenzmengenverband von T.

PROPOSITION 2.14

-1

Fiir alle u,v € W mitu <g v gilt [u,v]s = [e,u” " 0]s.

Beweis. Offenbar gilt {5(uv) < ¢g(u)+ ¢s(v) fiir beliebige u,v € W. Seiennun u,v € W mitu <g v.
Wir zeigen, dass die Abbildung x — ux der gewiinschte Ordnungsisomorphismus ist. Es gilt

ls(v) = €s(u) + £s(u1v) (ag) Os(u) + Ls(x) + £s(xu=1o) (? Cs(ux) + €5 ((ux) ') (g l5(0),

und es folgt aus der Definition:

x<sulv <= Gleichheitin (a)

<= Gleichheitin (b) und (c)
— u<gux <gv.
Damit ist x — ux wohldefiniert, ordnungserhaltend und ordnungsumkehrend als Abbildung von

[e, u"1v]s nach [u, v]s. Da es sich um Multiplikation mit einem festen Gruppenelement handelt, ist
sie auBerdem injektiv. Analog zeigt man dass x — u~'x die zugehérige Umkehrabbildung ist. [

SATZ 2.15
Sei (W, S) ein Coxeter-System. Die geordnete Menge (W, <) ist ein Infimum-Halbverband.

Beweis. Zuerst zeigen wir, dass fiir alle u, v € W die folgende Behauptung gilt:
) Wenn s € Des(u) N Des(v), dann gilt u <g v genau dann, wenn su <g sv.

Aus s € Des(u) N Des(v) folgt nach Definition 2.2, dass {s(su) = fs(u) —1und ¢5(sv) = £s(v) — 1.
Aus der Definition folgt:

u<sv <= Ls(u)+Ls(u"v) = Ls(v)

= Ls(su) +1+Ls((su) tsv) = Ls(sv) +1
<~ su <gsv.

Seien nun u,v € W. Es gilt offenbar, dass e eine untere Schranke von u und v ist. Wir wollen
zeigen, dass eine grofite untere Schranke u Ag v existiert, und verwenden Induktion nach #g(u).
Wenn es kein s € S gibt, mits <g u und s <g v ist, dann ist e die einzige untere Schranke von
u und v, und es gilt u Ag v = e. (Jede nichttriviale untere Schranke von u und v muss tiber einem
Coxeter-Erzeuger liegen.) Wenn (g (u) = 0 ist, danniste = u <g v und damitu Agv =e.
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Nehmen wir also an, dass ¢s(u) > 0und E = [e, u]s N [e,v]s # {e}. Wir wihlen w € E mit maxi-
maler Lange und wollen zeigen, dass fiir alle x € E gilt, dass x <g w ist. Damit folgt unmittelbar,
dass u Agv = w.

Wir zeigen erst, dass aus s € EN S, stets s <g w folgt. Dazu wahlen wir reduzierten Worte w =
$152 Sk, U = S15p - - - SkS|Sh - - -s; und v = slsz--~sks’l’s’2’~-s"1’, sowie s € SNE. Wenn s £g5 w,
dann ist offenbar ss1s; - - - s reduziert. Da s € E ist, folgt mit Proposition 2.12, dass s € Inv(u), und
damit £5(su) < ¢s(u). Mit Korollar 2.5 erhalten wir su = s153 - - - 5;885 - - -5} - - - 5. (Die Loschung
kann nicht unter den sy, s, . .., si erfolgen, da ssys; - - - s reduziert ist.) Der analoge Schluss fiir v

liefert, dass

u:SSlSZ...SkS/lS/z...g;...S;V
U:SSlSZ...SkS/l/S/Z/...g;/...S;/,

fur eindeutige Indizes i, j, reduzierte Worte sind. Insbesondere ist ss1sp - - - s € E, was der Wahl
von w widerspricht.

Sei weiter x € E\ {e} und s € Des(x). Proposition 2.12 impliziert, dass s € Des(u) N Des(v).
Wir haben eben gezeigt, dass auch s € Des(w) ist. Nach Definition ist ¢5(su) < ¢s(u), und nach
Induktionsvoraussetzung existiert w' = su Ag sv, und es gilt s ¢ Des(w’). Da w <g u ist, folgt
aus (2), dass sw <g su und analog sw <g sv. Also ist sw <g w’. Gleichermafen zeigen wir, dass
sx <g w'. Weiterhin, da w’ <g su gilt, folgt mit (2) sw’ <5 u, und analog sw’ <g v. Also ist sw’ € E
und es folgt {5 (sw’) < ls(w).

Damit folgt
ls(sw) = ls(w) —1 > ls(sw') — 1 = bs(w'),
und das kombiniert mit sw <g w’ ergibt sw = w'. Also ist sx <g sw und mit (2) folgt x <gw. O

BEMERKUNG 2.16

Da jedes Element in W endliche Linge hat, ldsst sich sogar zeigen, dass das Intervall [e, w]g
fiir beliebige w € W einen Verband bildet.

BEMERKUNG 2.17

Die Infimum-Struktur auf W bestimmt bereits die Gruppenstruktur. Aus der Infimum-
Struktur von W konnen wir die schwache Ordnung rekonstruieren. Die Atome von (W, <g)
sind gerade die Coxeter-Erzeuger, und es gilt m(s,s’) = ¢s(s V's’), wobei wir m(s,s’) = oo
setzen, falls dieses Supremum nicht existiert.
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2.3. Das langste Element.
DEFINITION 2.18
Sei (W, S) ein Coxeter-System, und seien u,v € W mit {s(u) = k und ¢5(v) = I. Wenn es
ein reduziertes Wort v = 515 - - - 57 gibt, sodass u = s;sj, ---s; mit1 < i3 <ip < --- <
ir < list, dann ist u ein UNTERWORT von v. Wenn zudem k < [ gilt, dann ist u ein ECHTES
Unterwort von v.

PROPOSITION 2.19

Sei u ein echtes Unterwort von v, sodass s € Des(v) \ Des(u). Dann ist u ein Unterwort von
sv und su ein Unterwort von v.

Beweis. Sei sv = s18p - - - ) reduziert. Da s € Des(v) ist v = ss15; - - - 5; ebenfalls reduziert. Nach
Voraussetzung gibt es ein reduziertes Wort u = s; s;, ---s; mit1 < iy < ip < ---i < [. Wegen
s # sj, ist u ein echtes Unterwort von su, und die Behauptungen folgen sofort. O

PROPOSITION 2.20

Seien 1, v € W. Dann gibt es w € W, sodass u und v Unterworte von w sind.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung mittels Induktion tiber ¢s(u) + ¢5(v). Der Induktionsanfang
ls(u) 4+ Ls(v) = 0 ist sofort klar, denn dann ist * = v = w = e. Nehmen wir also an, dass die
Behauptung fiir alle Elemente gilt, deren Langen sich zu k > 0 aufsummieren.

Seien nun u,v € W mit ¢5(u) + {s(v) = k + 1. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit ist u # e,
und es gibt also ein s € S sodass su ein echtes Unterwort von u ist. Nach Induktionsvoraussetzung
gibt es ein w’ € W, sodass su, v Unterworte von w’ sind. Insbesondere ist s ¢ Des(su).

Wenn s € Des(w') ist, dann ist su ein echtes Unterwort von w’, und mit Proposition 2.19 folgt,
dass u ein Unterwort von w’ ist. Die Behauptung gilt also mit w = w'.

Wenn s ¢ Des(w') ist, dann ist su ein echtes Unterwort von sw’, und mit Proposition 2.19 folgt,
dass u ein Unterwort von sw’ ist. Die Behauptung gilt also mit w = sw’. g

PROPOSITION 2.21

Wenn (W, S) endlich ist, dann existiert ein eindeutiges Element w,, mit ls(w,) =
max{/s(w) | w € W}. Insbesondere ist jedes w € W ein Unterwort von w, und Des(w,) =
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Beweis. Proposition 2.20 besagt im Wesentlichen, dass je zwei Elemente eine obere Schranke bzgl.
der Unterwort-Relation haben. Wenn W endlich ist, muss es demnach ein eindeutiges maximales
Element geben. Dieses Element hat offenbar maximale Lange.

Sei nun s € S. Da {g(w.) maximal ist, ist {5(sw,) < ¢s(ws), und nach Definition 2.2 ist s €
Inv(w,), also s € Des(w.). Es folgt Des(w,) = S. O

PROPOSITION 2.22

Das lingste Element w, einer endlichen Coxeter-Gruppe W hat die folgenden Eigenschaf-
ten.

(i) w, ist eine Involution.

(ii) Firallew € W gilt {5(ww,) = lg(ws) — Ls(w).
(iti) Furallew € W gilt Inv(ww,) = T \ Inv(w).
(iv) ls(wo) = #T.

Beweis. (i) Das folgt aus der Eindeutigkeit von w, und Lemma 2.1(ii).

(ii) Mit Lemma 2.1 folgt £5(w) + £s(wwo) = £s(w™1) + ls(wws) > f5(ws). Um die umgekehrte
Ungleichung zu zeigen, verwenden wir Induktion nach ¢s(w, ) — ¢s(w). Fiir den Induktionsanfang

sei also £g(ws) — {s(w) = 0. Damit folgt aber w = w, aus Proposition 2.21, und mit (i) folgt weiter

ww, = w2 = e, also £s(ww,) = 0 wie gewiinscht.

Nehmen wir nun an, dass die Behauptung fiir alle w’ € W gilt mit {s(w,) — ls(w') = k fiir
ein beliebiges, festes k > 0. Sei w € W derart, dass {s(w,) — ¢s(w) = k + 1. Insbesondere ist
w ein echtes Unterwort von w,, und Proposition 2.21 ermoglicht es uns ein s € S zu finden, so-
dass ls(sw) = ¢s(w) + 1 ist. (Andernfalls wére Des(w) = S im Widerspruch zu w # w..) Nach
Induktionsvoraussetzung ist

ls(wwo) < ls(swwo) +1 < Ls(wo) — ls(sw) +1 = Ls(wo) — (bs(w) +1) +1 = ls(wo) — Ls(w).
Wir haben also /s (ww,) + {s(w) < ls(w,) gezeigt, und die Gleichheit folgt.
(iii) Sei t € T. Aus (ii) folgt
ls(tw) < ls(w) <= ls(wo) — ls(twws) < ls(wo) — ls(wws)
= ls(ww,) < Ls(tww,),

und damit ¢t € Inv(w) genau dann, wenn ¢ ¢ Inv(ww, ), wie gewiinscht.

(iv) Aus (iii) und Korollar 2.7 folgt {5(w.) = #Inv(w,) = #T \ Inv(e)) = #T. O

KOROLLAR 2.23
Wenn (W, S) endlich ist, dann ist (W, <g) ein Verband.
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2.4. Coxeter-Catalan-Zahlen.
DEFINITION 2.24

Sei (W, S) ein Coxeter-System, und sei X C W. Die POINCARE-REIHE von X ist
def
NOED I ELS

weX

Wenn X endlich ist, ist X(gq) sogar ein Polyom.

BEISPIEL 2.25

Sei W = Ip(m) mit m < oco. Aus Abbildung 3 wissen wir, dass es genau ein Element der
Lange 0 und m gibt, sowie je zwei Elemente der Lange i mit i € [m — 1]. Also ist

W(g) =14+29+2¢"+ 420" 1 +4" = (1+q)(A+q+4*+---+qg" ).

BEISPIEL 2.26

Sei W = A,. Aus Korollar 2.7 wissen wir, dass ¢s(w) = #Inv(w) ist, und aus Beispiel 2.3
folgt, dass die Inversionen von w € A, genau die Paare von Positionen in der Zeilen-
notation von w sind, deren Eintrdge nicht aufsteigend sortiert sind. Es folgt direkt, dass
0 < £s5(w) < ("1) gilt.

Sei w € Ay. Dann gibt es einen eindeutigen Index i € [n + 1] mit w(i) = 1. Wenn wir in der
Zeilennotation von w die 1 streichen, und die tibrigen Eintrdge um eins reduzieren, erhalten
wir eine Permutation w’ € A, _1, und es gilt

#Inv(w) = #Inv(w') +i— 1.

Sei X,,; = {w € A, | w(i) = 1}. Die Konstruktion von eben ist eine Bijektion von X,, ; nach
Ay—1. Also gilt

A (g — ts(w) _ N t(w) _ N0 O (w)+i-1
n(@) =3 q Y L q Y, Y 1
weAy i=1 weX,; i=1 weA, 1
n . n .
=Yq ¥ =Y dA0)
=0 weA, i=0

Damit erhalten wir
n

An(q) =TTA+q+0" +-+7).
j=1

In den Beispielen 2.25 und 2.26 haben wir gesehen, dass das Poincaré-Polynom sich schon zerle-
gen ldsst. Das ist kein Zufall, sondern gilt allgemein fiir endliche irreduzible Coxeter-Gruppen.
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W deg(W)

Ay 2,3,...,n+1

B, 2.4,...2n

D, 2,4,...,2n—2,n

Eg 2,5,6,8,9,12

E; 2,6,8,10,12,14,18

Eg 2,8,12,14,18,20,24,30

E 2,6,8,12

H, 2,6,10

Hy 2,12,20,30
I(m) 2,m

TABELLE 1. Die Grade der endlichen, irreduziblen Coxeter-Gruppen.

SATZ 2.27:[1,10]

Sei (W, S) eine endliches, irreduzibles Coxeter-System vom Rang #n. Dann gibt es natiirliche
Zahlen ey, ey, . .., e, sodass gilt

n

W) =TT +q+4*+- +4%.

i=1

Beweisidee. Fiir W = I (m) bzw. W = A, folgt die Behauptung aus den Beispielen 2.25 und 2.26.
Fiir die Ausnahmegruppen Eg, E7, Eg, Fy, H3, Hy ldsst sich die Aussage explizit nachpriifen. Fiir
die unendlichen Familien B, und D, lassen sich geeignete Permutationsmodelle finden, sodass ein
Nachweis der gewtinschten Eigenschaft analog zu A, erfolgen kann. O

DEFINITION 2.28

Sei (W, S) ein endliches, irreduzibles Coxeter-System vom Rang n. Die Zahlen eq, e, ..., ey,
aus Satz 2.27 heilen EXPONENTEN von (W, S). Die Zahlen e; + 1,e, +1,...,e, + 1 heilen
GRADE von (W, S).

Wir schreiben deg(W) fiir die Menge der Grade von (W, S). Tabelle 1 listet die Grade der endli-
chen, irreduziblen Coxeter-Gruppen auf.
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W | Ay | Bi| Dy | E| E | Es | F|Hs|H|b(m)
Cat(W) || 25 D) | G | 352 (%7 | 833 | 4160 | 25080 | 105 | 32 | 280 | m +2

TABELLE 2. Die Catalan-Zahlen der endlichen, irreduziblen Coxeter-Gruppen.

KOROLLAR 2.29
Sei (W, S) ein endliches, irreduzibles Coxeter-System. Dann gilt

#w= ] 4
dedeg(W)

#T= ) (d—1).

dedeg(W)

Beweis. Offenbar ist #/¥ = W(1). Der i-te Faktor von W(q) aus Satz 2.27 besteht aus d; Summan-
den, und die erste Behauptung folgt. Nach Proposition 2.22(iv) ist #T = fs(w, ), und der groBte
Exponent in W(q) ist gerade ¥ jcqeg(w) (4 —1). O

DEFINITION 2.30

Sei (W,S) ein endliches, irreduzibles Coxeter-System, und sei 1 = maxdeg(W). Die
COXETER-CATALAN-ZAHL von (W, S) ist

Cat(w) & L:h.
dedeg(W)
Tabelle 2 zeigt die Coxeter-Catalan-Zahlen.
BEMERKUNG 2.31
Insbesondere ist Cat(A,_1) = n%rl (2n”) gerade die n-te CATALAN-ZAHL.
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3. NICHTKREUZENDE PARTITIONEN

3.1. Die Absolute Ordnung. Per Definition wird W von S erzeugt, und da S C T ist, wird W
auch von T erzeugt. Dementsprechend konnen wir jedes w € W als w = titp-- -ty mit t; € T flr
i € [k] schreiben. Wenn k minimal bzgl. dieser Eigenschaft ist, dann schreiben wir {7 anstelle von
k, und nennen das die ABSOLUTE LANGE von w. Ein Wort fiir w € W (tiber T) heifst T-REDUZIERT.
Lemma 2.1 gilt analog auch fiir /7. Offenbar ist {7(w) < ¢g(w) fiir allew € W.

BEISPIEL 3.1

Sei W = A,. Es ist bekannt, dass ein Zyklus der Lange k sich in mindestens k — 1 Trans-
positionen zerlegen lasst. Fiir w € W gilt demnach ¢7(w) = n — cyc(w), wobei cyc(w) die
Anzahl der Zyklen von w beschreibt.

LEMMA 3.2
Fiir alle u,v € W ist {7(v) = lr(uvu1).

Beweis. Nach Definition ist T unter Konjugation abgeschlossen. Sei also v = t;t, - - - t; T-reduziert,
und sei u € W. Dann gilt offenbar utju~! € T; also muss

wou~t = (utyu~ N (utyu=) - (utut),

T-reduziert sein. Es folgt {7 (uou™1) = k = (1(v). O

DEFINITION 3.3

Sei (W, S) ein Coxeter-System. Die ABSOLUTE ORDNUNG auf (W, S) ist die Ordnungsrela-
tion auf W, fiir die u <t v genau dann gilt, wenn ¢7(u) + £1(u"1v) = {1(0).

Fiir u,v € W schreiben wir [u, v def {w e W | u <r w <7 v}. Proposition 2.14 gilt analog auch
fur ST-
PROPOSITION 3.4

Fiir alle u, v € W gilt [e,v]1 = [e, uvu~!|7.

Beweis. Das folgt mit Definition 3.3 und Lemma 3.2, da fiir alle x, y, w € W gilt:
x<ry <<= Llr(x)+Lr(x"Yy) = Lr(y)
—  lr(wxw ) 4+ Lr(wx w lwyw ) = L (wyw?)

= wxw <y wywil.
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ABBILDUNG 4. Die absolute Ordnung auf I, (6).

BEISPIEL 3.5

Abbildung 4 zeigt die absolute Ordnung auf der endlichen Coxeter-Gruppe I»(6). Dabei
verwenden wir die Abkiirzungen

t1 =81, 1Ip =818351, I3 = 8152515281, f4 = $2815251S2 1I5 = 828152, Lg = Sp.

BEISPIEL 3.6
Abbildung 5 zeigt die absolute Ordnung auf der endlichen Coxeter-Gruppe Asz. Dabei ver-
wenden wir die Abkiirzungen

f1 =81, tp =8515281, f3 = 5152835251, t4 =53, f5=152535), tg = S3.

3.2. Coxeter-Elemente.
DEFINITION 3.7
Sei (W, S) ein Coxeter-System vom Rang n und sei o € &, eine Permutation. Ein Element
c € Wmitc = 5,(1)S4(2) * - * So(n) ist ein COXETER-ELEMENT.

LEMMA 3.8

Sei ¢ € W ein Coxeter-Element. Je zwei reduzierte Worte von ¢ sind mit einer Folge von
Kommutationen ineinander tiberfiithrbar, und es gilt ¢5(c) = #S = {1(c).

Beweis. Nach Definition besitzt ein ¢ € W ein reduziertes Wort, in dem kein Coxeter-Erzeuger
mehrfach vorkommt. Mit Bemerkung 1.8 folgt, dass sich je zwei reduzierte Worte fiir ¢ durch eine
Folge von Zopf-Transformationen ineinander tiberfiihren lassen. Die moglichen Zopf-Transformationen
konnen also nur Lange zwei haben; sind also Kommutationen.
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fotats f1tste fatate f1tate _ tatste t3tate

ABBILDUNG 5. Die absolute Ordnung auf As.

Nach Definition gilt £5(c) = #S, und da kein Coxeter-Erzeuger mehrfach vorkommt, folgt 7(c) =
#S. O

Eine AZYKLISCHE ORIENTIERUNG eines Graphen (V, E) ist eine Zuordnung von Richtungen zu
den Kanten in E, sodass keine gerichteten Kreise entstehen.

DEFINITION 3.9

Eine ORIENTIERUNG eines Coxeter-Systems (W, S) ist eine azyklische Orientierung des zu-
gehorigen Coxeter-Graphen.

BEMERKUNG 3.10

Wenn der Coxeter-Graph ein Baum ist, ist jede Orientierung azyklisch, und es gibt dement-
sprechend 2#5~1 azyklische Orientierungen. Wenn der Coxeter-Graph ein Kreis ist, gibt es
genau zwei zyklische Orientierungen, und es verbleiben 2#° — 2 azyklische Orientierungen.

Wir zeigen zunéchst, dass jedes Coxeter-Element eine azyklische Orientierung induziert. Dazu
seic € W ein Coxeter-Element. Wir orientieren eine Kante im Coxeter-Graphen von s nach s, wenn
es ein reduziertes Wort fiir ¢ gibt, in dem s links von s’ steht. Die entsprechende Orientierung von
(W, S) bezeichnen wir mit O,(W). Nach Lemma 3.8 ist die Reihenfolge zweier Coxeter-Erzeuger
s, s in reduzierten Worten fiir ¢ nur dann beliebig, wenn s, s’ kommutieren. In dem Fall gibt es aber
keine Kante zwischen s und s’ im Coxeter-Graphen, sodass O.(W) nicht von der konkreten Wahl
eines reduzierten Wortes abhéngt.
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LEMMA 3.11

Seien ¢; = 515y - -5, und ¢y = ss5 - -5}, mit s;, 5] € S, reduzierte Worte zweier Coxeter-
Elemente. Es ist genau dann ¢; = ¢, wenn fiir alle nicht-kommutierenden Coxeter-
Erzeuger s,s' € S die Orientierung der Kante zwischen s und s’ in O, (W) und O, (W)
ubereinstimmen.

Beweis. Wir haben bereits argumentiert, dass eine Orientierung von W nicht von der konkreten
Wahl eines reduzierten Wortes fiir c abhéangt.

Seien umgekehrt ¢; und c; zwei Coxeter-Elemente, die dieselbe Orientierung von W induzieren.
Wir verwenden Induktion nach #S. Wenn #S = 1 ist, muss nichts gezeigt werden. Nehmen wir also
an, dass die Behauptung fiir alle Coxeter-Systeme von kleinem Rang als 7 gilt. Seien ¢ = s1s; - - - 5
und ¢; = ss) - - -s),. Nach Definition ist {s1,5,...,5x} = S = {s],s),...,5,,}, sodass es ein i €
[n] gibt mit s; = s1. Da Oy (W) = O, (W) ist, folgt t;t; = t;t; fiir alle j < i. Insbesondere ist
also ¢y = 515755 - - -8} - - -5, und sycq, 51¢ sind Coxeter-Elemente in der parabolische Untergruppe
W5,y Offenbar ist aber auch Oy, (W<S 1>) = Os;c, (W<s ) ), und nach Induktionsvoraussetzung ist
sic1 = s1¢2. Es folgt c; = ¢ wie gewiinscht. |

SATZ 3.12: [9]

Sei (W, S) ein Coxeter-System. Die Menge alle Coxeter-Elemente von W ist in Bijektion mit
der Menge aller Orientierungen von (W, S).

Beweis. Offenbar ist jede Orientierung, die von einem Coxeter-Element kommt, azyklisch.

Sei nun umgekehrt O eine Orientierung von (W, S). Es bezeichne A; die Menge aller Quellen

von O. Fir k > 1 bezeichne Ay die Menge aller Quellen des von S \ Ui‘;_ll A; induzierten Teil-
graphen von O. Da jeder induzierte Teilgraph eines azyklischen Graphen wieder azyklisch ist, ist
A1, Ay, ... eine Partition von S. Weiterhin kommutieren je zwei Coxeter-Erzeuger in A;. Dann ist

def . .
co = [Ti>11Lse 4, s ein Coxeter-Element, und es gilt O, = O.

Die Behauptung folgt dann mit Lemma 3.11. O

BEISPIEL 3.13
Wir betrachten die durch den nachstehenden, azyklisch orientierten Coxeter-Graphen, ge-
gebene Coxeter-Gruppe.
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ABBILDUNG 6. Eine Mutation eines Coxeter-Graphen.

Dann ist
Ay = {s1,80}, Ay ={s3,85}, Az = {ss4,57}, As= {s6},

und das entsprechende Coxeter-Element ist ¢ = 5152535554575¢.

DEFINITION 3.14

Sei (W, S) ein Coxeter-System, und ¢ € W ein Coxeter-Element. Ein Coxeter-Erzeuger s € S
heiflt INITIAL (bzw. FINAL) in ¢, wenn s eine Quelle (bzw. Senke) in O, (W) ist. Die ROTATI-
ON von ¢ um eine initialen Coxeter-Erzeuger s ist das Coxeter-Element scs.

DEFINITION 3.15

Sei (W, S) ein Coxeter-System, und ¢ € W ein Coxeter-Element. Die MUTATION von O.(W)
bei s € S ist die azyklische Orientierung von (W, S), definiert durch das Vertauschen der
Richtung aller mit s inzidenten Kanten.

Abbildung 6 zeigt eine Mutation eines Coxeter-Graphen.

Zur Erinnerung, fiir s € Sist (s) = S\ {s}.

SATZ 3.16
In einer endlichen, irreduziblen Coxeter-Gruppe sind je zwei Coxeter-Elemente zueinander

konjugiert.

Beweis. Sei (W, S) ein endliches, irreduzibles Coxeter-System und sei ¢ € W ein Coxeter-Element.
Seis € S initial bzgl. c; also s eine Quelle in O (W). Offenbar ist s final in scs, und damit eine Senke
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W | Au |Bu| Dn |E¢|Es|Es|Fs|Hs|Hyl|L(m)
hln+1]2n|[2n—2]12[18[30[12[10 [30 | m
TABELLE 3. Die Coxeter-Zahlen der endlichen irreduziblen Coxeter-Gruppen.

in Oses(W). Also ist Oy (W) die Mutation von O, (W) bei s. Umgekehrt entspricht jede Mutation
bei einem initialen Coxeter-Erzeuger s einer Rotation um s.

Da (W, S) endlich und irreduzibel ist, ist der zugehorige Coxeter-Graph ein Baum, und nach
Bemerkung 3.10 ist jede Orientierung von (W, S) azyklisch. Wir zeigen mittels Induktion nach
#S, dass je zwei azyklische Orientierungen (W, S) durch eine Folge von Mutationen ineinander
tiberfiihrbar sind. Der Induktionsanfang #S = 1 ist trivialerweise erfiillt. Nehmen wir also an, dass
die Behauptung fiir alle Coxeter-Systeme von echt kleinerem Rang als #S wahr ist.

Seien 07 und O, zwei azyklische Orientierungen von (W, S), und sei s ein Blatt des Coxeter-
Graphen von (W, S). Sei s’ der eindeutige Nachbar von s. Die von (s) induzierten Teilgraphen
O} und O} sind wieder azyklisch und entsprechen nach Induktionsvoraussetzung azyklischen
Orientierungen der parabolischen Untergruppe W,. Also gibt es eine Folge von Mutationen, die
O} in O}, iiberfiihrt. Wir bezeichnen mit k die Anzahl der Mutationen bei s’. In Abhéngigkeit von
der Paritdt von k und der Orientierung der Kante zwischen s und s’ in 07 und O, miissen wir
diese Folge von Mutationen ggf. um eine Mutation bei s erweitern, und erhalten so eine Folge von
Mutationen die @7 in O, tiberfiihrt.

Da wir bereits gesehen haben, dass jede Mutation einer Rotation entspricht, entspricht eine Folge
von Mutationen einer Konjugation von c. Die Behauptung folgt nun mit Satz 3.12. g

BEMERKUNG 3.17: [3]

Fiir beliebige Coxeter-Systeme gilt, dass zwei Coxeter-Elemente genau dann konjugiert
sind, wenn sie mittels einer Folge von Mutationen ineinander tiberfiihrbar sind.

DEFINITION 3.18

Sei (W, S) ein endliches, irreduzibles Coxeter-System, und sei c € W ein Coxeter-Element.
Die Ordnung 4 von c ist die COXETER-ZAHL von (W, S).

Nach Satz 3.16 sind alle Coxeter-Elemente einer endlichen Coxeter-Gruppe zueinander konju-
giert, haben also die gleiche Ordnung. Dementsprechend ist die Coxeter-Zahl wohldefiniert. Ta-
belle 3 listet die Coxeter-Zahlen der endlichen, irreduziblen Coxeter-Gruppen auf.

BEMERKUNG 3.19

Sei (W, S) ein endliches, irreduzibles Coxeter-System, und sei i dessen Coxeter-Zahl. Dann
ist h = maxdeg(W), und wenn d € deg(W) ist, dann gilt das auch fiir h 4+ 2 — d.
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ABBILDUNG 7. Der Verband NC (I(m),s15,) mit m < oco.
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ABBILDUNG 8. Der Verband NC(A3,515283).

BEMERKUNG 3.20

Sei (W, S) ein endliches, irreduzibles Coxeter-System, und sei & dessen Coxeter-Zahl. Sei
weiter n der Rang von (W, S) und N die Anzahl der Spiegelungen von W. Dann gilt h =
2N /n.

3.3. Der Verband der Nichtkreuzenden Partitionen.
DEFINITION 3.21

Sei (W, S) ein endliches, irreduzibles Coxeter-System, und sei ¢ € W ein Coxeter-Element.
Ein Element w € W mit w <t ¢ heifst c-NICHTKREUZENDE PARTITION von W.

27

Wir bezeichnen die Menge aller c-nichtkreuzenden Partitionen von W mit NC(W, ¢) (es gilt also

def

NC(W,c) = [ec]r), und setzen NC(W,c) = (NC(W,c),<r). Abbildung 7 zeigt den Verband

NC(Ip(m), s15,) fiir m < oo und Abbildung 8 zeigt den Verband NC (A3, s15253).
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KOROLLAR 3.22

Sei W endlich und irreduzibel, und seien ¢,¢’ € W zwei Coxeter-Elemente. Dann gilt

NC(W,c) 2 NC(W, ).

Beweis. Das folgt aus Proposition 3.4 und Satz 3.16. 0

BEISPIEL 3.23

Sei W = I(m) mit m < oo, und sei ¢ = sysp. Fiir k € [m] seien t = s15381--- und t/ =
15251 - - - Worte tiber S der Lange 2k + 1 bzw. 2k — 1. Dann ist offenbar ¢ = #'. Da sich jede
Spiegelung in I;(m) als eines dieser Worte darstellen lésst (fiir k > m/2 sind diese Worte
nicht mehr notwendigerweise reduziert), besteht NC(I>(m)) also aus Cat(Ip(m)) = m + 2
Elementen: der Identitdt, den m Spiegelungen und einem Coxeter-Element. Die geordnete
Menge NC (I>(m)) hat also Rang 2, ein kleinstes und ein groftes Element, und ist demnach
ein Verband.

3.3.1. Nichtkreuzende Partitionen vom Typ A. Fiir W = A, betrachten wir das folgende, namensge-
bende kombinatorische Modell.

DEFINITION 3.24

Fiir n > 0 ist eine MENGENPARTITION von [1] ein Mengensystem P = {By, By, ..., By} mit
(i) B; # @, und B; C [n] furi € [k|;
(i) B;NB; =@ fiiri,j € [k|, i # j;

(iii) ByUByU---UBy = [n].

Die Elemente von P heifien BLOCKE. Eine Mengenpartition P ist NICHTKREUZEND, falls es

keine verschiedenen Blocke B, B’ € P und keine Indizesa < b < ¢ < d gibt mita,c € Bund
b,d € B'.

Wir stellen eine Mengenpartition P graphisch wie folgt dar. Zunéachst zeichnen wir # Knoten, die
von links nach rechts mit 1,2, ..., n beschriftet werden auf eine horizontale Linie. Je zwei Knoten
a, b, fur die es einen Block B € P gibt, sodass a,b € B es aber kein ¢ € B mita < ¢ < b gibt, werden
mit einem Bogen verbunden, der oberhalb der Knoten verlduft. Dann ist eine Mengenpartition
genau dann nichtkreuzend, wenn das zugehorige Diagramm kreuzungsfrei gezeichnet werden
kann. Abbildung 9 zeigt ein Beispiel.

Wir schreiben NC,, fiir die Menge aller nichtkreuzenden Mengenpartitionen auf [n].

SATZ 3.25: [4, Corollaire 4.2]

Fiir n > 0 gilt #NC,, = ;47 (%/).
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ABBILDUNG 9. Die Mengenpartition {{l, 6,7},{2,8,14},{3,4,5},{9,10,12,13}, {11} }
im Diagramm.

Beweis. Wir schreiben kurz ¢, - (3. Offenbar gilt

n—1
Cn = Z Ck " Cn—k—1
k=0
mit der Anfangsbedingung ¢y = 1. Wir zeigen induktiv, dass die Kardinalitédt #NC,, dieselbe Re-
kursion erfiillt. Die Anfangsbedingung #NCy = 1 ist klar, da es nur die leere Mengenpartition auf
@ gibt, und diese offenbar nichtkreuzend ist.

Sei P € NC;; und sei B, € P der eindeutige Block, der die 1 enthélt. Es gibt zwei Félle: entweder
ist #B, = 1 oder nicht. Im ersten Fall ist P\ B, eine nichtkreuzende Partition auf {2,3,...,n}, und
per Induktion gibt es c,,_1 derartige Partitionen. Im zweiten Fall gibt es ein zweitkleinstes Element
kin B,, wobei k € {2,3,...,n}. Da P nichtkreuzend ist, ist diese Partition eindeutig durch eine
nichtkreuzende Mengenpartition auf {2,3, ...,k — 1} und eine nichtkreuzende Partition auf {k, k +
1,...,n} bestimmt. Also gibt es, fiir festes k, per Induktion c;_» - ¢, 1 derartige Partitionen. Es
folgt:

n n—2 n—1
#NC = Cp1+ ) Cko2Cnki1 = Cu—1+ Y CkCnk—1 = Y CkCpk—1 = Cn.
k=2 k=0 k=0

DEFINITION 3.26
Seien P und P’ zwei Mengenpartitionen auf [n]. Die Partition P VERFEINERT P/, wenn fiir

jeden Block B € P ein Block B’ € P’ existiert, sodass B C B’. In dem Fall schreiben wir
P Sdref P

SATZ 3.27: [4, Théoreme 2]
Fiir n > 0 ist die geordnete Menge (NC;;, <gref) €in Verband.

Beweis. Offenbar hat (NCy;, <4yef) ein kleinstes Element {{1},{2},...,{n}} und ein groBtes Ele-
ment {{1,2,...,n}}. Fiir P;,P, € NC, ist auferdem P = {BNB' | B € P,B’ € P’} \ {D} eine
nichtkreuzende Mengenpartition. Das ist zudem die grofite nichtkreuzende Partition, die sowohl
P, als auch P, verfeinert; und muss damit das Infimum von P; und P; sein. Also ist (NCy;, <gref)
eine endliche geordnete Menge, die ein grofstes Element besitzt, und unter Infima abgeschlossen
ist. Daraus folgt aber schon, dass (NCj,, <qef) ein Verband ist. O
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Abschlieend beweisen wir, dass die Mengen NC,, 11 und NC(A,, s1s3 - - - 5, ) in Bijektion sind.

DEFINITION 3.28

Sein > 0. Eine Permutation w € &,,41 ist AUFSTEIGEND, wenn fiirallel <i <j<k<n+1
gilt: (i j k) <t w.

Mit anderen Worten, w ist genau dann aufsteigend, wenn man jeden Zyklus von w derart anord-
nen kann, dass die Eintrége in aufsteigender Reihenfolge erscheinen.

DEFINITION 3.29

Sei n > 0. Eine Permutation w € &,, ;1 ist KREUZEND, wennes 1 <i<j<k<I<n+1
gibt, derart dass (i k) <7 wund (j 1) <t w, aber (i j k ) £7 w. Eine Permutation ist
NICHTKREUZEND, wenn sie nicht kreuzend ist.

LEMMA 3.30

Fir n > 0 ist die Menge aller aufsteigenden, nichtkreuzenden Permutationen in &, in
Bijektion mit NC,, 1.

Beweis. Die gesuchte Bijektion ist die Abbildung, die Blocke in Zyklen umwandelt. g

PROPOSITION 3.31

Sei W= A,,seic=s1sy---sy, und seiw € A,. Esistw € NC(A,, c) genau dann, wenn w
eine aufsteigende, nichtkreuzende Permutation ist.

Beweis. Offenbaristc = (12 ... n+1) selbst eine aufsteigende, nichtkreuzende Permutation, und
fiir alle w € A, gilt {7(w) < n.

Sei w € NC(Ay, c¢). Wenn w nicht aufsteigend ist, dann gibt es Indizes i < j < k derart, dass
(i kj) <t w <7 c. Dann gilt aber

(ikj)c=(ijk)-c

ij)(jk)-c

1j) - (1 i j=1k...n+1)(j ... k=1)
1... 1—1] e k=1i ... j=1k ... n+1).

Alsoist 7((i k j)~'c) = n = £7(c) im Widerspruch zu (i k j) <7 c.

Nehmen wir nun weiter an, dass es Indizes 1 < i < j < k <1 < n+1 gibt, sodass (i k) <t w
und (j I) <t w. Das bedeutet, dass w Zyklen {; und {, besitzt, sodass i,k € {1 und j,I € {,. Wenn
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{1 = (p, dann gibt es also einen Zyklus in w, der i, j, k, | enthdlt. Da w aufsteigend ist, folgt direkt
(i j k1) <t w, also ist w nichtkreuzend. Wenn {; # {», dann ist (i k)(j I) <7 w <7 c. Dann gilt
aber

GROGD c=Gk) -1 ...i...j=11...n41)( ... k... 1-1)
=1 ... i-1k...I=1...j... k=1i...j=11...n+1).

Alsoist {1 ((i k)(j I)c) = n = £r(c) im Widerspruch zu (i k)(j I) < c.

Sei nun umgekehrt w € A, aufsteigend und nichtkreuzend mit {7(w) = k. Wir zeigen mit Induk-
tion nach n — k, dass w € NC(Ay, c¢) ist. Der Induktionsanfang n — k = 0 ist erfiillt, da c der einzige
aufsteigende (n + 1)-Zyklus ist, und c ist trivialerweise nichtkreuzend. Sei also w € A, aufstei-
gend und nichtkreuzend derart, dass n —k > Oist. Sei {1 = (a1 < ay < --- < a,) der eindeutige
Zyklus mit sy = 1. Da w # cistr < n+ 1. Sei i der minimale Index in [r — 1] mita; +1 < a;,4,
falls dieser existiert, oder i = r. Es gibt einen Zyklus {» = (by < bp < --- < bs) mitb; = a; + 1. Da
w nichtkreuzend ist ist bs < a;,1, fallsi < r. Sei w’ = w - (a; bs). Dann besitzt w’ alle Zyklen von w,
auBler, dass {; und ¢, zu dem aufsteigenden Zyklus { = (a1 < ap < --- < a; < by < by < ---bs <
aj41 < -+ - < a,) zusammengefiigt werden. Da w nichtkreuzend ist, ist auch w’ nichtkreuzend, und
da ¢r(w') = ¢7(w) + 1 folgt nach Induktionsvoraussetzung w <t w’ <t c. O

PROPOSITION 3.32

Seien u, u’ € NC(Ay,s182 - - - sn), und seien P, P’ € NC,, ;1 die zugehérigen nichtkreuzenden
Mengenpartitionen. Dann gilt genau dann u <t 1/, wenn P <g,o¢ P’ gilt.

Beweis. Wenn u <t 1’ gilt, dann gibt es nach Definition ein t = (i j), sodass u’ = ut ist. Das ist
dquivalent dazu, dass in u die Elemente i und j in zwei verschiedenen Zyklen liegen, und in #’ in
einem gemeinsamen Zyklus; alle iibrigen Zyklen von u und #’ stimmen tiberein. Das ist aber genau
dann der Fall, wenn i und j in verschiedenen Blocken von P liegen, und in einem gemeinsamen
Block von P’; alle iibrigen Blécke von P und P’ stimmen {iberein. Das ist wiederum dquivalent
dazu, dass P < g,¢ P’ gilt. O

3.3.2. Nichtkreuzende Partitionen allgemein.
SATZ 3.33

Sei (W, S) ein endliches, irreduzibles Coxeter-System, und sei ¢ € W ein Coxeter-Element.
Dann ist #NC(W, ¢) = Cat(W).

Beweis. Mit Korollar 3.22 gentigt es die Behauptung fiir ein bestimmtes Coxeter-Element c zu zei-
gen.
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Wir haben in Beispiel 3.23 gesehen, dass #NC(I,(m),c) = m +2 = Cat(l(m)), falls m < oo.
Satz 3.25, sowie Lemma 3.30 und Proposition 3.31 ergeben zusammen

1 <2n+2> _ Cat(Ay).

MNC(Aws1s2-sn) = == |1y

Fiir die Ausnahmegruppen Eg, E7, Eg, Fy, H3, Hy ldsst sich die Aussage explizit nachpriifen. Fiir
die unendlichen Familien B, und D, lassen sich geeignete Modelle nichtkreuzender Mengenparti-
tionen finden, sodass ein Nachweis der gewtiinschten Eigenschaft analog zu A, erfolgen kann. [J

SATZ 3.34

Sei (W, S) ein endliches, irreduzibles Coxeter-System, und sei ¢ € W ein Coxeter-Element.
Die geordnete Menge NC(W, ¢) ist ein Verband.

Beweis. Mit Korollar 3.22 gentigt es die Behauptung fiir ein bestimmtes Coxeter-Element c zu zei-
gen.

Wir haben in Beispiel 3.23 gesehen, dass NC(Iy(m),c) im Fall m < oo einen Verband bildet.
Satz 3.27, sowie Lemma 3.30 und Propositionen 3.31 und 3.32 ergeben, dass auch NC(An, 8182+ Sn)
einen Verband bildet.

Fiir die Ausnahmegruppen Eg, E7, Eg, Fy, H3, Hy ldsst sich die Aussage explizit nachpriifen. Fiir
die unendlichen Familien B, und D, lassen sich geeignete Modelle nichtkreuzender Mengenparti-
tionen finden, sodass ein Nachweis der gewtiinschten Eigenschaft analog zu A, erfolgen kann. [J

Wir wollen nun noch ein paar Eigenschaften nichtkreuzender Partitionen herausarbeiten.

DEFINITION 3.35

Fiir w € NC(W, ¢) setzen wir Ref(w) def {t € T |t <r w}.Dann ist W(w) def (Ref(w)) die
VON w ERZEUGTE PARABOLISCHE UNTERGRUPPE von W.

LEMMA 3.36

Die in einem T-reduzierten Wort fiir w € W auftretenden Spiegelungen sind paarweise
verschieden.

Beweis. Seiw = tqtp ...t mitk = ¢(w). Fiir ein festes i € [k] setzen wir fiir alle j € [k]:
t;, wenn j ¢ {i,i —1},

=14t wennj=i-—1,
titi_1t;, wennj=1i.
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Dann ist offenbar t;» € Tund w = #t;---t,. Insbesondere ist das also wieder ein T-reduziertes

Wort fiir w, und in diesem steht der Buchstabe ¢; an der Stelle i — 1. Wir nennen die Transformation
titp - - -t — tit5 - - - £} eine HURWITZ-TRANSFORMATION.

Wenn es also a,b € [k] gibt mitt, = t = t;, und a # b, dann konnen wir mit Hilfe solcher Trans-
formationen ein T-reduziertes Wort fiir w finden, in dem der Buchstabe t an zwei benachbarten
Stellen auftritt, was {1(w) = k widerspricht. O

PROPOSITION 3.37

Seic € W ein Coxeter-Element, und seien 1,7 € NC(W, ¢). Es gilt u <7 v genau dann, wenn
W(u) C W(v) gilt.

Beweis. Wenn u <t v ist, dann ist offenbar Ref(#) C Ref(v), und damit W(u) C W(v).

Sei umgekehrt W(u) C W(v). Dann ist jede Spiegelung t <7 u in W(u), und damit auch in W(v)
enthalten. Also ist Ref(u) C Ref(v). Damit ist aber u eine obere Schranke von Ref(u). Es ist u aber
auch eine minimale obere Schranke von Ref(u). Denn, fiir u” <t u, gibt es nach Definitionein t € T
mit u = u't.

Das bedeutet aber, dass es ein T-reduziertes Wort fiir u gibt, das auf t endet, und mit der Hurwitz-
Transformation aus dem Beweis von Lemma 3.36 folgt, dass es ein T-reduziertes Wort fiir u gibt,
das mit ¢ beginnt. Nach Definition ist t <t u, also t € Ref(u). Mit Lemma 3.36 folgt aber t £t 1/,
also t ¢ Ref(u'). Insbesondere ist u" keine obere Schranke von Ref(u). Mit Satz 3.34 folgt u =
\/ Ref(u). Da Ref(u) C Ref(v) ist, folgt u = \/ Ref(u) <7 \/ Ref(v) = v. O

PROPOSITION 3.38

Seiw <t cund seis € S initial in c. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) we W,
(ii) Ref(w) - W<S>,'

(iil)) w <t sc;

(iv) w <rsw <rc.

Beweis. “(i) <= (ii)”: Sei w € W(,). Dann wird w offenbar von Spiegelungen in W, erzeugt, und
es folgt direkt Ref(w) C W(,). Sei umgekehrt Ref(w) C W/,y. Dann besteht jedes T-reduzierte Wort
fiir w aus Spiegelungen von W,), und somit besteht auch jedes reduzierte Wort fiir w aus einfachen
Spiegelungen von W/, und es folgt w € Wi.

“(i) <= (iii)”: Wenn s initial in c ist, dann gilt offenbar sc <t c¢. Mit Proposition 3.37 ist w <t sc
genau dann, wenn W(w) C W(sc) = Wy.
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“(iv) = (iil)”: Da s initial ist, und w <t sw <t c gilt, gibt es ein T-reduziertes Wort st1f - - - ;1
fiir ¢, sodass w = tyty - - -t firein k < n — 1. Also ist w <7 sc.

“(iii) = (iv)”: Wir haben bereits gezeigt, dass (ii) und (iii) &quivalent sind. Wenn also w <7 sc
gilt, dann folgt einerseits direkt sw <r ¢, und andererseits ist Ref(w) C W(,. Also ist fiir jedes
T-reduzierte Wort t1t5 - - - ty fiir w auch st t; - - - t; ein T-reduziertes Wort. Damit folgt bereits w <t
Sw. O
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4. COXETER-SORTIERBARE ELEMENTE

4.1. Eigenschaften Coxeter-Sortierbarer Elemente. In Satz 3.12 haben wir gesehen, dass jedes
Coxeter-Element eine Orientierung von (W, S) induziert. Wir nutzen diesen Zusammenhang um
eine kanonische Darstellung fiir die Elemente von W in Abhingigkeit des gewdhlten Coxeter-
Elements zu definieren.

Seidazu c = $18; - - - s, ein Coxeter-Element von W, und sei

oo def
c :5152...Sn|5152...sn|51...‘

Die senkrechten Trenner in dieser Darstellung haben keinen Einfluss auf die Produktstruktur, son-
dern dienen nur der besseren Visualisierung. Fiir w € W kommt offensichtlich jedes reduzierte
Wort von w als Unterwort von c® vor. Nach Lemma 3.8 unterscheiden sich c* basierend auf zwei
verschiedenen reduzierten Worten fiir ¢ nur durch Kommutationen, und keine derartige Kommu-
tation geht tiber die Trenner hinweg.

DEFINITION 4.1

Sei (W, S) ein Coxeter-System, und ¢ € W ein Coxeter-Element. Das c-SORTIERWORT fiir
w € W ist das reduzierte Wort fiir w, das als lexikographisch kleinstes Unterwort von ¢*
auftaucht.

Wir bezeichnen das c-Sortierwort von w tiblicherweise mit w(c). Der i-te BLOCK von w bzgl. ¢
besteht aus der Menge der Buchstaben zwischen dem (i — 1)-ten und i-ten Trenner in w(c). Da w
endliche Lédnge hat, sind fast alle Blocke leer.

BEISPIEL 4.2
&)
Sei (W, S) gegeben durch den Coxeter-Graphen £——€9—+—. Das durch das Wort

w = 55535153 gegebene Element besitzt acht reduzierte Worte:
S5/s3]153  8385[5153 S3|s185|s3  s3[s15355 sS183[s185 S18385[S1  S185[s3ls1  ss|sis[si-

Fiir ¢ = 5152535455 ist w(c) = s15355(s1.

DEFINITION 4.3: [8, Section 2.7]

Sei (W, S) ein Coxeter-System, und ¢ € W ein Coxeter-Element. Ein Element w € W ist
c-SORTIERBAR, falls fiir alle i > 1 gilt, dass der i-te Block im (i — 1)-ten Block enthalten ist.

Wir schreiben Sort(W, c) fiir die Menge aller c-sortierbaren Elemente von W. Das ndchste Lemma
folgt sofort aus der Definition.



36 HENRI MUHLE

LEMMA 4.4
Das neutrale Element e ist c-sortierbar fiir alle c € W.

BEISPIEL 4.5

Sei W = I(m) mit m < oo. Es gibt nur zwei Coxeter-Elemente, ndmlich ¢; = sys, und
¢y = $381. Da sich alle Elemente von I;(m) in der Form s1s; - - - bzw. sp87 - - - schreiben
lassen, ist ein Element w € I (m) genau dann cj-sortierbar, wenn w = e, w = s,, oder w ein
reduziertes Wort besitzt, das mit s; beginnt. Das sind gerade m + 2 Elemente.

BEISPIEL 4.6

Sei W = A3, und sei ¢ = s15352. Nachfolgend sind die c-Sortierworte der Elemente von A3
aufgelistet, und die vierzehn c-sortierbaren Elemente sind hervorgehoben:

e, S1, S2, S3, $1S2, 5183,
s2|s1, s2|s3, 8382, $182/s1, 152183, 815352,
sa|s183,  s3salsi,  s3sa|ss, 51525153, $153S2[81,  S1S3S2]s3,

Sp|$15352, S352[5153, S152|515352, S183S2[8183, S352(515352, S153S2/5183S2.

Zur Erinnerung, fiir | C S ist W} die von | erzeugte (parabolische) Untergruppe von W, und fiir
s € S schreiben wir (s) anstelle von S \ {s}.

PROPOSITION 4.7: [5, Lemmas 2.4 und 2.5]

Sei ¢ € W ein Coxeter-Element, sei s € S initial in c und seiw € W.
(i) Falls {5(sw) > {£s(w), dann ist w genau dann c-sortierbar, wenn w in W) sc-sortierbar

1st.
(ii) Falls £s(sw) < ¢g(w), dann ist w genau dann c-sortierbar, wenn sw in W scs-sortierbar

ist.

Beweis. (i) Falls ¢s(sw) > ¢s(w), dann ist nach Definition s ¢ Inv(w), und nach Proposition 2.12 ist
s £s w.Korollar 2.11(ii) impliziert dann, dass es kein reduziertes Wort fiir w gibt, das mit s beginnt.
Wenn es ein reduziertes Wort fiir w gibt, das s enthélt, dann trifft das auch fiir das c-Sortiertwort
von w zu, und es ist w & W, sowie w ¢ Sort(W,c). Wenn s in keinem reduzierten Wort fiir w
auftaucht, dann ist w € W,). Da sc ein Coxeter-Element von W, ist, folgt die Behauptung.

(i) Falls ¢5(sw) < ¢s(w), dann gibt es ein reduziertes Wort fiir w, das s enthilt. Da s initial in
c ist, kann w tiberhaupt nur c-sortierbar sein, wenn w(c) mit s beginnt. Die Rotation von ¢ um s
“verschiebt” die Trenner eine Stelle nach rechts, und die Behauptung folgt. g
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Proposition 4.7 ist ein méchtiges Werkzeug in der Theorie der Coxeter-sortierbaren Elemente, da
es eine Doppelinduktion erméglicht: es wird parallel tiber den Rang der Coxeter-Gruppe und die
Lédnge des betrachteten Wortes induziert. Proposition 4.7 garantiert, dass diese beiden Induktionen
sich nicht miteinder interferieren. Der Induktionsanfang ist in beiden Fallen durch Lemma 4.4
gegeben.

4.1.1. Coxeter-Sortierbare Elemente vom Typ A. Seinun W = A,, und ¢ € W ein Coxeter-Element.
Da (7(c) = n, folgt aus Beispiel 3.1, dass ¢ ein n-Zyklus ist. Also kénnen wir ¢ in der Form ¢ =
(1dydy ... dp n+1 up ug_q ... uq) schreiben. In der Zeilennotation von w € A, unterstreichen
wir die Elemente d; und tiberstreichen die Elemente u;.

DEFINITION 4.8

Sei c € A; ein Coxeter-Element, und sei w € A, entsprechend c dekoriert. Dann besitzt w
ein 312-MUSTER, wenn es Indizes 1 < i < j < k < n+1mitw(j) < w(k) < w(i) gibt, und
w(k) unterstrichen ist. Analog besitzt w ein 231-MUSTER, wenn es Indizes 1 < i < j < k <
n+1mitw(k) < w(i) < w(j) gibt, und w(i) tiberstrichen ist.

BEISPIEL 4.9

Sei W = As und sei ¢ = s452515355 = (1 3 5 6 4 2). Also werden die Zahlen 3 und 5
Enterstrichen, und 2 und 4 {iberstrichen. Die Permutation w = [4,5,6,2,1,3] besitzt ein
231-Muster in den Positionen (1,2,4), und ein 312-Muster in den Positionen (1,4, 6). Die
Positionen (2, 3,4) bilden kein 231-Muster, da 5 nicht {iberstrichen ist.

PROPOSITION 4.10

Sein > 0und ¢ & SuSp—1---51 = (1 n+1n ... 2). Dann ist w € Sort(A,, ¢) genau dann,
wenn w kein 231-Muster besitzt.

Beweis. Zunéchst stellen wir fest, dass jede Zahlin {2,3,...,n} tiberstrichen ist.

Sei A;(231) die Menge aller Permutationen in A, die kein 231-Muster besitzen. Offenbar ist
s = sp = (n+1 n) der einzige initiale Erzeuger von ¢. Dann ist /g(sw) > {s(w) genau dann, wenn
n in der Zeilennotation von w vor n + 1 steht. Offenbar ist A, 1 = (A,) (s)7 undes giltw € A,_4
genau dann, wenn # + 1 ein Fixpunkt von w ist.

Seinunw € A,.

(i) Wenn ls(sw) > ¢s(w), dann steht n in der Zeilennotation von w vor n + 1. Wenn n + 1 ein
Fixpunkt von w ist, dann ist w € A,_; und jedes 231-Muster von w kann nur in den Positionen
1,2,...,n auftreten. Wenn n + 1 kein Fixpunkt ist, dann ist w(j) = n + 1 fiir ein j < n + 1. Nach
Annahme gibt es i < j mit w(i) = n und es ist w(n + 1) < n. Da alle Zahlen in {2,3,...,n}
tiberstrichen sind, ist (i, j,n + 1) ein 231-Muster von w, und w ¢ Wig).-
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(i) Wenn /s (sw) < ¢s(w), dann steht n in der Zeilennotation von w nach n + 1. Seien also i < j
derart, dass w(i) = n+ 1 und w(j) = n. Insbesondere besitzt w weder ein 231-Muster der Form
(i,a,b), noch eines der Form (j,a,b) fiir beliebige Indizes a,b. Wenn wir w’ = sw setzen, gilt also
w'(i) = nund w'(j) = n + 1, und die Dekoration bzgl. sés entspricht der Dekoration bzgl. &, auler
dass n nun unterstrichen ist. Offenbar kann w’ kein 231-Muster der Form (i,a,b) besitzen, da n
nicht {iberstrichen ist, und ebenfalls kein 231-Muster der Form ( j,a,b). Also besitzt w genau dann
ein 231-Muster, wenn sw ein 231-Muster besitzt. Der Vollstindigkeit halber, merken wir noch an,
dass w’ kein 312-Muster der Form (a, b, i) besitzen kann, da n + 1 nach n in @’ steht.

Also erfiillen die Elemente von An(§31) die Rekursion in Proposition 4.7, und miissen daher
genau die é-sortierbaren Elemente von A, sein. g

BEMERKUNG 4.11

Allgemein kann man zeigen, dass w € Sort(A,, c) genau dann liegt, wenn w kein 231- und
kein 312-Muster bzgl. der Dekoration durch c besitzt.

BEMERKUNG 4.12

Fir w € 6,41 fithren wir den folgenden Algorithmus aus. Fiir i € [n + 1] legen wir w(i)
auf den Stapel, wenn dieser leer ist oder wenn das oberste Element des Stapels grofer als
w(i) ist. Wenn das oberste Element des Stapels kleiner als w(i) ist, entfernen wir solange
Elemente vom Stapel und schreiben sie der Reihe nach in eine Ergebnisliste, bis dieser ent-
weder leer ist oder wir ein Element finden, das groSer als w(i) ist. Dann legen wir w(i) auf
den Stapel. Wenn wir w(n + 1) auf den Stapel gelegt haben, entfernen wir die Elemente des
Stapels bis dieser leer ist, und schreiben sie der Reihe nach in eine Ergebnisliste.

Wenn die Ergebnisliste fiir w in aufsteigender Reihenfolge sortiert ist, nennen wir w STAPEL-
SORTIERBAR. Nun kann man zeigen, dass w € &,;1 genau dann stapel-sortierbar ist,
wenn w kein 231-Muster besitzt. Da im Fall ¢ = s;s,,_1---s7 alle Werte in {2,3,...,n}
tiberstrichen sind, konnen wir diese Dekoration also vernachldssigen. Proposition 4.10 zeigt
also, dass die é-sortierbaren Elemente von A, genau die stapel-sortierbaren Permutationen
in 6,41 sind.

BEISPIEL 4.13

Die folgende Tabelle beschreibt die Stapelsortierung von w = [4, 1,3,7,5,2,8, 6]. (Das obers-
te Element des Stapels steht am weitesten rechts.)

i | Permutation | Stapel | Ausgabe
041375286 | [

1 [1,3,7,52,8,6 | 41

2 375286 | 43 1]

3 [7,5,2,8,6] 7] 1,34
1 [5,2,8, 6] [7,5] 1,3,4
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5 2,8,6] [7,5,2] [1,3,4]

6 8, 6] 8] 1,3,4,2,5,7

7 6] 8, 6] 1,3,4,2,5,7
8 [ I 11,3,4,2,5,7,6,8]

Das Ergebnis ist nicht aufsteigend sortiert, und w besitzt ein 231-Muster, bspw. bei (1, 4, 6).
Wenn wir w’ = (4 6)w = [4,1,3,2,5,7,8, 6] betrachten, erhalten wir eine sortierte Ausgabe,
und w’ besitzt in der Tat kein 231-Muster.

4.2. Bijektion zu c-Nichtkreuzenden Partitionen.
DEFINITION 4.14

Sei (W, S) ein Coxeter-System, und sei w € W. Eine Spiegelung t € Inv(w) heiflt BEDE-
CKUNGSSPIEGELUNG, falls es ein s € S gibt, sodass ws = tw.

Wir schreiben Cov(w) fiir die Menge aller Bedeckungsspiegelungen von w. Fiir den Rest dieses
Abschnittes sei (W, S) nun ein endliches, irreduzibles Coxeter-System. Fiir ein Coxeter-Element ¢ €
W induziert das c-Sortierwort w(c) von w, eine lineare Ordnung auf T vermdge Definition 1.18,
nédmlich

() & T (wol(c)).

Wir schreiben nun Cov,(w) fiir die Einschriankung von T(c) auf die Menge der Bedeckungsspie-
gelung von w. Insbesondere, falls Cov.(w) = (t1, ta, ..., ) ist, dann setzen wir

nc. (w) def trty - - .
Diese Zuordnung kann nun zu einer Abbildung
(3) nc.: W—W, w— nc(w)

fortgesetzt werden.

BEISPIEL 4.15

Sei W = By. Wenn ¢ = sy55, dann ist wo(c) = s1538153, und damit ist T(c) =
(s1,515251, 525151, 52). Wir erhalten die folgende Tabelle.
w e S1 S 5152 5251 515281 525182 51528182
Cove(w) || () | (s1) | (s2) | (s15251) | (s28182) | (s28182) | (s15281) | (51,52)
nee(w) || e | s1 So 515281 $95152 595152 515281 c

Offenbar ist diese Abbildung nicht injektiv.
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LEMMA 4.16
Wenn w € Sort(W, ¢), dann ist nc.(w) € NC(W, ¢).

Beweis. Seic = s15 - -+ sy, und sei s = s1, und sei w € Sort(W, ¢) mit Cov, = (t1,t0, ..., bg).

Wenn (5 (sw) > ¢s(w), dann folgt aus Proposition 4.7(i), dass w € Sort(W(,), sc). Insbesondere ist

auch Cov,(w) = Covs(w), und mit Induktion nach dem Rang von W folgt nc.(w) = ncge(w) <
sc <t cC.

Wenn /g(sw) < lg(w), dann gibt es zwei Fille: entweder s € Cov(w) oder s ¢ Cov(w). Sei
zunéchst s ¢ Cov(w). Fir i € [k] gilt t;w = ws’ fiir ein s’ € S, was dquivalent zu (st;s)sw =
sws’ ist. Insbesondere ist Cov(sw) = {st;s | i € [k]}. Mit Induktion nach Linge ist ncses(sw) =
(st15)(stas) - - - (stgs) <t scs, und mit Proposition 3.4 folgt nc.(w) = tity - - -t <t c.

Sei abschlieffend s € Cov(w). Dann ist notwendigerweise s = t1, und Cov(sw) = Cov(w) \ {s}.
Damit ist aber ncges (sw) = (stps) - - - (stgs) < scs mit Induktion nach Lange, und es folgtt; - - - t =
x <r c. Jetzt kann man sich tiberlegen, dass t; € Wi fir i > 1, und damit auch x € W<s>. Mit
Proposition 3.38 folgt w = sx <r c. H

KOROLLAR 4.17
Sei s initial in c und sei w € Sort(W, ¢) mit £s(sw) < ls(w).

e Wenn s € Cov(w), dann ist ncges(sw) = nee(w) - s.
e Wenn s ¢ Cov(w), dann ist ncges(sw) = s - nee(w) - s.

SATZ 4.18

Sei (W, S) ein endliches Coxeter-System, und sei ¢ € W ein Coxeter-Element. Die Mengen
NC(W, ¢) und Sort(W, c) sind in Bijektion.

Beweis. Wir zeigen, dass die Einschrankung der Abbildung nc, aus (3) die gewtinschte Bijektion
ist. Mit Lemma 4.16 folgt, dass die Einschrankung nc.: Sort(W,c) — NC(W, c) wohldefiniert ist.
Sei nun umgekehrt x € NC(W, ¢). Wir zeigen, dass dann ein eindeutiges w € Sort(W, c) existiert,
mit ne.(w) = x.

(i) Wenn es einen initialen Erzeuger s von c gibt, sodass x € W<s>, dann folgt mit Proposition 3.38,
dass x <t sc. Mit Induktion nach dem Rang von W gibt es ein eindeutiges sc-sortierbares Ele-
ment w € W<s>, sodass ncs.(w) = x. Mit Proposition 4.7(i) ist w aber auch c-sortierbar, und es gilt
nc.(w) = x analog zum Beweis von Lemma 4.16. Jedes andere w’ € W, das nc.(w’) = x erfiillt,
muss aber bereits in Wi, liegen (da alle Bedeckungsspiegelungen von w' in Wy liegen), womit
die Eindeutigkeit folgt.
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(ii) Wenn es keinen initialen Erzeuger s von c gibt, sodass x & W<s>, dann ist insbesondere x # e,
und W(x) ist nicht-trivial. Sei S’ die Menge der Coxeter-Erzeuger von W(x).

(iia) Nehmen wir zunichst an, dass es einen initialen Erzeuger s von c gibt, mit s € W(x). Dann
ist s <7 x, und es folgt sx <t x <7 c. Damit ist aber auch xs <t scs, und mit Induktion nach ¢
gibt es ein eindeutiges w € Sort(W, scs) mit ncges(w) = xs. Man kann zeigen, dass {s(sw) < £s(w)
genau dann gilt, wenn s € Cov(w) ist (da s final in scs).

Wenn also (s(sw) < ¢g(w), dann ist s € Cov(w), und es folgt s <7 xs, wegen Lemma 3.36
steht das im Widerspruch zu xs <t x. Somit ist s (sw) > ¢s(w), und Proposition 4.7(ii) impliziert,
dass sw € Sort(W,c). Wenn s ¢ Cov(sw), dann ist nc.(sw) = s-ncses(w) -s = sx <r x nach
Korollar 4.17. Da s initial in ¢ ist, folgt aus Proposition 3.38, dass sx € W,,. Demnach liegen alle
Bedeckungsspiegelungen von sw in W, also muss auch sw € Wi, gelten. Damit folgt aber der
Widerspruch lg(w) = l5(s - sw) > ls(sw) > Lg(w). Also gilt s € Cov(sw), und Korollar 4.17
besagt nc.(sw) = ncges (w) - s = x.

Sei nun w' € Sort(W, ¢) mit nc.(w') = x. Dann folgt aus x ¢ Wy, dass auch w’ ¢ W, ist, und
somit /5(sw') < £g(w'). (Die letzte Beziehung folgt, da w’ € Sort(W,c) und s initial in c.) Wegen
s <t xists € W(x), und damit s € S’. Die Bedeckungsspiegelungen von w’ sind aber gerade die
Coxeter-Erzeuger von W(x), also ist s € Cov(w'). Mit Korollar 4.17 gilt ncses (sw') = nee(w') - s =
xs. Also gilt sw’ = w wegen der Eindeutigkeit von w, und es folgt w’ = sw wie gewiinscht.

(iib) Es bleibt den Fall zu betrachten, dass kein initialer Erzeuger von ¢ zu Sy = S’ gehort. Wir
wdhlen sy € S derart, dass sg initial in ¢y = ¢ ist, und setzen ¢; = sgcocy sowie S; = spSpsg, und
wadhlen s; initial in ¢1. Das wiederholen wir solange, bis wir im k-ten Schritt s; € Sy erreichen. Man
kann zeigen, dass diese Prozedur stets nach endlich vielen Schritten abbricht, wobei die Anzahl
der Schritte nur von ¢ und von W(x) abhéngt.

Wir setzen s = sp in einer solchen Folge sg,sy,...,s ) mit TC(W(X)) > (. Dann ist s in-

7 (W(x)
itial in ¢, und sS’s ist die Menge der Coxeter-Erzeuger V(Ol’l sW(x)s = W(sxs). Da sxs <t scs ist
Toes (W(sxs)) < 1.(W(x)), und mit Induktion erhalten wir ein eindeutiges w € Sort(W, scs) mit
NCses (w) = sxs. Wenn £g(sw) < ls(w), dann ist (wie zuvor) s € Cov(w), alsoists € sS’s, alsos € S
im Widerspruch zur Annahme. Somit ist {5(sw) > fs(w), und Proposition 4.7(ii) impliziert dass
sw € Sort(W,c). Wenn s € Cov(sw), dann liegen die iibrigen Bedeckungsspiegelungen von sw in
W), und es folgt dass die Bedeckungsspiegelungen von w allesamt in sW,)s liegen. Damit ist aber
sxs = NCses(w) € sWiys, also x € W,y im Widerspruch zur Annahme. Also ist s ¢ Cov(sw), und
es folgt nc.(sw) = s - neges (w) - s = x mit Korollar 4.17.

Wenn w' € Sort(W, c) wieder ein Element mit ncc(w’) = x ist, dann folgt erneut w' ¢ Wi, Es
folgt also ¢5(sw’) < £s(w'), und s ¢ Cov(w’). Mit Korollar 4.17 folgt ncses (sw’) = s - nee(w') - s =
sxs, und mit der Eindeutigkeit von w folgt sw’ = w, und damit w’ = sw.

O
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BEISPIEL 4.19

Zur Nllustration der Konstruktion zu Beginn des dritten Falls im Beweis von Satz 4.18 be-
trachten wir W = Aj, x = s1551 und ¢ = spsp. Offenbar ist W(x) = {e,s15251} mit
S" = {s1s251}. Der einzige initiale Coxeter-Erzeuger von c ist s1, gehort aber nicht zu S'.
Aber S; =515's; = {sp} und s, ist initial in sp57 = s1cs1. Alsoist 7. (W(x)) = 1.

Wir erhalten das folgende Ergebnis tiber die Kardinalitdt von Sort(W,c).

SATZ 4.20
Sei (W,S) ein endliches Coxeter-System, und sei ¢ € W ein Coxeter-Element. Dann

#Sort(W, c) = Cat(W).

Beweis. Das folgt nun aus den Sitzen 3.34 und 4.18. g

Insbesondere hingt die Anzahl der c-sortierbaren Elemente von W nicht von der konkreten Wahl

von ¢ ab.

4.3. c-Kambrische Verbdnde. In diesem Abschnitt betrachten wir die Einschrankung der schwa-
chen Ordnung auf die c-sortierbaren Elemente. Im gesamten Abschnitt ist (W, S) ein endliches,

irreduzibles Coxeter-System.

DEFINITION 4.21

Sei (W,S) ein endliches, irreduzibles Coxeter-System, und sei ¢ € W ein Coxeter-
def

Element. Der c-KAMBRISCHE VERBAND von W ist die geordnete Menge Camb(W,¢) =
(Sort(W,c), <s).

Diesen Namen miissen wir natiirlich rechtfertigen. Im verbleibenden Teil dieses Abschnitts be-
weisen wir, dass Camb(W, ¢) einen Unterverband von (W, <g) bildet.

SATZ 4.22: [6, Theorem 1.2]
Sei (W, S) ein endliches, irreduzibles Coxeter-System. Fiir alle ¢ € W ist Camb(W, ¢) ein
Unterverband von (W, <g).



ABBILDUNG 10. Der s1s-kambrische Verband auf I (m) mit m < oco.

BEMERKUNG 4.23

Laut Definition 4.3 sind c-sortierbare fiir beliebige Coxeter-Systeme definiert. Dementspre-
chend kann man Definition 4.21 auf beliebige Coxeter-Systeme verallgemeinern. Satz 7.1
in [8] zeigt, dass diese Verallgemeinerung stets einen Unter-Halbverband der schwachen
Ordnung erzeugt. Wenn u, v zwei c-sortierbare Elemente sind, mit u <g v, dann bildet die
Menge aller c-sortierbaren Elemente im Intervall [u, v]s sogar wieder einen Unterverband

von [u,v]s.
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43

Der s15p-kambrische Verband von I (m) mit m < oo ist in Abbildung 10 abgebildet, und Abbil-

dung 11 zeigt Camb(A3,515253)-

LEMMA 4.24

Fiir | C Sund w € W gibt es eine eindeutige Faktorisierung w = w; - w/, wobei w; € W
und /s (sw!) > ls(w/) fiir s € ]. AuBerdem gilt Inv(w;) = Inv(w) N W].

Beweis. Zunichst zeigen wir, dass so eine Faktorisierung existiert. Dazu wahlen wir s; € ] so-
dass ls(s;w) < ls(w) gilt (falls so ein Element existiert). Nun wahlen wir, iterativ, s; € | sodass
ls(si+--spsqw) < €s(si_q1---sps1w). Nach hochstens ¢g(w) Schritten bricht dieser Prozess ab; wir
finden also ein Element wy = sy - - - spsw, derart dass ls(swy) > ¢s(wy) fiir alle s € J gilt. Damit
sind w; = s182 - - - 5 € Wy und w! = wy die gesuchten Elemente.

Nehmen wir nun an, dass w = uv eine weitere Faktorisierung ist mit u € Wy und £5(sv) > ¢5(v)

fir alles € J. Sei v = s{s) - - - 5] eine reduzierte Faktorisierung, und sei w

Ji u:5152

”SZY/ S W]
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51525351 515825352
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515251 515253 515251 $2538>
\ 5152534251 /
Sy S3
5152 s1 5153 5253 s2
\ 53 sl 525352
515251 /&
51 52 53
\51\52 ss/
e
ABBILDUNG 11. Der Verband Camb(As, s15253).
Dann ist
"1 "

w = wy Yuo = sy - syshsh -5
und kein reduziertes Wort von w/ kann mit s € ] beginnen. Also muss w/ ein Unterwort von v sein.
Analog zeigt man, dass v ein Unterwort von w/ sein muss, also folgt v = w/ und damit u = w;. O

BEMERKUNG 4.25
Fir | C S ist die Abbildung w +— w; ein Verbandshomomorphismus, also gilt (zV v); =

uyVoyund (u Av); = uj Aoy

BEMERKUNG 4.26
Fir | C S sei ¢ die Einschrankung von ¢ nach W;. Wenn w € Sort(W, ¢) ist, dann ist

wj € Sort(Wj,cj).
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LEMMA 4.27
Seiw € W. Wenn s € Cov(w) und Cov(w) \ {s} C W, gilt, dannistw = sV w.

Beweis. Es gilt Inv(s) = {s} C Cov(w) C Inv(w), und damit s <g w nach Proposition 2.12. Da
stets W) <s wgilt, ists vV W s) <s w. Seinun x € W mit x <g w. Nach Definition gibt es s’ € Sund
t € Cov(w) mit x = ws’ = tw. Insbesondere ist ¢ ¢ Inv(x). Da Inv(w) = Inv(w) N Wy, folgt
nach Voraussetzung entweder s £g x oder w,y g x. AlsoistsV w) = w. 0

LEMMA 4.28
Fiir w € Wy ist Cov(s V w) = Cov(w) U {s}.

Beweis. Sei w' = sV w. Angenommen, s ¢ Cov(w'). Fiir ein beliebiges Element x € W mit w <g
x <gw' gilt s € Inv(x). Dann ist aber x bereits eine obere Schranke von s und w, also folgt der
Widerspruch w’ = s Vw < x <g w'. Insbesondere ist s € Cov(w').

Sei nun t € Cov(w') \ {s}. Also gilt Inv(«’) \ Inv(tw’) = {t}, und es ist Inv(w) C Inv(w') =
Inv(tw') W {t}. Da Inv(w) C W, ist, folgt aus t ¢ W, sofort Inv(w) C Inv(tw'). Das # t
ist, folgt aber auch s <g tw’, was den Widerspruch w’ = sV w <g tw’ <gw' impliziert. Also
ist t € W), und es folgt aus Inv(w’<s>) = Inv(w') N W,y und Inv((tw') ) = Inv(tw') N W,
dass Inv(w’<s>) \Inv ((tw')5)) = {t}. Alsoist t € Cov(w25>), und mit Bemerkung 4.25 folgt w’<s> =
(s Vw) sy = s(5) Vwsy = w, daw € Wy,y. Wir haben gezeigt, dass Cov(w') \ {s} C Cov(w).

Sei nun t € Cov(w), und sei x = tw. Sei y derart, dass y <s w’ und sV x <g y. Dann gibt es
t' € Cov(w') mity = fw'. Daw' = sVwistw £s y, und es folgt Inv(w) C Inv(w'), Inv(w) <
Inv(y), sowie Inv(w’) \ Inv(y) = {#'}. Also ist ' € Inv(w). Andererseits ist Inv(x) C Inv(s V x) C
Inv(y) = Inv(w') \ {t'}, also ist # ¢ Inv(x). Also ist {t} = Inv(w) \ Inv(x) = {'}, und es folgt
t =+t € Cov(w'). Es folgt Cov(w') \ {s} = Cov(w). O

LEMMA 4.29
Wenn s initial in ¢ ist und w € Sort(W), sc) ist, dann ist s V w € Sort(W,c).

Beweis. Sei s initial in c und w € Sort(W), sc). Nach Satz 4.18 gibt es also ein x € NC(W), sc)
mit ncs’c1 (x) = w; also gilt x <t sc nach Definition. Mit Proposition 3.38 folgt aber x <7 sx <t ¢,
also ist sx € NC(W, ¢), und Satz 4.18 impliziert wiederum, dass es ein w’ € Sort(W,¢) gibt mit
w' = nce(sx), und es gilt Cov(w’) = Cov(w) U {s}.

Allerdings ist Cov(w) C W) nach Proposition 3.38, sodass aus Lemma 4.27 bereits w =sV
w’<s> folgt. Mit Bemerkung 4.26 folgt aus w’ € Sort(W, ¢) schon w’< 5 € Sort(W, sc), und wegen
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Lemma 4.28 ist Cov(w’<s>) = Cov(w) \ {s} = Cov(w). Mit Satz 4.18 folgt w’<s> = w;alsoists Vw =
sV w’<s> =w' € Sort(W, ¢). O

Wir definieren nun eine Abbildung von W nach Sort(W,c).

DEFINITION 4.30: [6, Section 3]

Sei (W, S) ein endliches Coxeter-System, sei ¢ € W ein Coxeter-Element und sei s initial in
c. Die c-KAMBRISCHE PROJEKTION ist die Abbildung 7r.: W — Sort(W, c), definiert tiber

e, wenn w = e,
Tte(w) = { s Tses(sw), wenn Ls(sw) < £s(w),
Tsc(wysy),  wennw # e und £s(sw) > ls(w).

Wir miissen wiederum zeigen, dass diese Abbildung wohldefiniert ist.

PROPOSITION 4.31

Fiir alle w € W ist 7t.(w) das grofite c-sortierbare Element w’ mit w' <g w.

Beweis. Seiw € W und sei s initial in c.

Wenn ls(sw) < ¢s(w), dann folgt mit Induktion nach Lidnge, dass 7. (sw) das grofite scs-
sortierbare Element in [e, sw]g ist. Mit Proposition 2.14 folgt s - 7tscs(sw) <g w,und s ¢ Inv(nscs(sw)).
Proposition 4.7(ii) impliziert, dass 7t.(w) = s - 7t5cs (sw) selbst c-sortierbar ist.

Sei nun x ein beliebiges c-sortierbares Element mit x <g w. Wenn ¢g(sx) < {s(x), dann ist nach
Proposition 4.7(ii) sx aber scs-sortierbar mit sx <g sw. Nach Konstruktion gilt sx <g 7t (sw),
und damit x <g s - 7Tss(sw) = 71.(w). Wenn £g(sx) > ¢5(x), dann ist x wegen Proposition 4.7(i)
sc-sortierbar in Wi,). Lemma 4.29 impliziert dann, dass x V' s wiederum c-sortierbar ist. Da nach
Annahme s <g w ist, ist auch x Vs <g w, und nach Konstruktion ist {5 (s - (x Vs)) < ls(xVs),
und mit dem vorigen Fall folgt x Vs <g 7.(w) ist, also gilt dasselbe auch fiir x.

Wenn (s(sw) > ls(w), dann gilt fiir alle x € Sort(W,c¢) mit x <g w ebenfalls ¢s(sx) > ls(x),
und nach Proposition 4.7(i) also x € Sort(W,), sc). Insbesondere ist x <g w,). Mit Induktion nach
dem Rang ist 7sc(w(;)) = 7c(w) das maximale sc-sortierbare Element von Wi, unterhalb von
ZU<S> <sw. O
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BEISPIEL 4.32

Wir betrachten zur Illustration von Proposition 4.31 die Coxeter-Gruppe W = A, und das
Coxeter-Element ¢ = sys,. Aus Beispiel 4.5 wissen wir, dass nur sps; ¢ Sort(Ay, c). Aufler-
dem ist sq initial in ¢, und £g (S]stl) > fls (5251) und (5251)<51> = Sp. Damit fOlgt

e (5251) = s, (52) = $Sp.

KOROLLAR 4.33
Fir u,v € Wmit u <g v gilt 7. (1) <g 71.(v).

Beweis. Seien u,v € W mit u <g v. Proposition 4.31 folgt, dass 7.(u) ein c-sortierbares Element
unter u ist. Also ist notwendigerweise 7. (u) <g 7c(v). O

Wir zeigen zundchst, dass das Infimum zweier c-sortierbarer Elemente wieder c-sortierbar ist.

PROPOSITION 4.34
Wenn u,v € Sort(W, ¢) sind, dann ist u A v € Sort(W,c).

Beweis. Seien u,v € Sort(W, ¢), und sei s initial in c.

Wenn £5(su) > £s(u) und £5(sv) > £5(v), dann sind nach Proposition 4.7(i) u, v € Sort(W, sc).
Mit Induktion nach dem Rang ist u Av € Sort(W,, sc). Dann ist aber auch /s (s(uAv)) > ls(uA0)
und mit Proposition 4.7(i) ist u A v € Sort(W, c).

Wenn /s(su) < £s(u) und £s(sv) > £s(v), dann ist v € Wi, Mit Bemerkung 4.25 ist x > x
ein Isomorphismus von (W), <s) nach [e, w, )], wobei w, ) das langste Element von W/ ist. Da
u € Sort(W, c) ist, folgt mit Bemerkung 4.26 U € Sort(W<s>, sc), und damit ist

UuNv = (u /\U)<S> = U(s) /\Z)<S> = U(s) N 0.

Mit dem ersten Fall folgt dann aber u A v = 1, A v € Sort(W,c).

Wenn (s (su) < s(u) und £s(sv) < £5(v), dann sind nach Proposition 4.7(ii) su, sv € Sort(W, scs).
Mit Induktion nach Léange ist su A sv € Sort(W, scs). Mit Proposition 2.14 ist [e, swo]|s = [s, Wo]s,
alsoist u Av = s(su Asv), und es gilt £s(u A v) > ls(su A sv). Mit Proposition 4.7(i) folgt u Av €
Sort(W, ¢). O

PROPOSITION 4.35
Wenn u,v € Sort(W, ¢) sind, dann ist u \V v € Sort(W,c).
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Beweis. Seien u,v € Sort(W, ¢), und sei s initial in c.

Dau Vv >g u folgt t.(u vV v) >g mc(u) = u mit Korollar 4.33 und Proposition 4.31. Analog folgt
me(u V v) > v, also ist 7t.(u V v) eine obere Schranke fiir u und v. Also gilt

uVo<gm(uvo)<suVuo,

mit der Definition des Supremums und Proposition 4.31. Also ist u Vv = 7m.(u V v) € Sort(W,c).

O
KOROLLAR 4.36
Es gilt w, € Sort(W,c).
Nun kénnen wir endlich Satz 4.22 beweisen.
Beweis von Satz 4.22. Das folgt aus Propositionen 4.34 und 4.35. 0

BEMERKUNG 4.37

Man kann zeigen, dass die Abbildung 7r.(w) ein surjektiver Verbandshomomorphismus ist;
insbesondere entsteht Camb (W, ¢) also als Faktorverband von (W, <g).

Abschlielend stellen wir noch einen Zusammenhang zwischen den Verbanden Camb(W, ¢) und

NC(W,c) her. Fiir X C T sei Wx e (X) die von X erzeugte parabolische Untergruppe von W.

DEFINITION 4.38

Sei (W, S) ein endliches, irreduzibles Coxeter-System und c € W ein Coxeter-Element. Die
SCHERBENORDNUNG bzgl. ¢ auf Sort(W, c) ist die Ordnungsrelation, fiir die # <y v genau
dann gilt, wenn Wey () © Weoy(o)-

SATZ 4.39: [7, Theorem 8.5]

Sei (W, S) ein endliches, irreduzibles Coxeter-System. Die Abbildung nc, lasst sich zu einem
Isomorphismus von (Sort(W,c), <y) nach (NC(W,c), <r) fortsetzen. Es gilt also u <y v
genau dann, wenn nc. (1) <t nc(v) fiir alle u, v € Sort(W,c).

Beweis. Fiir w € Sort(W, ¢) gilt mit Satz 4.18 gerade

ne(w)=x= [ ¢

teCove(w)
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515253515251
518251 825352 $1825352 $182535152 5153 51525351

5152 5283 5158253

ABBILDUNG 12. Der Verband (Sort(As, s15253), <3).

und per Induktion nach dem Rang von W zeigt man W(x) = ({t € T | t <t x}) = Weoy(w)- Mit

Proposition 3.37 folgt dann

u<sv = Weoyw) S Weovn)y <= W(ne(u)) CW(ne(v)) <= ncc(u) <1 nc(o).
]

In Abbildung 11 ist der Verband Camb( A3, s15253) abgebildet, wobei die Kanten mit den jeweili-
gen Bedeckungsspiegelungen beschriftet sind. Abbildung 12 zeigt den Verband (Sort(As, s15253), <x),
der isomorph zu NC (A3, s15253) aus Abbildung 8 ist.
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