GEORDNETE MENGEN IN HYPEREBENENARRANGEMENTS

HENRI MUHLE

0. GRUNDLAGEN

0.1. Lineare und Affine Rdume. Wir wiederholen ein paar grundlegende Begriffe und Ergebnisse
zu linearen und affinen Rdumen. Der Einfachheit halber betrachten wir den Vektorraum R" mit
dem euklidischen Skalarprodukt (-, -) definiert durch

o o\ d
(x7) =
fur ¥ = (x1,x2,...,%0),7 = (Y1, y2, ..., yn) € R™
DEFINITION 0.1
Eine Teilmenge X C R" heifst

e LINEAR, wenn fiir alle ¥, 7 € X auch a¥ + bjj € X fiira,b € R ist;
e AFFIN, wenn fiir alle ¥,/ € X auch tX + (1 —t)ij € X fiir t € Rist;
e KONVEX, wenn fiir alle ¥, i € X auch tX+ (1 —#)jj € X furt € Rmit0 < ¢ < 1ist.

-

XiYi,
i=1

LEMMA 0.2
Jede lineare Menge ist affin, und jede affine Menge ist konvex.

DEFINITION 0.3

Fiir X, Y C R ist ihre SUMME definiert als X + Y % {¥+j|XxeX jeY}

DEFINITION 0.4

Sei W C R” ein Untervektorraum und sei ¥ € R"” \ W. Die Menge A = {X} + W ist ein
AFFINER UNTERRAUM von R”. Die DIMENSION von A ist gleich der Dimension von W.

Wenn der affine Unterraum A wie in Definition 0.4 entsteht, bezeichnen wir den zugehérigen
Untervektorraum W auch mit T(A).

DEFINITION 0.5

Fur zwei affine Unterrdaume A, A, von IR” ist ihr VERBINDUNGSRAUM Aj LI A; der kleinste
affine Unterraum, der A; und A, enthilt.

Der Verbindungsraum ist nichts weiter als der Durchschnitt tiber alle affinen Rdume, die A; und
Aj enthalten.
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SATZ 0.6
Seien A1 und A; zwei affine Unterrdume von R”. Wenn A1 N Ay # @ oder A = @ oder
Ay = @, dann gilt
dim(A;) + dim(Ay) = dim(A; U Ap) + dim(A; N Ap).
Wenn A1 N Ay = @, sowie Ay # @ und A; # @, dann gilt
dim(A1) + dim(Az) = dim(A; U Ap) +dim(T(A;) N T(Az)) — 1.

0.2. Ordnungen und Verbinde. Wir wiederholen nun ein paar Begriffe aus der Ordnungstheo-
rie. Sei dazu (P, <) eine geordnete Menge. Wir nennen (P, <) BESCHRANKT, wenn ein kleinstes
Element 0 und ein groBtes Element 1 existiert.

Zwei Elemente x,y € P bilden eine BEDECKUNGSRELATION, wenn x < y und fiir jedes z € P
mit x <z <y gilt x = z oder z = y. Wir schreiben in diesem Fall x < y.

Eine Teilmenge X C P ist eine KETTE, wenn je zwei Elemente von X vergleichbar bzgl. < sind.
Eine Kette ist GESATTIGT, wenn sich ihre Elemente als Folge von Bedeckungsrelationen schreiben
lassen. Eine Kette ist MAXIMAL, wenn sie maximal bzgl. Inklusion ist.

Ein Element x € P heifit MINIMAL, wenn fiir alle y € P aus y < x stets y = x folgt. Dual dazu
heifit x € P MAXIMAL, wenn fiir alle y € P aus x < y stets x = y folgt.

Eine geordnete Menge (P, <) heifit GRADIERT, wenn alle maximalen Ketten die gleiche Kardi-
nalitdt haben. Insbesondere besitzen gradierte Halbordnungen eine RANGFUNKTION. Das ist eine
Funktion rk : P — N, die wie folgt induktiv definiert werden kann: rk(x) = 0 fiir x minimal und
rk(y) = rk(x) + 1 fiir jede Bedeckungsrelation x < y.

Ein VERBAND ist ein geordnete Menge (P, <) in der fiir je zwei Elemente x,y € P das SUPRE-
MUM x V y und das INFIMUM x A y existiert. Insbesondere sind endliche Verbidnde beschréankt.

0.3. Die Inzidenzalgebra. Im folgenden wollen wir die Inzidenzalgebra einer geordneten Menge
P = (P, <) beschreiben, wie sie in [10, Abschnitt 3] eingefithrt wurde.
DEFINITION 0.7

Sei P = (P, <) eine endliche geordnete Menge. Die INZIDENZALGEBRA Inz(P) ist der R-
Vektorraum aller Funktionen f : P x P — R mit f(x,y) = 0 falls x £ y. Fur f, g € Inz(P)
definieren wir ihre FALTUNG durch

F- 9@y ¥ fx2)sy).

x<z<y

Wir kénnen uns Inz(P) im Prinzip als eine R-Algebra oberer Dreiecksmatrizen vorstellen. Das
neutrale Element in Inz(P) ist die Delta-Funktion

def |1, wennx =y,
o(x,y) =
(% y) {0, sonst.

Fiir uns sind zwei weitere Elemente von Inz(P) von Bedeutung: die ZETA- und die MOBIUS-
FUNKTION, die wie folgt definiert werden

def |1, wennx <y,
f(xy) = { y

0, sonst,
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w(x,y) def ] 1, wenn x =y,
’ - Zx§z<y y(x, Z), sonst.

LEMMA 0.8
In Inz(P) gilt (1 - {)(x,y) = 6(x,y).

Beweis. Zundchst bemerken wir, dass nach Definition -, . <, p(x,z) = 6(x,y) gilt. Damit folgt

(H-Dy) = Y, wx2lzy) = ), wxz)=0xy).

x<z<y x<z<y

O

Die Mobius-Funktion ermoglicht das folgende fundamentale Prinzip der MOBIUS-INVERSION.
SATZ 0.9: [10, Proposition 2]

Seien (P, <) eine endliche geordnete Menge, und seien f, g : P — R zwei Funktionen. Die
folgenden Beziehungen sind fiir alle x € P dquivalent.

g(x) =3 fy);

x<y

fx) =) uley)s(y)

x<y

Beweis. Sei R” die Menge aller Funktionen f : P — R. Dann ist R” ein R-Vektorraum, und Inz(7P)
wirkt von links vermoge

(& Nx) =) S(xy)fy)

x<y

fir alle & € Inz(P) und f € R”. (Wir kénnen diese Wirkung auch als Matrix-Vektor-Multiplikation
verstehen.) Die Behauptung des Satzes kann dann so umformuliert werden, dass ¢ = { - f genau
dann gilt, wenn f = u - ¢ gilt. Diese Beziehung folgt direkt aus Lemma 0.8.

Der folgende Satz von Philip Hall beschreibt eine kombinatorische Moglichkeit die Mobius-
Funktion einer geordneten Menge zu berechnen.
SATZ 0.10

Sei (P, <) eine endliche, beschrinkte geordnete Menge mit #P > 2. Es bezeichne ¢; die
Anzahl aller Ketten 0 = xy < x; < --- < x; = 1 der Lange i. Dann gilt

n(0,1) =} (~1)'c.
i>1
Beweis. Siehe Ubung. O

0.4. Die Mobiusalgebra. Nun betrachten wir die Mobius-Algebra eines endlichen Verbandes £ =
(L, <), die ihren Ursprung in [5] hat, und von [11] inspiriert ist.
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DEFINITION 0.11

Sei L = (L, <) ein endlicher Verband. Die MOBIUS-ALGEBRA Mo6b(L) ist der R-Vektor-
raum mit Basis L, zusammen mit der Multiplikation x - y = x V y fiir alle x,y € L.

Eine wichtige Rolle in Méb( L) spielen die folgenden Elemente:

def
o =) plxy)y

x<y

LEMMA 0.12
Die Menge {0y | x € L} ist eine Basis von Méb(L).

Beweis. Zunichst stellen wir fest, dass #{ox | x € L} = #L = dim(Mob(L)). Mit Satz 0.9 folgt
x = Zx<y oy. Es folgt, dass die oy ein Erzeugendensystem von Mob(£) von minimaler Grofie
bilden; sie bilden also eine Basis. O

PROPOSITION 0.13
Sei £ = (L, <) ein endlicher Verband, und seien x,y € L. Dann gilt

Ox, wennx =y,
Ox Oy =
0, sonst.

Beweis. Wir definieren uns zunéchst eine R-Algebra A’(L£) mit Basis {0 | x € L} in der die Multi-
plikation durch

r
Oy 0y =

{(f;, wenn x =y,
Y

0, sonst

definiert ist. Wir definieren weiter x’ = }_, - 0/ fiir x € L. Dann gilt
/ / / /
x-y-(Z@)-(Zq) Y oiooi=Y ol=) dgi=(xVvy)
x<s y<t x<s x<s xVy<s
y<

Die lineare Abbildung ¢ : M6b(L) — A’(L), die durch ¢(x) = x’ definiert ist, ist also ein Isomor-
phismus von R-Algebren. Wegen ¢(0x) = 0% folgt dann die gewiinschte Eigenschaft. O

KOROLLAR 0.14
Die multiplikative Identitdt von Mob (L) ist Y c; Ox.

Es gilt der folgende Satz von Louis Weisner.
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SATZ 0.15
Sei (L, <) ein endlicher Verband mit #L > 2, und seia € L\ {0}. Dann gilt
Y. u(d,x)=0.
x€L: xVa=1
Beweis. Siehe Ubung. O

Der folgende Satz von Curtis Greene beschreibt eine alternative Darstellung von ¢j.

SATZ 0.16
Sei (L, <) ein endlicher Verband, und sei z € L. Dann gilt

%I( ). V(O,v)v> Y. uy)y

vel: v<z yeL: y/\z:f)

Beweis. Siehe Ubung. O

Mit Hilfe der Mobius-Algebra kénnen wir eine weitere kombinatorische Methode zur Berech-
nung der Mobius-Funktion in endlichen Verbdnden beweisen.

Eine Teilmenge C C L\ {0,1} heit UNTERER QUERSCHNITT, wenn fiir jedes x € L\ {0} ein
Element ¢ € C mit ¢ < x existiert. Es gilt der folgende QUERSCHNITT-SATZ von Gian-Carlo Rota.

SATZ 0.17: [10, Theorem 3]
Sei L = (L, <) ein endlicher Verband und sei C C L ein unterer Querschnitt. Dann gilt

WO = ¥ (-0

Xcc: v x=1

Beweis. Fiir x € L gilt
O—x=) 0= ) oy=) oy
0<y X<y xZy
in Mob(L£). Mit Proposition 0.13 folgt

H®w=H<Z%>: Y o Zo= Y00
xeC xeC \xZLy xLy xeL
fiir alle xeC

Die markierte Gleichung folgt dabei aus der Querschnitteigenschaft von C. Der Koeffizient von 1
in dieser Entwicklung ist offenbar p(0,1).
Direktes ausmultiplizieren liefert auflerdem

[TO-x=Y (-1)*Vx

xeC XCccC

Der Koeffizient von 1 in dieser Summe ist gerade Yxce yx=i (—1)"%, und der Satz ist gezeigt. [
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ABBILDUNG 1. Ein Verband.

BEISPIEL 0.18
Sei £ der in Abbildung 1 abgebildete Verband. Direktes ausrechnen liefert x(0,1) = 3.

Weiter gibt es in £ nur einen einzigen Querschnitt, ndmlich C = {a,b,c,d}. Jede Teilmenge
von C, die aus mehr als einem Element besteht, ist aufspannend. Also gilt
Y (-1)* =6-44+1=3,

XCC aufspannend

wie gewtinscht.
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1. ARRANGEMENTS VON HYPEREBENEN

1.1. Grundlegende Begriffe. Wir beginnen mit den grundlegenden Definitionen und Ergebnissen
und folgen dabei im Wesentlichen [13], und benutzen die Abkiirzung [n] = {1,2,...,n} firn € N.
Ein anderes Buch zu Hyperebenenarrangements ist [8].

DEFINITION 1.1
Fiir @ € R"\ {0} and a € R ist die Menge

H,(®@) ¥ {5 e R" | (5,d) = a}

. . def .
eine (AFFINE) HYPEREBENE von R™. Ist 2 = 0, so ist H(@) = Hy(&) eine LINEARE HYPER-

EBENE.

Affine bzw. lineare Hyperebenen sind also nichts weiter als affine bzw. lineare Unterrdume von
R" der Dimension n — 1. Wir nennen zwei Hyperebenen H, H' LINEAR UNABHANGIG, wenn ihre
Normalenvektoren linear unabhéngig sind.

DEFINITION 1.2
Ein HYPEREBENENARRANGEMENT ist eine endliche Menge A von (affinen) Hyperebenen.

Wir bezeichnen mit Hyp(IR") die Klasse aller Hyperebenenarrangements in IR”. Jede Teilmenge
von A € Hyp(R") ist auf natiirliche Weise wieder ein Hyperebenenarrangement; ein UNTERAR-
RANGEMENT von A.

DEFINITION 1.3

Ein Hyperebenenarrangement A € Hyp(IR") heif3t

e LINEAR, wenn alle H € A linear sind;
® ZENTRAL, wenn (\ge g H # @.

LEMMA 1.4

Ein Hyperebenenarrangement ist genau dann zentral, wenn es eine Verschiebung eines li-
nearen Hyperebenenarrangements ist.

Beweis. Sei zunéchst A ein lineares Hyperebenenarrangement. Dann ist 0 € H fiir alle H € A, und
damit ist 0 € Nye4 H. Also ist A zentral.

Sei nun umgekehrt A zentral, und sei 7 € Nyey H. Dannist A — {7} = {H— {7} | H € .A}
offenbar ein lineares Hyperebenenarrangement.

BEISPIEL 1.5
Sei ¢; der i-te Standardeinheitsvektor von IR”. Das KOORDINATENARRANGEMENT ist

def = = =
C(n) :e {Ho(el),Ho(f?z), 600 ,H()(en)}.
Offenbar gilt Npecn) H = {0}; also ist C(1) zentral und linear. Abbildung 2 zeigt C(3).
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Hs

ABBILDUNG 2. Das Koordinatenarrangement C(3).

Hy H

ABBILDUNG 3. Das Zopf-Arrangement B(3).

BEISPIEL 1.6
Sei @;; = € — €;. Das ZOPF-ARRANGEMENT ist
B(n) € {Ho(@j) [1<i<j<n}.

Offenbar ist Npep(n) H = spang{e1 + & + - - - + €, }; also ist B(n) zentral und linear. Abbil-
dung 3 zeigt B(3).

Die ZOPFGRUPPE B, ist durch die Gruppenprésentation
B, = (01,0,...,05_1 | ;07 = 00y fiir 1 <i < j <n—1mit[j—i| >1, und
03074107 = 0341030341 fiir i € [n —2])

festgelegt. Diese Prédsentation erinnert stark an die symmetrische Gruppe &, die die fol-
gende Prasentation besitzt:

Sn = (51,52, ,5n-1 | sisj = sjs; fur 1 <i < j<n—1mit|j—i| >1,
8i8i+15i = Si415iSi41 fiiri € [n — 2], und s? = id fiiri € [n — 1)).

Der Gruppenhomomorphismus 7 : B8, — &, der auf den Erzeugern durch 7(c;) = s; fiir
i € [n— 1] festgelegt ist, ist offenbar surjektiv. Der Kern dieser Abbildung ist eine Unter-
gruppe von B, die REINE ZOPFGRUPPE ‘B,,. Bemerkenswerterweise ist 3, die Fundamen-
talgruppe von C" \ B(n).
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X X3

ABBILDUNG 4. Ein Hyperebenenarrangement in R3.

BEISPIEL 1.7
Betrachten wir die folgenden drei Hyperebenen:

X1 = {(x,y,0) | x,y € R} = H((0,0,1)),
Xo={(xy,2+2y) | x,y € R} = Hy((0,-2,1)),
X3 ={(xy2-2y) | xy € R} = H((0,2,1)).

Das entsprechende Hyperebenenarrangement A = {Xj, X, X3} ist in Abbildung 4 skiz-
ziert. Offenbar ist A weder zentral noch linear.

1.2. Dimension und essentielle Arrangements. Das orthogonale Komplement einer Hyperebene
H ist
| def [ n JE. . >
H-={7eR"|(7,X)=0fiiralle X € T(H)},
und ist nach Definition ein linearer Unterraum der Dimension 1. Sei A € Hyp(IR"). Wir definieren
den NORMALENRAUM zum A als
N(A) & spang {¥ € HY | H € A}.
Offenbar ist N(.A) ein Untervektorraum von IR”, also gilt R” = N(A) + N(A)*.
DEFINITION 1.8
Sei A € Hyp(IR"). Die DIMENSION von A ist dim(.A) et dim(IR"). Der RANG von A ist

rk(A) €' dim (N(A)). Wenn dim(A) = rk(A) gilt, heiflt A ESSENTIELL.

BEMERKUNG 1.9
Sei A € Hyp(R") nicht essentiell. Dann ist

ess(A) € {HNN(A) | H e A}

ein essentielles Hyperebenenarrangement in N(.A).
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H) H)

H

ABBILDUNG 5. Das essentielle Arrangement zu B(3) aus Abbildung 3.

BEISPIEL 1.10
Sei C(n) das Koordinatenarrangement aus Beispiel 1.5. Dann ist

N(C(n)) = spang{e; |1 <i<n}=R",

also ist C(n) essentiell.

BEISPIEL 1.11
Sei B(n) das Zopf-Arrangement aus Beispiel 1.6. Wir stellen fest, dass
N(B(n)) = spanp{a;; |1 <i <j<n}
= spanp{¢; —¢ |1 <i<j<n}
= spang{¢; — &1 [ 1 <i<n}
=R
Also ist rk(B(n)) = n — 1, und somit ist B(n) nicht essentiell.
Insbesondere ist

N(B(H))J- =spang{é; +&+ - +&} = ﬂ H
HeB(n)

Abbildung 5 zeigt ess(B(3)).

BEISPIEL 1.12
Sei A das Hyperebenenarrangement aus Beispiel 1.7. Es gilt

X = spang{(0,0,1)},
le = spanIR{(O, —2,1)},
X3 = spang{(0,2,1)}.

Da (0,2,1) + (0,—2,1) = 2(0,0,1) folgt N(A) = R?, und somit ist rk(A) = 2. Also ist A
nicht essentiell. Insbesondere ist N(A)+ = spang (¢). Abbildung 6 zeigt ess(.A).
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4 !
X3 X3

ABBILDUNG 6. Das essentielle Arrangement zum Hyperebenenarrangement aus
Abbildung 4.

Wir beschreiben nun zwei Konstruktionen, wie man aus einem gegebenen Hyperebenenarran-
gement neue Arrangements gewinnen kann. Dazu benétigen wir eine alternative Reprasentation

von Hyperebenenarrangements.
DEFINITION 1.13
Sei A € Hyp(R") gegeben durch
A = {Ha, (@1), Hay (%2), ..., Ha,, (@m) }-

Weiter sei dim(A) = n und sei ¥ = (x1,x2,...,x,) ein Vektor von Variablen. Das DEFINIE-
RENDE POLYNOM von A ist

Qu % (#2, %) = ) (#2, %) = m2) - (B, ¥) — ).

BEISPIEL 1.14
Das definierende Polynom des Koordinatenarrangements ist offenbar

Qe(n)(¥) = x1x2 - - - X

BEISPIEL 1.15
Das definierende Polynom des Zopf-Arrangements ist offenbar die Vandermonde-
Determinante

Qem@) = [ x—x.

1<i<j<n

BEISPIEL 1.16
Das definierende Polynom des Arrangements aus Beispiel 1.7 ist

Qu(x,y,2z) =z(z—2y —2)(z+ 2y — 2).

Die erste Konstruktion assoziiert zu einem Hyperebenenarrangement in Dimension # ein zen-
trales Hyperebenenarrangement mit einer zusitzlichen Hyperebene in Dimension n + 1.
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N

==\

ABBILDUNG 7. Der Kegel tiber dem Arrangement aus Beispiel 1.18.

DEFINITION 1.17
Sei A € Hyp(R") durch

Qu(¥) = (A(F) —a1) (£2(¥) —a2) -+ (fu(%) — am),
gegeben; wobei f1, f2,. .., fm lineare Abbildungen in R” sind. Der KEGEL UBER A ist das
Hyperebenenarrangement cone(.A) € Hyp(R"!) gegeben durch

= def - - -
Qeone() (% ¥) = (f1(X) — ary) (f1(%) — azy) - - (fn(X) — amy)y,
wobei y eine geeignete neue Koordinate ist.
Offenbar ist dim (cone(A)) = dim(.A) + 1 und #cone(A) = #A4 + 1.

BEISPIEL 1.18
Sei A € Hyp(R!) gegeben durch Q4(x) = (x —2)(x — 3)(x + 1). Abbildung 7 zeigt
cone(A), gegeben durch Qcone() (x,y) = (x — 2y)(x — 3y)(x + y)y.

BEISPIEL 1.19

Abbildung 8 zeigt den Kegel iiber ess(B(3)) aus Abbildung 5. Die Koordinatenebene zur
neuen Koordinate ist in dunkelgrau dargestellt.

BEISPIEL 1.20
Abbildung 9 zeigt den Kegel tiber ess(A) aus Abbildung 6. Die Koordinatenebene zur neu-
en Koordinate ist in dunkelgrau dargestellt.

Die zweite Konstruktion ist gewissermafien invers zur Kegelbildung. Wir betrachten dazu den
(n —1)-dimensionalen PROJEKTIVEN RAUM tiber R als Quotienten

—1 def et
Pr ' = (R\{0})/ ~,
bzgl. der Aquivalenzrelation ~, gegeben durch:
X ~y genaudann, wennes a € R gibt, sodass i = aX

fur alle ¥, i € R™
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ABBILDUNG 8. Das Arrangement cone (ess(53(3))).

ABBILDUNG 9. Das Arrangement cone(ess(A)), wobei A das Arrangement aus

Beispiel 1.7 ist.

DEFINITION 1.21
Sei A € Hyp(IR") linear, und sei Hy € \A. Die PROJEKTIVISIERUNG von A entsteht, indem

man Hj als Fernhyperebene von ]P?R_1 auffasst. Alle tibrigen Hyperebenen in A\ {Hy} wer-
den als eigentliche Hyperebenen von Il’]rf(l aufgefasst. Wir bezeichnen dieses Arrangement

mit proj(A).

Insbesondere ist die Projektivisierung hilfreich, um dreidimensionale Arrangements in der pro-
jektiven Ebene zu visualisieren. Insbesondere erscheint die projektive Ebene als Kreisscheibe, in

der gegentiberliegende Randpunkte miteinander identifiziert werden.
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ABBILDUNG 10. Das Arrangement proj(C(3)).
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ABBILDUNG 11. Das Arrangement proj(ess(5(4))).

BEISPIEL 1.22

Abbildung 10 zeigt proj(C(3)). Dabei ist die Hyperebene H; aus Abbildung 2 als Fernebene
festgelegt.

BEISPIEL 1.23

Abbildung 11 zeigt proj(ess(B(4))). Dabei ist die Hyperebene H(#;4) als Fernebene fest-
gelegt.

1.3. Durchschnitte von Hyperebenen. Durchschnitte von Hyperebenen spielen eine wichtige Rol-
le bei der kombinatorischen Untersuchung von Hyperebenenarrangements. Wir beginnen mit ei-
nem einfachen Lemma.

LEMMA 1.24

Seien Hj, Hy, . .., H; linear unabhdngige Hyperebenen. Dann gilt

dim<ﬁHi> S

i=1

Beweis. Nach Definition kann fiir alle i € [s] die Hyperebene H; durch die lineare Gleichung
(@;,X) = a; beschrieben werden. Da die H; linear unabhéngig sind, ist das entsprechende Glei-
chungssystem, bestehend aus s Gleichungen in n Variablen, 16sbar, und der Losungsraum hat Di-
mension 1 — s. g
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DEFINITION 1.25

Sei A € Hyp(R). Wir definieren die Menge aller nicht-leeren Durchschnitte der Hyperebe-
nen in A als i
LA E{ N HIXC AP\ {2}
HeX
Die DURCHSCHNITTSORDNUNG von A ist (£(A), D).

Die Durchschnittsordnung ist eine wichtige Invariante eines Hyperebenenarrangements, und
viele kombinatorische Eigenschaften lassen sich aus ihr ableiten. Im Allgemeinen werden wir £(.A)
und (£(A), D) miteinander identifizieren.

BEMERKUNG 1.26
Es gilt £L(A) =2 L(ess(A)).

LEMMA 1.27

Fur A € Hyp(R") ist £(.A) gradiert, und es gilt rk(S) = codim(S) fiir S € L(A). Alle
maximalen Elemente in £(.A) haben Rang rk(.A).

Beweis. Da R" € L(.A), besitzt die Durchschnittsordnung ein eindeutiges kleinstes Element, und
es gilt codim(R") = 0. Es bleibt zu zeigen, dass codim(S) = codim(S’) + 1 fiir S’ < S, und dass
alle maximalen Elemente die gleiche Dimension haben.

Seialso S € L(A), und sei H € A eine Hyperebene, sodass S D HNS # @. Dann gilt S<HN'S
in L(A). Nach Satz 0.6 ist dim(H N S) = dim(S) — 1, und damit codim(H N S) = codim(S) + 1
wie gewtinscht.

Seinun S € L(A) so gewdhlt, dass codim(S) = s maximal ist. Nach Lemma 1.24 ldsst sich S
als Durchschnitt von s linear unabhéngigen Hyperebenen Hj, H, ..., Hs schreiben. Sei weiter Z €
L(A) mitcodim(Z) = z < s. Damit ist Z der Durchschnitt von z Hyperebenen H/, und wir kénnen
ein j € [s] finden, sodass H; linear unabhéngig von den Hj ist. Lemma 1.24 impliziert Z N H; # @.
Alsoist Z 2 Z N Hj, und damit ist Z nicht maximal in £(.A). Also haben alle maximalen Elemente
von £(.A) maximale Kodimension rk(.A). O

PROPOSITION 1.28

L(A) ist ein Infimum-Halbverband, und genau dann ein Verband, wenn .4 zentral ist.

Beweis. Fiir S1, S, € L(A) definieren wir S; V S; = S1 N Sy.

Wenn A zentral ist, ist £(.A) unter Supremumsbildung abgeschlossen, und besitzt ein kleinstes
Element R". Nach Ubung U1 ist £(.A) also ein Verband.

Sei nun A nicht zentral. Betrachte £/(A) = L(A) U {@}. Wir verwenden wieder Ubung Ul um
zu zeigen, dass £L'(.A) ein Verband ist. Es folgt, dass £(.A) ein Infimum-Halbverband ist. O
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1.4. Das charakteristische Polynom. Nun beschreiben wir eine fundamentale Invariante von Hy-

HENRI MUHLE

Hy N H, N Hy

P N

HiNnH, H{NH3 HyNH;3

ABBILDUNG 12. Die Durchschnittsordnung von C(3).

HiNHy;NHs

AN
H, Hs

N
R3

Hy

ABBILDUNG 13. Die Durchschnittsordnung von B(3).

BEISPIEL 1.29

Sei C(n) das Koordinatenarrangement aus Beispiel 1.5. Es besteht aus genau n Hyperebe-
nen, und £(C(n)) ist in Bijektion zu den Teilmengen von C(n). Dementsprechend ist die
Durchschnittsordnung von C(n) isomorph zum Booleschen Verband mit 2" Elementen.
Abbildung 12 zeigt £L(C(3)).

BEISPIEL 1.30

Sei B(n) das Zopf-Arrangement aus Beispiel 1.6. Es besteht aus genau (3) Hyperebenen,
und £(B(n)) ist in Bijektion mit Mengenpartitionen von [n]. Dementsprechend ist die
Durchschnittsordnung von B(#) isomorph zum Partitionenverband von [#].

Abbildung 13 zeigt £(B(3)).

BEISPIEL 1.31

Sei A das Hyperebenenarrangement aus Beispiel 1.7. Es besteht aus drei Hyperebenen, und
je zwei haben eine nicht-leere Schnittmenge. Die zugehorige Durchschnittsordnung ist in
Abbildung 14 dargestellt.

perebenenarrangements.



GEORDNETE MENGEN IN HYPEREBENENARRANGEMENTS

HiN"H, HiNHs HyNHs

A >//

Hy  H

\\/
]R3

ABBILDUNG 14. Die Durchschnittsordnung des Hyperebenenarrangements aus
Abbildung 4.

DEFINITION 1.32
Sei A € Hyp(IR") und bezeichne y die Mébius-Funktion von £(.A). Das CHARAKTERISTI-
SCHE POLYNOM von A ist

xaH)E Y p(Re,§)ptmS),
SeL(A)

BEISPIEL 1.33

Sei C(n) das Koordinatenarrangement aus Beispiel 1.5. Wir haben in Beispiel 1.29 gesehen,
dass £(C(n)) isomorph zum Booleschen Verband mit 2" Elementen ist. Im Booleschen Ver-
band gilt (@, X) = (—1)*X, also folgt

n

xew(® =3 () (e = -y

i=0

BEISPIEL 1.34

Sei B(n) das Zopf-Arrangement aus Beispiel 1.6. Wir haben in Beispiel 1.30 gesehen, dass
L(B(n)) isomorph zum Verband aller Mengenpartitionen ist. Sei Il,, die Menge aller Men-
genpartitionen von [n], und fiir x € I1, bezeichne bl(x) die Anzahl der Blécke von x.

Sei x € I, mit bl(x) = I, wobei der i-te Block aus k; Elementen besteht. Dann ist

1(0,x) = ”lHk—l

Wir setzen nun etwas Kenntnis tiber die Stlrhng—Zahlen s(n,1) der ersten Art voraus. Insbe-
sondere z&hlt (—1)""'s(n,1) gerade alle Permutationen von [1] mit genau I Zyklen. Wenn
wir jeden Zyklus einer solchen Permutation in einen Block tiberfiihren, erhalten wir eine
Mengenpartition. Allerdings erhalten wir auf diese Weise im allgemeinen dieselben Parti-
tionen mehrfach. Sei p(n;ky, ko, ..., k) die Anzahl aller Mengenpartitionen mit ! Blécken,
wobei der i-te Block aus k; Elementen besteht. Dann gilt offenbar

(—1)"s(n,1) = Y (p(n;kl,kz,... ﬁ ki—1) >

ky+ky+--+kj=n i=1
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Fiir das charakteristische Polynom von B(n) folgt dann
x5 () = Y (0%

xell,

:lf: Y u(o,x)t

=1 xell,
bl(x)=I

n

I
Y. Y (P("}khkz,---,kz)(—l)"lH(ki — 1)!)
(

1 k1+k2+"'+k1:7’l

n, 1)t

=

n
Ys
=

1
tt—1)(t—2)---(t—n+1).
Die letzte Gleichheit ist eine bekannte Eigenschaft der Stirling-Zahlen der ersten Art.

BEISPIEL 1.35
Sei A das Hyperebenenarrangement aus Beispiel 1.7. Wir sehen direkt, dass

xa(t) =3 =312 4+ 3t.

Der folgende Satz beschreibt eine Methode um das charakteristische Polynom zu berechnen,
welche auf Hassler Whitney zurtickgeht.

SATZ 1.36
Sei A € Hyp(R"). Es gilt

XA(t) — (_1)#Btn—rk(8)‘
BCA zentral

Beweis. Wéhle S € L£(A), und betrachte das Unterarrangement As = {H € A | S C H}, und
definiere Ni(S) als die Anzahl aller k-elementigen Teilmengen von Ag deren Durchschnitt gerade
S ist. Aus Satz 0.17 folgt

u(R",S) = kzl(*l)ka(S)‘

Das ist aber dquivalent zu
nR",S) =y (-D*.

BCAs,
S=Nnes H

Aus S = Nyep H folgt rk(B) = codim(S). Wenn wir nun beide Seiten mit t4™(5) multiplizieren
und tiber S € L(.A) summieren, erhalten wir die gewtiinschte Formel. O
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Hy

Hy

Hz/ Hy

ABBILDUNG 15. Ein Hyperebenenarrangement in R2.

BEISPIEL 1.37

Betrachte das Hyperebenenarrangement A € Hyp(IR?) aus Abbildung 15. Die folgende
Tabelle listet die zentralen Unterarrangements von .A zusammen mit Rang und Kardinalit4t

auf.
B |k(B)|#B
(%) 0 0
{H1} 1 1
{H>} 1 |1
{Hz3} 1 1
{Hy} 1 1
TH,, Hs ! 2 | 2
(Hy, Hy) 2 |2
(Hy, Hs ! 2 | 2
(H, Hy) 2 |2
(Hs, Hy ! 7 | 2
{H2,H3,Hy} | 2 3

Das charakteristische Polynom von A ist damit nach Satz 1.36:

xa(t) = 1> —4t + 4.

BEMERKUNG 1.38
Sei A € Hyp(IR"). Dann ist X one(4)(t) = (t —1)x.4(t). Siehe auch Ubung U12.

1.5. Loschung und Einschriankung. In diesem Abschnitt beweisen wir eine rekursive Formel zur
Berechnung des charakteristischen Polynoms.
Sei dazu A € Hyp(R") und sei S € L(.A). Wir definieren zwei Arrangements wie folgt

As ¥ (He A|SCHY,

ASE sl | s 2 HY\ {0}

Wir bemerken, dass As € Hyp(IR") ist und A% € Hyp(S).
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LEMMA 1.39

Sei A € Hyp(R"). Fiir S € L(A) gilt
L(As)={Ze L(A)|Z2S}, und
LAY ={Ze L(A)|ZCS}.

Beweis. Wenn Z € L(Ag), dann ist Z ein Durchschnitt von Hyperebenen in Ag, und nach Defini-
tion ist S in all diesen Hyperebenen enthalten. Also gilt auch Z O S.

Sei nun Z € L(.AS). Dann ist Z ein Durchschnitt von Hyperebenen in .A° und jede solche Hy-
perebene lebt in S. Damit folgt Z C S. g

DEFINITION 1.40

Sei A € Hyp(R") und sei Hy € A. Definiere A’ def A\ {Hp} und A" 4t AHo. Dann heifit

(A, A', A”) ein TRIPEL von Arrangements mit AUSGEZEICHNETER HYPEREBENE Hy.

Wir nennen A’ auch die LOSCHUNG und A” die EINSCHRANKUNG von A.
LEMMA 1.41

Sei (A, A, A”) ein Tripel von Arrangements in R”. Dann gilt
xa(t) = xa(t) = xar(t).

Beweis. Sei Hy € A die ausgezeichnete Hyperebene.
Nach Satz 1.36 gilt

XA(t) — Z (_1)#Btn—rk(b’)
BCA zentral
— Z (_1)#Btn7rk(8) + 2 (_1)#Btn7rk(8)
BCA zentral, BCA zentral,
HoéB HOGB

St Y (1),
BCA zentral,
HyeB
Sei B ein zentrales Unterarrangement von A mit Hy € B. Setze B; = (B\ Hp)™. Dann ist B; €
Hyp(Hp), und B; € A0 = A”. AuBerdem ist B; zentral, und jedes zentrale Unterarrangement
von A" entsteht auf diese Weise.
Es gilt weiter #8; = #8 — 1 und rk(B;) = rk(B) — 1, und damit folgt

(_1)#Btn7rk(8) _ Z (_1)#Btn7rk(8)

BCA zentral, By A" zentral
HyeB
— Z (_1)#Bl+1t(n71)7rk(31)
Bi1€ A" zentral

= —xa(t).
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1.6. Kammern und Halbrdume. Wir verwenden nun das charakteristische Polynom von A um
Kammern in A zu zdhlen. Dazu halten wir zunéchst fest, dass die Hyperebene H, (&) den Vektor-
raum R" in zwei (OFFENE) HALBRAUME teilt, namlich

Hi (@) ¥ (e R" | (,%) >a)} und H, (@) & {zeR"| (&%) <a).

DEFINITION 1.42
Zwei Vektoren ¥,/ € R” werden von einer Hyperebene H GETRENNT, wenn ¥,/ ¢ H und
X € H*,ij € HT gilt.

DEFINITION 1.43
Sei A € Hyp(R"). Eine KAMMER von A ist der topologische Abschluss einer Zusammen-
hangskomponente von R" \ Upe 4 H.

Wir bezeichnen die Menge aller Kammern von A mit R(.A), und wir bemerken dass R € R(A)
als Durchschnitt endlich vieler Halbrdume entsteht, also ein Polyeder ist. Weiter bezeichne

r(A) 4R (A)

die Anzahl der Kammern von A.
BEMERKUNG 1.44
Sei A € Hyp(R"). Dann ist R € R(A) genau dann, wenn RN N(A) € R (ess(A)).

DEFINITION 1.45

Sei A € Hyp(R"). Eine Kammer R € R(.A) heiflt BESCHRANKT, wenn R N N(A) (als to-
pologische Menge) beschrénkt ist. (D. h. zu jeder Umgebung U von 0 existiert ein k € R
sodass RNN(A) C kU gilt.)

Wir bezeichnen mit b(.A) die Anzahl aller beschrankten Kammern von A.

BEISPIEL 1.46

Sei R die Kammer “innerhalb” der drei Hyperebenen in des Arrangements .A aus Abbil-
dung 4. Als topologische Menge ist R unbeschrénkt in IR?, aber R N N(.A) ist topologisch
beschrinkt in IR?; siehe Abbildung 6. Also ist R eine beschriankte Kammer von A.

BEISPIEL 1.47
Sei C(n) das Koordinatenarrangement aus Beispiel 1.5. Da C(n) zentral ist, besitzt es nach

Ubung U13 keine beschrénkten Kammern.
Seinun R € R(C(n)), und sei ¥ € R. Wir erzeugen einen {+, —}-Vektor vg der Léange n

aus R wie folgt: wenn <é}, 5c’> > 0, dann ist die i-te Komponente von vy ein “+”, andernfalls
ein “—"". Das ist offenbar eine Bijektion, und es folgt (C(n)) = 2".
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BEISPIEL 1.48

Sei B(n) das Zopf-Arrangement aus Beispiel 1.6. Da B(n) zentral ist, besitzt es ebenfalls
nach Ubung U13 keine beschrinkten Kammern. Um zu bestimmen, auf welcher Seite von
HO(EZ,'J) ein Vektor ¥ = (x1,xp,...,%,) € R" liegt, geniigt es das Vorzeichen von x; — Xj zu
betrachten. (Zur Erinnerung, &;; = & — ¢;.) Es gilt somit entweder x; < x; oder x; < x;.
Jede Kammer R € R(B(n)) ordnet also die Koordinaten von ¥ € R in einer bestimmten
Reihenfolge an, bzw. permutiert sie. Also folgt (B(n)) = n!.

BEISPIEL 1.49

Ein Hyperebenenarrangement Ay, in R? (mit #.4,, = m) ist in ALLGEMEINER LAGE, wenn
keine zwei Geraden parallel sind, und keine drei Geraden einen gemeinsamen Schnittpunkt
haben.

Wir werden nun r(.A,,) rekursiv bestimmen. Wenn m = 0, dann gibt es genau eine Kammer,
niamlich R Wenn Ay (mit k < m) in allgemeiner Lage ist, fiigen wir eine Gerade H hinzu,
sodass Ay U {H} in allgemeiner Lage ist. Nun laufen wir auf H entlang, beginnend an
einem “Ende”. Jedes Mal, wenn wir eine Gerade aus A schneiden, erzeugen wir eine neue
Kammer. Schliefslich, nachdem wir die letzte Gerade tiberschritten haben, erzeugen wir eine
letzte neue Kammer. Also gilt

r(Ay) = #Schnittpunkte + #Geraden + 1

-(g)ene

Die Anzahl der (beschrinkten) Kammern von .4 kann auch mithilfe von Loschung und Restrik-
tion rekursiv berechnet werden.

LEMMA 1.50
Sei (A, A, A”) ein Tripel von Arrangements in R”. Dann gilt
r(A) =r(A") +r(A");

S H

rk(A"),

rk(A’) +1.

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass A essentiell ist. Sei Hy die
ausgezeichnete Hyperebene.

Fiir die Kammern von A’ gibt es genau zwei Moglichkeiten, wenn wir A = A’ U {Hy} betrach-
ten: (i) entweder sie bleiben intakt, oder (ii) sie werden in zwei Teile getrennt. Sei S die Menge der
Kammern von A, die von Hj zerteilt werden, und sei U die Menge der Kammern von A’, die
intakt bleiben. Dann gilt r(A’) = #S + #U und r(A) = 2#S + #U.

Seinun R € S. Offenbar istdann RN Hy € R(A”). Sei umgekehrt R € R(A"). Offenbar gehdren
zwei Punkte X,i/ € R", die nahe bei Hj im gleichen Halbraum von Hj liegen, zu einer Kammer

R’ € A’. Damit zerteilt Hy diese Kammer, und wir haben eine Bijektion zwischen S und R(.A")
gefunden. Es folgt r(.,A”) = #S. Abbildung 16a illustriert diesen Fall. Wir erhalten

r(A) =2#S +#U = (#S+#U) +#S = r(A') +r(A")



GEORDNETE MENGEN IN HYPEREBENENARRANGEMENTS 23

niyn

Z1|Z

Hy Hy

(A) Hlustration der Bijektion zwischen Kammern (B) Illustration der Situation rk(A) = rk(A’) + 1.
von A” und solchen Kammern von A’, die von
Hy getrennt werden.

ABBILDUNG 16. Illustrationen zum Beweis von Lemma 1.50.

wie gewiinscht.

Sei zunéchst rk(A) = rk(A’) + 1. Insbesondere ist N(.A") C R", was bedeutet, dass jede Kam-
mer von A’ eine Gerade enthilt, die orthogonal zu N(A’) ist. Also enthilt jede Kammer von A
eine Halbgerade, woraus direkt folgt, dass b(.A) = 0. Abbildung 16b illustriert diesen Fall.

Es bleibt der Fall rk(A) = rk(A’). Seinun R € R(A’"). Dann gibt es mehrere Moglichkeiten.

(i) R ist beschrankt, grenzt aber nicht an Hy. Dann ist R eine beschriankte Kammer von A, aber
keine Kammer von A”. (Siehe die mit X bezeichnete Kammer in Abbildung 16a.)

(ii) R ist beschrinkt, und wird von Hy in zwei beschriankte Kammern Ry, R, € R(A) zerteilt.
Dannist R = R; W T W Ry, wobei T C Hj eine beschriankte Kammer von A" ist. (Siehe die mit Y;
und Y; bezeichneten Kammern in Abbildung 16a.)

(iii) R ist unbeschrinkt, und wird von Hy in zwei Kammern Ry, R, € R(A) zerteilt, wobei
ohne Beschrankung der Allgemeinheit R; beschrdnkt in A ist, und R, nicht. Es gilt wiederum
R = RiWTWR,, wobei T C Hj eine beschrinkte Kammer von A" ist. (Siehe die mit Z; und Z,
bezeichneten Kammern in Abbildung 16a.)

Wir sehen, dass in allen Fillen die gew{iinschte Rekursion gilt. O

1.7. Der Satz von Zaslavsky. Zum Abschluss dieses Abschnitts prasentieren wir den folgenden
Satz von Thomas Zaslavsky, mit dem man die Anzahl der (beschrinkten) Kammern von A €
Hyp(R") mithilfe des charakteristischen Polynoms bestimmen kann [14].

SATZ 1.51
Sei A € Hyp(R"). Dann gilt

Beweis. Sei zundchst A = @. Dann ist xp(t) = t". Weiter ist r(@) = 1 = b(?) und rk(®) = 0. Es
folgt (—1)"xp(~1) = (-=1)"(-1)" =1 =7r(?) und (-1)°xp(1) = 1 = b(2).

Die Funktionen 7(A) und (—1)"x4(1), sowie b(A) und (—1)*A)y (1) erfiillen also dieselben
Anfangsbedingungen. Wir zeigen, dass sie auch dieselben Rekursionen erfiillen.
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Mit Lemma 1.41 erhalten wir
(=D)"xa(=1) = (=1)"xa(=1) = (=1)"xar(=1) = (=1)"x (1) + (=1)" " xar(-1),
und mit Lemma 1.50 erhalten wir dieselbe Rekursion fiir r(A). (Es gilt ndmlich dim(A"”) = n —1.)
Also folgt r(A) = (=1)"x4(—1).
Sei nun rk(A) = rk(.A’). Wie im Beweis von Lemma 1.50 erhalten wir rk(A) = rk(A”) + 1, und
damit folgt aus Lemma 1.41, dass

(=)™ (1) = (1) 0 (1) + (=1)™ Ay 4 (1),
Nach Lemma 1.50 ist das dieselbe Rekursion wie fiir b(.A).
Es bleibt der Fall rk(A) = rk(A’) + 1. Nach Lemma 1.50 ist dann b(.A) = 0. Zudem ist £(A’) =
L(A"), sodass nach Definition x 4(1) = x4 (1) gilt. Mit Lemma 1.41 folgt x 4(1) = 0; also ist

b(A) = (=1)™ A x4(D). 0

BEISPIEL 1.52

Sei C(n) das Koordinatensystem aus Beispiel 1.5. In Beispiel 1.47 haben wir gesehen, dass
r(C(n)) = 2". Mit Satz 1.51 folgt das Ergebnis ebenfalls direkt. Aus Beispiel 1.33 wissen wir,
dass x¢(n)(t) = (t —1)" ist. Also gilt

BEISPIEL 1.53

Sei B(n) das Zopf-Arrangement aus Beispiel 1.6. In Beispiel 1.48 haben wir gesehen, dass
r(B(n)) = n!. Mit Satz 1.51 folgt das Ergebnis ebenfalls direkt. Aus Beispiel 1.34 wissen wir,

dass xp(u)(t) = Hf’;ol (t — 1) ist. Also gilt

r(B(n) = (~1) B0 g (<1)

BEISPIEL 1.54

Sei A das Hyperebenenarrangement aus Beispiel 1.7. In Abbildung 6 sehen wir, dass r(A) =
7und b(A) = 1. Das charakteristische Polynom von A ist nach Beispiel 1.35 gerade x 4(t) =
t3 — 3t2 + 3t. Es gilt dim(A) = 3 und rk(A) = 2. Also folgt x 4(1) = 1 = (—1)?b(A) und
xa(=1) = =7 = (=1)3r(A) wie gewiinscht.
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2. EIGENSCHAFTEN DER DURCHSCHNITTSORDNUNG

In diesem Abschnitt heben wir noch ein paar spezielle, verbandstheoretische Eigenschaften der
Durchschnittsordnung hervor.

2.1. Geometrische Verbinde. Zunichst wiederholen wir ein paar grundlegende Begriffe. Sei dazu
L = (L, <) ein endlicher Verband. Ein ATOM von L ist ein Element a € L fiir das 0 < a gilt, ein
KOATOM von L ist ein Element ¢ € L fiir das ¢ < 1 gilt.

DEFINITION 2.1

Ein endlicher, gradierter Verband (L, <) heifst
e ATOMAR, wenn sich jedes Element x € L als Supremum von Atomen darstellen
lasst;
e SUBMODULAR, wenn fiir alle x,y € L gilt, dass
rk(x) +rk(y) > rk(x Ay) +1k(x Vy);

e GEOMETRISCH, wenn er atomar und submodular ist.

Dabei ist in der Definition eines atomaren Verbandes das kleinste Element als Supremum tiber
die leere Menge zu verstehen.

PROPOSITION 2.2
Sei A € Hyp(R"). Jedes Intervall von £(.A) ist ein geometrischer Verband.

Beweis. Sei S € L(A). Nach Lemma 1.39 ist das Intervall [R",S] in £(.A) isomorph zu L(Ag).
Da Ajg ein zentrales Hyperebenenarrangement ist, gentigt es also, die Behauptung fiir zentrale
Arrangements zu zeigen.
Sei also A zentral. Nach Lemma 1.27 und Proposition 1.28 ist £(.A) ein gradierter Verband.
Weiterhin gilt fiir S € £L(.A), dass
S= (] H

HEASCH
also ist L(.A) atomar. Seien nun S1, S, € L(.A). Da A zentral ist, gilt S; N Sy # @, und nach Satz 0.6
gilt
dim(Sl) + dim(Sz) = dim(51 N 52) + dim(51 L Sz).
Nach Lemma 1.27 ist rk(S;) = codim(S;) fiiri € [2]. In £L(A) gilt S;V Sy = S1NSyund S1 A Sy D
51U S,. Also folgt
1'1((51) + I'k(Sz) > I‘k(Sl V 52) + I'k(Sl A 52).

Damit ist £(A) submodular, und die Behauptung folgt. O

Wir haben bereits in vorhergehenden Beispielen gesehen, dass die Koeffizienten des charakte-

ristischen Polynoms eines Hyperebenenarrangements stets alternierende Vorzeichen haben. Das
ist kein Zufall, und folgt aus der folgenden Eigenschaft geometrischer Verbande.

SATZ 2.3

Sei L = (L, <) ein geometrischer Verband und seien x,y € L mit x < y. Dann ist
(—1) W O (x,y) > 0.
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Beweis. Zunichst bemerken wir, dass jedes Intervall eines geometrischen Verbandes selbst wieder
ein geometrischer Verband ist, sieche Ubung U8. Es geniigt also den Fall x = 0 und y = 1 zu
betrachten, und wir verwenden Induktion tiber rk(1), den RANG von L.

Wenn rk(1) = 1, dannist L = {0, 1} und es folgt 1(0,1) = —1.

Sei also rk(1) = n > 2, und nehmen wir an, dass die Behauptung fiir alle geometrischen
Verbénde vom Rang < 7 gilt. Wéhle ein Atom a € L und sei x € L so, dass a V x = 1. Wenn
a < x, dann ist notwendigerweise x = 1. Wenn a £ x ist, dann ist x < i, und es folgt aus der
Submodularitit von £, dass

n>rk(x) >rk(aVx)+rk(aAx)—rk(a) =n+0—-1
Also ist rk(x) = n — 1, und damit gilt x < 1. Mit Satz 0.15 folgt
0=} pO0x)=p0D)+ } pOx)

xVa=1 agx<i

Da #L > 2 ist insbesondere a # 1. Da £ atomar ist, gibt es mindestens ein von a verschiedenes
Atom, woraus folgt, dass die Menge {x € L | a £ x < 1} nicht-leer ist.

Nach Induktionsvoraussetzung ist (—1)"~1u(0,x) > 0 fiir alle x € L mit x < 1. Insbesondere
giltalso firr = ¥ . 4 1(0,x), dass (—1)"~1r > 0. Es folgt #(0,1) = —r, und damit auch die
Behauptung. g

KOROLLAR 2.4

Sei A € Hyp(RR") mit rk(A) = n. Die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms von
A haben strikt alternierende Vorzeichen. In anderen Worten, wenn

xa(t) = ant" + I/ln_ltn_l +---+ag
ist, dann gilt (—1)""a; > 0 fiir 0 < i < n.

Beweis. Die Behauptung folgt mit Proposition 2.2 und Satz 2.3. O

Zum Abschluss dieses Abschnitts sei angemerkt, dass geometrische Verbdnde in einem wesent-
lich allgemeineren Rahmen vorkommen, den wir hier aber nicht ndher betrachten wollen.

Sei S eine endliche Menge, und sei Z C o(S) eine Familie von Teilmengen von S. Dann ist das
Paar M = (S,7) ein MATROID, wenn gilt

o T #£Q.
e Wenn ] € Zund I C J,dannistauch I € 7.
e Wenn I,] € Z mit#I < #] sind, dann gibtes x € J\ I, sodass I U {x} € Z.

Dann heiflen die Elemente von Z die UNABHANGIGEN MENGEN von M. Die genannten Axiome
verallgemeinern lineare Unabhéngigkeit in Vektorrdumen. Tatsdchlich bildet jeder Vektorraum,
zusammen mit der Menge aller linear unabhéngigen Teilmengen ein (moglicherweise unendliches)
Matroid.

Matroide lassen sich dquivalent mit Hilfe eines Hiillenoperators auf S und einer Rangfunktion
definieren. Die Menge aller abgeschlossenen Mengen dieses Hiillenoperators unter Inklusion bil-
det einen Verband, den HULLENVERBAND von M, den wir mit £(M) bezeichnen. Insbesondere
ist £(M) geometrisch, und jeder geometrische Verband entsteht auf diese Weise, sieche Ubung U18.
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Aus einem zentralen Hyperebenenarrangement A € Hyp(IR") lidsst sich ein Matroid M 4 defi-
nieren, dessen unabhédngige Mengen gerade die Teilmengen linear unabhingiger Hyperbenen von
A sind. Insbesondere ist £(.A) = £(M 4). Siehe Ubung U19.

2.2. Modulare Elemente. In einigen Fillen erlaubt das charakteristische Polynom von .4 € Hyp(R")
eine schone Faktorisierung.
LEMMA 2.5
Sei £ = (L, <) ein Verband. Fiir x,y,z € L mit x < y gilt
xV(zAy) < (xVz)Ay.

Beweis. Offenbar ist x < x V z, und da x < y angenommen wurde, folgt x < (x Vz) Ay.
WeiteristzAy <z<xVzundzAy <y,sodasszAy < (xVz) Ay folgt.
Wir schlussfolgern x V (z Ay) < (x Vz) Ay. O

DEFINITION 2.6
Sei £ = (L, <) ein geometrischer Verband mit Rangfunktion rk. Ein Element x € L heifSt
MODULAR, wenn fiir alle y € L gilt, dass

rk(x) +rk(y) = rk(x Ay) + rk(x Vy).
Wenn alle x € L modular sind, dann heifst £ MODULAR.

LEMMA 2.7
Sei L ein geometrischer Verband. Alle Atome von £ sind modular, und das gleiche gilt fiir
0und 1.

Beweis. Die Behauptung fiir 0 und 1 folgt unmittelbar. Sei also a € L ein Atom von £, und sei
y € L. Wenn a < y, dann folgt die Behauptung wieder unmittelbar. Wenn a £ y, dannista Ay =0
und y < a V y. Es folgt die gewtiinschte Beziehung aus der Submodularitit von L:

rk(y) <rk(aVy) <rk(a)+rk(y) —rk(a Ay) = rk(y) + 1.

LEMMA 2.8
Sei L = (L, <) ein geometrischer Verband, und sei x € L modular. Wenny € L mity < x
modular in [0, x] ist, dann ist es auch modular in L.

Beweis. Wir wahlen z € L beliebig. Aus der Modularitédt von x folgt zunéchst
rk(x) +rk(z) = rk(x A z) + rk(x V z),
tk(y V z) + rk(x) = rk((y V z) A x) +rk(x V z).
Weiter ist x A z < x, sodass die Modularitit von y in [0, x]

tk(y) +rk(zAx) =rk(y Az) +1k(y V (z A x))
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impliziert. Aus diesen Beziehungen folgt:
(1) rk(y) +rk(z) = tk(y A z) +rk(y Vz) +k(y vV (z A x)) —rk((y Vz) Ax).
Da £ submodular ist, gilt dann
rk(y Az) +rk(y Vz) < rk(y) +rk(z)
=rk(yAz)+rk(yVz)+rk(yV (zAx)) —rk((y Vz) Ax),
woraus
rk((yVz)Ax) <tk(yV(zAx)),
folgt. Mit Lemma 2.5 folgt Gleichheit, sodass (1) die Modularitit von y in £ zeigt. O

Fiir den néichsten Satz benotigen wir das charakteristische Polynom eines geometrischen Ver-
bandes £ = (L, <), das wie folgt definiert ist:

xe(t) = Y (0, x) kO -rk),
xelL

Sei A € Hyp(R") zentral und essentiell. Nach Proposition 2.2 ist £(.A) ein geometrischer Verband,
und es gilt x4(t) = x£(4)(t). Modulare Elemente ermdglichen eine Faktorisierung des charakte-
ristischen Polynom:s.

SATZ 2.9
Sei £ = (L, <) ein geometrischer Verband mit rk(£) = n, und sei z € L modular. Dann gilt

Xﬁ(t) = X[O,Z](t) ( Z F(G,y)t”rk(y)rk(z)) .

y€L:ynz=0

Beweis. Seien v,y € Lmitv <zundy Az =0.
Offenbar ist z A (vV y) > v. Da z modular ist, folgt

tk(z A (vVy)) =1k(z) + k(v Vy) —rk(zVy)
= rk(z) + rk(v Vy) — (rk(z) +rk(y) —rk(z A y))
=0
=rk(vVy) —1k(y)
< rk(v) — k(v A y)

———
=0

= rk(v).
Also folgt z A (v V y) = v. Insbesondere ist die markierte Ungleichung (die aus der Submodularitét

folgt) eine Gleichung. Es folgt rk(v V y) = rk(v) + rk(y).
Nach Satz 0.16 gilt

@) ZM(OIX)XZ< Y u(ﬁ,v)v>( Y u(@y)y)~

x€L veL:v<z yeL:y/\z:@
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Fiir geeignete x € L erhalten wir also die Beziehung

pOx)x=3  u00)u0ypoy.
veL:v<z
yeLynz=0
vVy=x
Nehmen wir nun folgende Substitutionen in (2) vor:
(0, x)x — pu(0, x)t" k=),
1(0,v)0 — u(0, v)trk(z)ﬁk(v),

ﬂ(O,y)y — y(@,y) pr—rk(y)—rk(z)
Nach der Voriiberlegung gilt
prk(z)—rk(o) pn—rk(y) =rk(z) _ pn—(rk(v)+1k(y)) — pn—rk(ovy) _ pn—rk(vy)

also bleibt (2) unter dieser Substitution erhalten. Es gilt demnach
Xﬁ Z ‘Z/l 0 x t}’l rk(x)

x€eL

:< Z V(O,v)trk(z)—rk(v)> ( Z ‘u(()’y)tn—rk(y)—rk(z))

veL:v<z yGL:y/\ZzO

= Xpal() ( )y V(O,y)t”—ny)—rk(z)) '

y€EL:yAz=0

Es gilt das folgende Korollar.
KOROLLAR 2.10
Sei A € Hyp(R") zentral und essentiell. Fiir H € A gilt
xAa)=(t-1) Z u(R", S tdlm()

SeL(A)
SZH

Beweis. Da A zentral ist, ist £(.A) nach Proposition 2.2 ein geometrischer Verband, und H ist ein
Atom. Nach Lemma 2.7 ist H modular. Das Interval [R", H] ist eine zweielementige Kette, deren
charakteristisches Polynom gerade t — 1 ist. Die Behauptung folgt dann mit Satz 2.9. O

Wir haben in Satz 2.9 gesehen, wir das charakteristische Polynom eines geometrischen Verbands
L bzgl. eines modularen Elements faktorisieren kénnen. Wenn £ geniigend modulare Elemente
besitzt, konnen wir das charakteristische Polynom sogar komplett in Linearfaktoren zerlegen.
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DEFINITION 2.11

Ein geometrischer Verband £ = (L, <) heifst UBERAUFLOSBAR, wenn es eine MODULARE
KETTE gibt, d.h. eine maximale Kette, die komplett aus modularen Elementen besteht.

Ein zentrales Hyperebenenarrangement heifst UBERAUFLOSBAR, wenn die zugehorige

Durchschnittsordnung ein tiberauflosbarer Verband ist.

LEMMA 2.12
Seien L1, Ly, -+ , L geometrische Verbdnde, und sei £ = £ X £5 X - -+ X L. Dann ist £

genau dann tiberauflosbar, wenn fiir alle i € [k| der Verband L; tiberaufldsbar ist.

Beweis. Es geniigt die Behauptung fiir k = 2 zu zeigen. Seien £1 = (L1, <1) und £, = (L, <3),
sowie L = (L, <). Weiter seien rky, rkp, und rk die Rangfunktionen von L1, £, und £. Dann gilt
rk(x,y) =rky(x) + rky(y) furallex € Ly und y € L.
Seiennun x € L1 und y € L, modular. Nach Definition gilt fiir alleu € L; und v € Ly:
rk(x,y) +rk(u,v) = rkl( )+ rkq (1) + rka(y) + rka(v)
Ky (x A1 u) 4 rky(x Vq u) 4+ rko(y A v) + 1k (v Vo2 0)
tk((x A1,y A2 ) +rk((x V1 1,y Vo v))
= rk(( y) A (u,0)) +1k((x,y) V (1,0)).

Alsoist (x,y) € L modular. Die umgekehrte Behauptung folgt analog.
Seinun (x1,y1) < (xz, Y2) <---<(xr,ys) eine modulare Kette von £. Dannsind x; < xp < --- <

xrundyp <yp < oo <y modulare Ketten von £ und £,. Die umgekehrte Behauptung folgt

analog. O

Wir erhalten die folgende Konsequenz von Satz 2.9.

SATZ 2.13
Sei £ = (L, <) ein iiberauflosbarer Verband mit rk(£) = n mit modularer Kette 0 = xo <
x| <+ < x, = 1. Es bezeichne A die Menge der Atome von £, und es seien fiir i € [n]

ee=#HaecAla<x,aLxiq}

die EXPONENTEN von £. Dann gilt
xe(t) = (t—e)(t—ea) -~ (t —en).

Beweis. Da x,_1 modular ist, gilt fiir alle y € L, dass y A x,_1 = 0 genau dann gilt, wenny € A
und y £ x,,_1, oder y = 0. Mit Satz 2.9 folgt dann

Xﬁ(”—?q@,xnl](f)( X V(@,y)tl‘rk(”)

yEL:yAx, 1=0
= X[O,Xn,l] (t) (t - en) .
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Nach Ubung U8 ist das Intervall [0, x,,_;] wieder ein geometrischer Verband, und es ist leicht zu
zeigen, dass die x; auch in [0, x,_1] modular sind. Mit Induktion kénnen wir also X[0,x, ;) (t) kom-
plett faktorisieren, und erhalten die Behauptung. (Wir bemerken dabei, dass die Exponenten von
[0, x,_1] mitey,e,...,e,_q libereinstimmen.) O

BEISPIEL 2.14

Sei C(n) das Koordinatenarrangement aus Beispiel 1.5. Nach Beispiel 1.29 L(C(n)
der Boolesche Verband mit 2" Elementen ist, ist jedes Element modular. Sei C(n) =
{Hy, Ha, ..., Hy,} fiir eine beliebige Ordnung der Koordinatenebenen, und sei S; = H; N
HyN---NH;. Dannist Sy C S1 C --- € S, eine modulare Kette in £(C(n)). Offenbar gilt
H D S;und H 2 S;_1 genau dann, wenn H = Hj; alsoiste; = ey = -+ = ¢, = 1. Satz 2.13
impliziert dann

Xew)(t) = (¢ =1)",

in Ubereinstimmung mit Beispiel 1.33.

BEISPIEL 2.15

Sei B(n) das Zopf-Arrangement aus Beispiel 1.6. Nach Beispiel 1.30 ist £(B(n)) der Ver-
band der Mengenpartitionen von [n]. Sei x € I, eine Mengenpartition. Es ist x genau dann
modular, wenn x hochstens einen Block mit mehr als einem Element besitzt.

Es bezeichne dazu bl(x) die Anzahl der Blocke von x. Wenn bl(x) = n ist, dann ist x die
diskrete Partition, und damit trivialerweise modular. Es habe nun x genau einen Block A
mit » > 1 Elementen. Also ist bl(x) = n —r + 1, und da rk(x) = n —bl(x) gilt, folgt
rk(x) = r — 1. Seiy € II, mit bl(y) = k, und sei j die Anzahl der Blocke von y, die A
schneiden. Dann istbl(x Ay) = j+ (n —r) und bl(x Vy) = k — j + 1. Also gilt
rk(x)+rk(y) =r—1+n—k=n—(j+n—r)+n—(k—j+1) =rk(xAy)+rk(xVy),
und damit ist x modular.

Sei nun x = {Bq, By, ..., By} € I, mit #B; > 1 und #B, > 1. Wahle b; € By und b, € B,.
Betrachte die Partition

y = {(Bi\{b1}) U{b2}, (B2\ {b2}) U{b1}, Bs,..., By}
Dann ist rk(x) = n — k = rk(y), und es gilt
x Ay = {B1\{b1}, B2\ {b2},{b1}, {b2}, B3, ..., B},
xVy = {BlUBz,B3,...,Bk},
mitrk(x A\y) =n—k —2und rk(x Vy) = n — k+ 1. Also ist x nicht modular.

Setze So = R" und S; = H(d12) N H(d3) N -+ NH(&;;41) firi € [n—1]. Dann ist Sy C
S1 C --+ C S,_1 eine modulare Kette in £(B(n)). Offenbar gilt fiir i > 1, dass H 2 S; und
H 2 S;_1 genau dann gilt, wenn H = H(dy ;1) fiir k € [i]; also ist ¢; = i. Da B(3) nicht
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essentiell ist, folgt aus U9 und Satz 2.13:

|
—_

n

xs(t) =t [(t=1),

i

Il
—_

in Ubereinstimmung mit Beispiel 1.34.

Mit Hilfe von Satz 2.13 kénnen wir also die charakteristischen Polynome von essentiellen, tiber-
auflosbaren Arrangements bestimmen. Im Falle von nicht-essentiellen, tiberauflosbaren Arran-
gements muss das charakteristische Polynom des Durchschnittsverbandes noch um den Faktor
tdim(A)=rk(A) korrigiert werden.
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3. GRAPHISCHE ARRANGEMENTS

In diesem Abschnitt wollen wir einen engen Zusammenhang zwischen gewissen Invarianten
eines Graphen und Hyperebenenarrangements beschreiben. Die dabei auftauchenden graphischen
Arrangements wurden zuerst von C. Greene eingefiihrt [6].

DEFINITION 3.1

Sei G = (V, E) ein (einfacher, ungerichteter) Graph mit V = [n]. Das GRAPHISCHE ARRAN-
GEMENT von G ist

def

Ac = {Ho(&;;) | {i,j} € E},

.o def o o .
wobei &; ; =7 — ¢j ist.

Wenn G = K, der vollstindige Graph auf n Knoten ist, gilt offenbar Ax, = B(n). Also ist Ag
im allgemeinen einfach ein Unterarrangement von B(1n), und damit immer zentral.

DEFINITION 3.2

Sei G = (V,E) ein (einfacher, ungerichteter) Graph mit V = [n]. Eine KNOTENFARBUNG
von G ist eine Abbildung « : V' — IN.;. Eine Knotenfarbung heiflt ZULASSIG, wenn (i) #
«(j) fur {i,j} € E.

Fiir t > 0 bezeichnen wir mit x(t) die Anzahl aller zuldssigen Knotenfarbungen von G mit
Farben in [t], und nennen xg(#) das CHROMATISCHE POLYNOM von G.

BEISPIEL 3.3
Sei G = Kj, der vollstindige Graph auf n Knoten. Dann ist

n—1

xk, () =TT (t=1),

i=0
denn wir haben t Moglichkeiten den ersten Knoten einzufédrben, t — 1 Moglichkeiten, den
zweiten Knoten einzufarben, und so weiter.

Wir bemerken, dass nicht nur Ak, = B(n) gilt, sondern auch xk, (t) = xp(u)(t). Das ist kein
Zufall, wie wir spiter sehen werden. Zunédchst miissen wir aber noch den Namen “chromatisches
Polynom” von x¢(t) rechtfertigen.

LEMMA 3.4
Sei G = (V, E) ein (einfacher, ungerichteter) Graph. Dann ist x(t) ein Polynom vom Grad
n.

Beweis. Sei V = [n], und sei t € IN. Fiir i < t bezeichne ¢;(G) die Anzahl aller zuldssigen Kno-
tenfarbungen von G mit exakt i Farben. Dann ist die Anzahl aller moglichen Kantenfdarbungen von
G gerade

)= 1 (;)alo)
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Da (}) ein Polynom in  ist, gilt dasselbe fiir x (t). Weiterhin ist e,(G) = 1!, da jede Knotenfarbung
mit genau n Farben zuléssig ist. Somit ist der Grad von x(t) gerade n. O

DEFINITION 3.5

Sei G = (V, E) ein (einfacher, ungerichteter) Graph. Eine ZUSAMMENHANGENDE PARTITI-
ON von G ist eine Mengenpartition {By, By, ..., Bs} von V sodass die Einschrankung G p,
fir alle i € [s] zusammenhingend ist. Die Menge aller zusammenhéngenden Partitionen
von G unter dualer Verfeinerungsordung ist der BINDUNGSVERBAND von G.

Wir bezeichnen den Bindungsverband von G mit £(G). Offenbar hat £(G) ein kleinstes Element
(die triviale Partition), und ein grofites Element (die Partition, deren Blocke den Zusammenhangs-
komponenten von G entsprechen).

LEMMA 3.6
Sei G = (V, E) ein (einfacher, ungerichteter) Graph. Dann ist £(G) = L(Ag).

Beweis. Sei V = [n] und sei Ag das graphische Arrangement zu G.

Wiahle F C E und betrachte S = N j1cr Ho(@; ;). Nach Definition ist ¥ = (xq,%2,...,X4) € S
genau dann, wenn aus {i,j} € F stets x; = x; folgt. Die Zusammenhangskomponenten des Spann-
graphen Gr von G bilden dann eine zusammenhéngende Partition von G. (Der Spanngraph Gr
entsteht als kanteninduzierter Untergraph von G. Wenn die so entstehende Knotenmenge eine
echte Teilmenge von V ist, fiigen wir die iibrigen Knoten als einelementige Zusammenhangskom-
ponenten zu Gr hinzu.)

Sei umgekehrt x = {By, By, ..., Bs} eine zusammenhéngende Partition. Dann ist

Sx = {(x1,x2,...,xu) | i,j € By, fiir m € [s] impliziert x; = x;}

ein Durchschnitt von Hyperebenen. Also sind die Mengen £(Ag) und £(G) in Bijektion. Die
Uberpriifung, dass unter dieser Bijektion D in <4, {iberfiihrt wird, ist Routine. ]

BEISPIEL 3.7
Sei G der folgende Graph.

1 3 4 5

Das zugehorige graphische Arrangement ist

Ac = {Ho(@1,), Ho(81,3), Ho(@2,3), Ho(@3,4), Ho(#45) }-
Der Bindungsverband von G ist in Abbildung 17 dargestellt.
Zur Bestimmung des chromatischen Polynoms von G stellen wir fest, dass wir t
Moglichkeiten haben, den Knoten 1 einzufdrben, womit t — 1 Moglichkeiten fiir Knoten
2 und t — 2 Moglichkeiten fiir Knoten 3 bleiben. Die Knoten 4 und 5 kénnen mit je ¢ — 1
Farben gefarbt werden. Also folgt

xc(t) =t(t—1)3(t—2) =t — 564+ 983 — 12 4 2t.
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ABBILDUNG 17. Der Bindungsverband des Graphen aus Beispiel 3.7.

Wir koénnen auch x 4. (t) mithilfe des in Abbildung 17 dargestellten Bindungsverbandes
bestimmen, und sehen, dass wir dasselbe Polynom erhalten.

SATZ 3.8
Sei G = (V, E) ein (einfacher, ungerichteter) Graph. Dann gilt x(t) = x4, (t).

Beweis. Sei V. = [n] und sei x € L(G). Fur t € N, bezeichnen wir mit yx(t) die Anzahl der
Knotenfarbungen « : [n] — [t] von G mit folgenden Eigenschaften.

e Wenn i, j im gleichen Block von x liegen, dann ist x (i) = x(j).
e Wenn i, j nicht im gleichen Block von x liegen, aber {i,j} € E gilt, dann ist «(i) # «(j).

Der Einfachheit halber identifizieren wir x mit dem Teilgraphen von G, dessen Zusammenhangs-
komponenten von x induziert werden.

Wenn « : [n] — [t] eine beliebige Knotenfirbung von G ist, dann gibt es eine eindeutige zusam-
menhingende Partition y € £(G) sodass x von xy(t) gezédhlt wird. (Die Blocke von y sind durch
die Mengen

{i € [n]|esgibtje [n] mit {i,j} € Eund x(i) = x(j)}

gegeben). AuBerdem ist k¥ konstant auf den Blocken von x € £(G) genau dann, wenn x <gyef y.

Habe nun x € £(G) genau k Blocke. Die Anzahl aller Abbildungen f : [k] — [t] ist offenbar
t*. Jede solche Abbildung entspricht aber auch einer Knotenfirbung vony € £(G) mit x <gyef y-
(Wenn bspw. f(i) = f(j) fiir genau zwei i,j € [k] miti # j gilt, dann betrachte die Partition x’,
die durch Vereinigung des i-ten und j-ten Block von x entsteht. Wenn x’ € £(G), dann wird f
von X (t) gezdhlt. Andernfalls gibt es keine Kanten zwischen den Knoten des i-ten und des j-ten
Blocks von x. In diesem Fall wird f von xx(t) gezéhlt.)
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Wenn bl(x) = k die Anzahl der Blocke von x beschreibt, gilt also
tbl(x) — 2 Xy(t)'

X<drefy

Mit Mobius-Inversion in £(G) erhalten wir

()= Y uluy)o.
XZdrefy
Sei Sx € L(.Ag) das Bild von x unter der Bijektion von Lemma 3.6. Dann ist offenbar dim(Sx) =
bl(x). Weiterhin bezeichne 0 die triviale Partition in 7 Blocke. Nach Definition ist xo(t) = xg(t),
sodass mit Lemma 3.6 folgt:

xo()= Y p(0x)PM™ = Y (R, $)H™E) = x4 (1)
x€L(G) SEL(Ag)

O

Das chromatische Polynom eines Graphen erfiillt eine dhnliche Rekursion wie Lemma 1.41.
Satz 3.8 ldsst sich mit Hilfe dieser Beziehung auch recht leicht beweisen.

Nun verwenden wir die Beziehung zwischen Graphen und Arrangements von Hyperebenen,
um die Anzahl der azyklischen Orientierungen eines einfachen, ungerichteten Graphen zu be-
stimmen.

DEFINITION 3.9

Sei G = (V,E) ein (einfacher, ungerichteter) Graph. Eine ORIENTIERUNG o von G ist eine
Zuordnung einer Richtung i — j oder j — i zu jeder Kante (i,j) € E. Ein GERICHTETER
ZYKLUS von o ist eine Folge von Knoten iy, iy, ...,i; sodass ig — iy — -+ — is — ip. Eine
Orientierung heifst AZYKLISCH, wenn sie keine gerichteten Zyklen besitzt.

Offensichtlich besitzt ein einfacher, ungerichteter Graph mit m Kanten genau 2" Orientierungen.
Sei AO(G) die Menge aller azyklischen Orientierungen von G.

PROPOSITION 3.10

Sei G = (V,E) ein (einfacher, ungerichteter) Graph. Es existiert eine explizite Bijektion von
R(Ag) nach AO(G).

Beweis. Sei R € R(Ag), und sei (x1,x,...,%,) € R. Damit haben wir fiir jede Kante {i,j} € E
festgelegt, ob x; < x; oder x; < x; gilt. So erhalten wir eine Orientierung og von G, in der i — j
genau dann gilt, wenn x; < x;. Offenbar ist diese Zuordnung injektiv.

Angenommen op besitzt einen gerichteten Zyklus iy < i < -+ < is < ip. Dann miisste
(x1,X2,...,%1) € R die Beziehung x;, < x;;, < --- < x;; < xj, erfiillen, was offenbar ein Wi-
derspruch ist.

Umgekehrt sei 0 € AO(G). Wenn wir an einem beliebigen Knoten beginnen, und immer den
gerichteten Kanten folgen, konnen wir keinen Knoten zweimal besuchen. (Andernfalls hétten wir
einen gerichteten Zyklus in o gefunden.) Da V endlich ist, landen wir irgendwann bei einem Kno-
ten vy, der keine ausgehenden Kanten besitzt. Wenn wir diesen Knoten aus o entfernen, ist die
tibrige Orientierung immer noch azyklisch, sodass wir eine Senke v,,_; finden kénnen. Wenn wir
diesen Prozess weiterfiihren, erhalten wir eine Ordnung v; < v, < -+ < v, von [n]. (Derart, dass
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ABBILDUNG 18. Die Kammern von 5(3) entsprechen den azyklischen Orientie-
rungen des K3.

v; eine Senke der Einschrinkung von o auf v1,v,...,v; ist.) Die Kammer R € R(Ag), die alle
Vektoren (x1,xp,...,x;) der Form x,; < xy, < -+ < Xy, enthilt, erfiillt offenbar og = o. O

Die im zweiten Teil des Beweises von Proposition 3.10 konstruierte Ordnung v < v < -+ < vy
ist im Wesentlichen eine lineare Erweiterung des reflexiven, transitiven Abschlusses von o.

Wir schlussfolgern das folgende, vielleicht etwas {iberraschende Ergebnis von Richard Stanley.
Der Beweis durch Hyperebenenarrangements geht auf [7, Abschnitt 7] zurick.

KOROLLAR 3.11: [12, Korollar 1.3]
Sei G = (V, E) ein (einfacher, ungerichteter) Graph. Dann gilt #40(G) = (—1)* x5 (-1).

Beweis. Die Behauptung folgt aus den Sétzen 1.51, 3.8 und Proposition 3.10. O

BEISPIEL 3.12

Betrachten wir erneut den Graphen G aus Beispiel 3.7. Dieser hat fiinf Kanten, also gibt es
25 = 32 Orientierungen. Es gibt zwei Moglichkeiten, einen gerichteten Zyklus zu erzeugen,
namlichl -2 =3 — 1und 1 — 3 — 2 — 1. Es bleiben je zwei Kanten {ibrig, die beliebig
orientiert werden konnen. Also ist #40(G) = 32 —2-4 = 24. Das konnen wir mit dem
chromatischen Polynom und Korollar 3.11 verifizieren, denn es gilt

(~1Pxe(-1) = (~1)((=1)° = 5(=1)* + 9(-1)® - 7(-1)* +2(-1))

:(—1)(—1—5—9—7—2)
=24,

BEISPIEL 3.13

Sei G = Kj3. Dann ist Ak, isomorph zu B(3). Abbildung 18 zeigt die Kammern von 53(3),
die mit den entsprechenden azyklischen Orientierungen des K3 indiziert sind.
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Wir haben in Beispiel 2.15 gesehen, dass das Zopf-Arrangement B(n) iiberauflgsbar ist, und
nach Definition 3.1 ist jedes graphische Arrangement ein Unterarrangement von B(n). Daher ist es
nur naheliegend zu fragen, welche graphischen Arrangements noch tiberauflésbar sind.

Fiir einen Graphen G = (V, E), und einen Knoten v € V, sei G \ {v} der von V \ {v} induzierte
Teilgraph von G.

DEFINITION 3.14

Ein Graph G = (V, E) heifit DOPPELT ZUSAMMENHANGEND, wenn sowohl G als auch G \
{v} fiir alle v € V zusammenhingend sind. Eine SEKTION von G ist ein maximaler, doppelt
zusammenhéangender Teilgraph von G.

Offenbar schneiden sich je zwei Sektionen von G in hochstens einem Knoten.

BEISPIEL 3.15

Der Graph aus Beispiel 3.7 ist nicht doppelt zusammenhéngend, da er nach Entfernen eines
der Knoten 3 oder 4 nicht mehr zusammenhéingend ist. Seine Sektionen sind {1,2,3}, {3,4},

{4,5}.

LEMMA 3.16
Sei G = (V, E) ein Graph, dessen Sektionen mit By, By, . . ., By bezeichnet sind. Dann gilt
L(G) = L(By) x L(By) x - -+ x L(By).

Beweis. Seix € £(G) mit x = {Cy,Cy,...,Cs}. Dann ist C; N B; entweder zusammenhéngend oder
leer, und die nicht-leeren Durchschnitte induzieren ein (eindeutiges) Element aus £(B;) x £(By) X
-+« X L(By).

Sei umgekehrt (x1,x2,...,xx) € L(B1) x L(By) x - -+ x L(By). Nach Voraussetzung sind die
Grundmengen von x; und X; Sektionen von G; schneiden sich also in hochstens einem Element.
Jedes Element von V liegt also in héchstens einem Block von x; fiir alle i € [k]. Alle solchen Blocke
werden zu einem Block einer zusammenhidngenden Partition von G vereinigt. Wenn wir dieses
Verfahren auf alle Elemente von V anwenden erhalten wir eine eindeutige zusammenhéangenden
Partition von G.

Wir haben also eine Bijektion von £(G) nach £(By) x £(B,) x - -+ x L(By) gefunden. Die Uber-
priifung, dass diese Bijektion sogar ein Verbandsisomorphismus ist, ist Routine. 0

Nach Lemmas 2.12 und 3.16 kénnen wir zur Beantwortung der Frage, wann ein graphisches
Arrangement {iberauflosbar ist, also annehmen, dass der zugrundeliegende Graph doppelt zu-
sammenhéngend ist.

Fiir v € V bezeichne

def

N(v) = {we V| {v,w} € E}

die NACHBARSCHAFT von o.
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PROPOSITION 3.17

Sei G = (V, E) ein doppelt zusammenhéngender (einfacher, ungerichteter) Graph. Ein Ko-
atom x € £(G) ist genau dann modular, wenn x = {{v},V \ {v}} ist, sodass N(v) eine
Clique bildet.

Beweis. Sei x ein Koatom in £(G). Dann ist x = {A, B}.

Seien zundchst #4 > 1 und #B > 1. Da G doppelt zusammenhé&ngend ist, gibt es Knoten u,v €
Aund u/,v' € B, sodass {u,u’'} € Eund {v,v'} € E sind. Da G einfach ist, muss also auch u # u’
und v # ¢’ gelten. Da A und B zusammenhingend sind, gilt dasselbe fiir A’ = (A \ {v}) U {u'}
und B’ = (B\ {v/})U{v}. Alsoisty = {A’,B'} € L(G). Es gilt rk(x) = n — 2 = rk(y), sowie
rk(xVy)=n—1lundrk(xAy) =n—4,da

xAy = {A\{o}, B\ {u'}, {v}, {u'}}.
Also ist x nicht modular.

Sei nun #A = 1, also A = {v}. Nehmen wir zunéchst an, dass es Knoten x,y € V \ {v} gibt
mit {v,x} € Eund {v,y} € E, aber {x,y} ¢ E. Betrachte y € £(G), mit der Eigenschaft, dass
der einzige Block von y, der aus mehr als einem Element besteht, gerade {v, x,y} ist. Dann ist
rk(x) =n—2,rk(y) =2, und rk(x Vy) = n — 1 und rk(x A y) = 0. Also ist x nicht modular.

Es bleibt der Fall, dass fiir alle x,y € V' \ {v} mit {v,x} € Eund {v,y} € E auch {x,y} € E
gilt. Sei dazu y € £(G), und sei B’ € y der Block von y, der v enthilt. Wenn #B’ = 1, dann ist
¥ <dref X und die Modularitdtsbedingung ist automatisch erfiillt. Sei nun #B’ = r > 1. Dann ist
rk(x Ay) = rk(y) — 1, und es gilt

rk(x Ay) +rk(xVy) =rk(y) —1+n—1=rk(y) +n—2=rk(y) + rk(x).

DEFINITION 3.18

Ein (einfacher, ungerichteter) Graph G = (V, E) heifst TRIANGULIERT, wenn es eine Ord-
nung v1, vy, ..., v, seiner Knoten gibt, sodass folgende Bedingung gilt:

Firallei < k,j < k mit {'Ui, Z)k} € E, {'U]', Uk} € E, fOlgt {ZJZ', Z)]} € E.

BEISPIEL 3.19
Es sei G der Kreis der Lange vier, dessen Knoten wie folgt beschriftet sind.
d c

[]

d b

Es gibt 24 mogliche Anordnungen von V = {a,b, c,d}, aber keine erfiillt die Bedingung aus
Definition 3.18. Sei beispielsweise 2 das maximale Element in einer solchen Ordnung. Dann
iststets b < aund d < a, wobei {a,b},{a,d} € E, aber {b,d} ¢ E. Die tibrigen Fille folgen
analog.
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ABBILDUNG 19. Der Bindungsverband eines Kreises der Lange vier.

Abbildung 19 zeigt den Bindungsverband von G. Nach Proposition 3.17 ist keines der Ko-
atome modular, also ist der Bindungsverband nicht tiberauflosbar.

Wir haben also gesehen, dass ein Kreis der Lange > 4 nicht trianguliert ist. Insbesondere ist ein
Graph genau dann trianguliert, wenn jeder induzierte Kreis ein Dreieck ist.

LEMMA 3.20

Sei G = (V, E) ein triangulierter Graph unter der Ordnung vy, v, ...,v,. Wenn G doppelt
zusammenhingend ist, dann gilt das auch fiir G \ {vy, }.

Beweis. Sei G' = G\ {v, }. Nach Voraussetzung ist G’ zusammenhingend. Wihle einen beliebigen
Knoten v; von G'.

Wenn v; nur einen Nachbarn hat, dann ist G’ \ {v;} trivialerweise zusammenhangend.

Habe also v; mindestens zwei Nachbarn vy und v;. Da G \ {v;} zusammenhiangend ist, gibt es
Wege von vy zu v, und von v; zu v,. Seien v} und v) die jeweils letzten von v, verschiedenen
Knoten auf so einem Weg. Nach Voraussetzung ist {v}, v} € E. Insbesondere existiert ein Weg von
v nach v in G’ \ {v;}. Somit ist G’ \ {v;} zusammenhangend.

Es folgt, dass G’ doppelt zusammenhingend ist. g

SATZ 3.21

Sei G = (V,E) ein (einfacher, ungerichteter) Graph. Das graphische Arrangement A ist
genau dann tiberauflosbar, wenn G trianguliert ist.

Beweis. Wie bereits angemerkt, gentigt es den Fall, dass G doppelt zusammenhdngend ist, zu be-
trachten.

Sei zundchst G ein triangulierter Graph unter der Ordnung vy,vy,...,v,. Definiere x,_1 =
{{v1,v2,...,v4-1},{vn}}. Da G trianguliert ist, folgt mit Proposition 3.17, dass x,_1 ein modu-
lares Koatom von £(G) ist. Offenbar ist G \ {v, } immer noch trianguliert, und nach Lemma 3.20
auch doppelt zusammenhéngend. Also ist X, _, = {{v1,02,...,0,-2}, {v,_1}} ein modulares Ko-
atom von £(G \ {v,}). Nach Lemma 2.8 ist x,_» = {{v1,v2,..., 042}, {vy_1}, {vs}} modular in
L(G). Wiederholte Anwendung dieses Vorgehens liefert eine modulare Kette in £(G), also ist Ag
nach Satz 3.8 tiberauflosbar.
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Dann ist X1 <<gref X2 <dref * * - <dref Xn €ine maximale Kette in £(G), und nach Proposition 3.17 ist
x;—1 modular. Mit Lemma 2.8 und Proposition 3.17 folgt, dass alle x; modular sind, also ist £(G)
uberauflosbar.

Sei umgekehrt G ein Graph, dessen Bindungsverband £(G) tiberauflgsbar ist, und sei y1 <qyef
Y2 <dref * - - <dref Yn €ine modulare Kette. Da y,_1 ein modulares Koatom von £(G) ist, folgt nach
Proposition 3.17, dass y = {{v},V \ {v}}, sodass N(v) eine Clique ist. Wir setzen v, = v und
betrachten G \ {v}. Der Bindungsverband £ (G \ {v}) ist immernoch iiberauflosbar. Wiederholte
Anwendung von Proposition 3.17 liefert eine Ordnung der Knoten von G, die zeigt, dass G trian-
guliert ist. O
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4. DIE METHODE DER ENDLICHEN KORPER

In diesem Abschnitt beschreiben wir eine Methode zur Berechnung des charakteristischen Po-
lynoms eines Hyperebenenarrangements .4 iiber Q”, die auf Reduktion modulo einer gentigend
groien Primzahl beruht. Wenn A tiber Q definiert ist, kann das definierende Polynom von A der-
art modifiziert werden, dass ausschliefilich ganzzahlige Koeffizienten vorkommen, sodass eine Re-
duktion modulo einer Primzahl sinnvoll moglich ist.

Die grundlegende Idee ist nun folgende: wir suchen eine gentigend grofie Primzahl p, sodass
das Hyperebenenarrangement A, iiber IFj, dessen definierendes Polynom dem von A modulo p
entspricht, das gleiche charakteristische Polynom wie 4 hat. Es ldsst sich dann zeigen, dass die
Auswertung x 4(p) gerade der Anzahl der Elemente von IF, entspricht, die in keiner der Hyper-
ebenen von A, liegen. Weiterhin ldsst sich zeigen, dass so eine Reduktion fiir unendlich viele Prim-
zahlen moglich ist, wodurch sich x 4 bestimmen lésst.

Diese Methode geht indirekt auf Arbeiten von Henry Crapo und Gian-Carlo Rota zuriick [3,
Abschnitt 17], und wurde von spéter Christos Athanasiadis formalisiert [1].

DEFINITION 4.1

Sei A € Hyp(Q"), und sei p eine Primzahl. Es sei A, das Arrangement iiber dem endlichen
Korper F,, dessen definierendes Polynom durch Reduktion von Q 4(¥) modulo p entsteht.
Wenn L(A) = L(Ay) gilt, dann nennen wir A, eine GUTE REDUKTION von A modulo p.

BEISPIEL 4.2

Sei A € Hyp(Q) gegeben durch Q 4 = x(x — 10). Die Durchschnittsordnung von A besteht
aus drei Elementen, ndmlich Q, 0 und 10. Fiir p ¢ {2,5} erhalten wir eine gute Reduktion
von A, da in diesem Fall 0 und 10 tiber ]Fp unterscheidbar sind.

PROPOSITION 4.3

Sei A € Hyp(Q"). Dann besitzt A eine gute Reduktion fiir alle bis auf endlich viele Prim-
zahlen p.

Beweis. Seinun A = {Hj, Hy, ..., Hy}, wobei H; durch (&;, X) = a; gegeben ist. Fiir i1, iy,..., i C
[m] ist Hy, N H;, N---N H; # @ genau dann, wenn

und in diesem Fall ist

dim(H; NH;, N---NH; ) =n—rank
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Wir betrachten nun die folgende Koeffizientenmatrix von .A:

1

g
d

A"

-

Km

Eine beliebige r x s-Teilmatrix A’ von A hat genau dann Rang ¢, wenn es eine t x t-Teilmatrix B
von A’ gibt, mit det(B) # 0.

Damit ist £L(A) % L(Ap) genau dann der Fall, wenn es eine endliche Menge S von quadrati-
schen Teilmatrizen von A gibt, die folgende Eigenschaft besitzen:

Fiir alle B € S ist det(B) # 0, aber det(B) =0 (mod p).

Da S endlich ist, kann es auch nur endlich viele Primzahlen p geben mit p | det(B) fiir B € S. Also
ist L(A) = L(A,) fiir geniigend grofe p. O

Der Hauptgrund fiir die Betrachtung von Reduktionen modulo p ist der folgende Satz.

SATZ 4.4

Sei A € Hyp(Q") und sei A, eine gute Reduktion von A fiir eine gentigend grofle Primzahl
p. Dann gilt

XA(P)—#(]FZ\ U H)

HeAp

:p"—#( U H)

Beweis. Fiir X € L(.Ap) gilt offenbar #X = pdim(X) wobei die Dimension von X wahlweise iiber Q
oder iiber IF), berechnet werden kann. Wir wollen die Behauptung mit Mobius-Inversion in £(.A})
zeigen, und definieren zwei Funktionen f,g : L(A,) = Z

f(X)=#X und g(X)=#| X\ U Y.
YEL(Ap): XY
Nach Definition gilt

fxX)= Y g,

YEL(Ap):XDY
sodass mit Mobius-Inversion folgt:

gX)= ) uXY)f(Y)

YEL(Ap):XDY

= ) n(X,Y)ptm,
XY
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Wir erhalten also

gFp) = Y. p(Fp,X)pt™X) =y u(p).
XeL(Ap)

Die letzte Gleichheit folgt dabei aus der Annahme, dass L£(A) = L(A,) gilt.
Zudem folgt aus der Definition von g, dass

8(Fp) :#(]FZ\ U H) ;

HeAp

womit der Satz bewiesen ist.

BEISPIEL 4.5

Sei C(n) das Koordinatenarrangement aus Beispiel 1.5. Sei p eine geniigend grofSe Primzahl.
Mit Satz 4.4 folgt

Xem)(p) = # (]FZ \ U H)

HeC(n)
=p" —#(a1,a2,...,an) €Fy | a; = O fiir geeignete i}
= #{(by b, .., ba) € T | by # O fiir i € [n]}.

Um ein Element aus dieser Menge zu bestimmen, haben wir fiir alle i € [n] genau p — 1
Moglichkeiten, um den Eintrag 4; zu wihlen. Wir erhalten also

Xem)(p)=(p—-1)"

in Ubereinstimmung mit Beispiel 1.33.

BEISPIEL 4.6

Sei B(n) das Koordinatenarrangement aus Beispiel 1.5. Sei p eine geniigend grofie Primzahl.
Mit Satz 4.4 folgt

X8 (p) = # (IFZ \ U H)

HeB(n)
=p" —#(a1,a2,...,an) €} | a; = a; fiir geeignete i}
=#(b1,by,...,by) EF} | b; £b; fir1 <i<j<n}.
p j J

Um ein Element aus dieser Menge zu bestimmen, bemerken wir, dass a; genau p Werte
annehmen kann. Damit bleiben fiir a4, noch p — 1 Moglichkeiten, fiir a3 noch p — 2, und so
weiter. Wir erhalten also

xgm)(p)=p(p—-1(p—-2)(p—n+1)

in Ubereinstimmung mit Beispiel 1.34.
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>
e

X] = X3 Xy = X3

X1 = X2

ABBILDUNG 20. Das Arrangement ess (Shi(3)). Hervorgehoben ist B(3).

BEISPIEL 4.7

Sei G = (V, E) ein (einfacher, ungerichteter) Graph, und sei A¢ das zugehorige graphische
Arrangement. Das definierende Polynom von A ist gerade

Q.AG (f) = H (xi - x])
{ij}eE
Sei p eine geniigend grofle Primzahl. Mit Satz 4.4 folgt

Xac(p) =# (]FZ\ U H)

HeAg
=p" —#(ar,a2,...,an) €} | a; = aj fiir geeignete {i,j} € E}
= #{(b1,by,...,by) € B | by # b fiir alle {i,j} € E}
= xc(p)

in Ubereinstimmung mit Satz 3.8.

BEISPIEL 4.8: [1, Theorem 3.3]
Sei nun Shi(n) das SHI-ARRANGEMENT gegeben durch
Shi(n) = {H,(#;;) |1 <i<j<mae{0,1}}.

Abbildung 20 zeigt ess(Shi(3)). Offenbar ist #Shi(n) = n(n — 1) und rk(Shi(n)) = n — 1.
Sei p eine gentigend grofie Primzahl. Mit Satz 4.4 folgt

Xshi(n)(P) =# (PZ U H)
(n)

HeShi
=p" —#{(a1,00,...,00) € IFj | a; = aj oder a; = a; + 1 fiir geeignete ij}
Z#{(bl,bz,...,bn) E]F; | b; #bjundbi ;ébj—i-lfiirl <i<j< 1’1}.
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Sei nun (by,by,...,b,) ein Element im Komplement von Shi(n) iiber IF’; Wir zeichnen
zunédchst die Elemente von IF,, im Uhrzeigersinn auf einem Kreis ein. Nun markieren wir,
fiir alle i € [n], den Punkt b; mit 7, und markieren die iibrigen Punkte mit e. Nun schrei-
ben wir die Zahlen zwischen zwei mit e markierten Punkten als Menge auf (diese kann
leer sein), und ordnen diese Mengen im Uhrzeigersinn ausgehend von der Menge die die
1 enthilt an. Wir erhalten offenbar eine geordnete schwache Partition von [n] mit p — n
Blocken, also eine Familie {By, By, ..., By} mit B; N Bi=®,BiUBU---UBy_y = [n],
wobei einige der B; auch leer sein kénnen, und die Elemente von B; linear geordnet sind.
Sei umgekehrt x = {By, By, ..., B;_} eine geordnete schwache Partition von [n], und sei
x € Fp. Sei By = {y1,v2,...,y,} mity; = 1. Wir markieren die Punkte x + (i — 1) mit y;
fir i € [r], und x + r mit e. Von x + r + 1 ausgehend wiederholen wir die Prozedur mit
den tibrigen Blocken von x. Dann erzeugen wir ein Tupel (by, by, ..., b,), wobei b; der mit
i markierte Punkt sein soll. Offenbar ist b; # b; fiiralle1 <i < j < n. Wennesi < j gébe
mit b; = b; + 1, dann wire der mit j markierte Punkt im Uhrzeigersinn direkt vor dem mit
i markierten Punkt. Da diese Punkte nicht mit einem e getrennt werden, gehoren sie zu
einem Block B von x. Da i < j erhalten wir aber eine Widerspruch zur Annahme, dass B
linear geordnet ist. Also ist (by, by, ..., bn) € Fj \ Upesni(n) H-

Betrachten wir p = 11 und n = 5, und wihlen wir (2, 3,0, 8,4). Wir erhalten das folgende
Diagramm.

Aus diesem lesen wir die geordnete schwache Partition {{1, 2,5},0,2,{4},Q, {3}} ab.

Wenn I19(p — n) die Menge aller geordneten schwachen Partitionen von [n] mit p —n
Blocken bezeichnet, haben wir eben gezeigt, dass gilt:
#{(b1,b2/--~,bn) € ]FZ | b,‘ ;éb]-undbi ;éb]—i-lfurl <i <j < 1’1}
=#(x,x) | xeIly(p—n),x € Fp}.
Um ein Element x € I (p — n) zu spezifizieren gentigt es fiir jeden Wert 2 < i < n festzu-
legen, in welchem der p — n Blocke er liegt. (Nach Konstruktion ist 1 immer im ersten Block
von X.) Somit ist
#II(p—n) = (p—n)"~".
Fiigen wir diese Uberlegungen zusammen, erhalten wir

Xshi(n)(P) = p(p —n)

n—1
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Mit Satz 1.51 folgt dann
r(Shi(n)) = (n+1)""1,
b(Shi(n)) = (n —1)""1.

Das kénnen wir in Abbildung 20 verifizieren, denn dort lesen wir r(Shi(3)) = 16 = (3 +
1)3~1 und b(Shi(S)) =4=(3-1)3"1ab.

BEMERKUNG 4.9

Die Formel zur Berechnung der Anzahl der Kammern des Shi-Arrangements, r(n) =
(n+1)""1, ist auch aus anderen Situationen bekannt. Beispielsweise zahlt r(n) auch die
folgenden Objekte:

beschriftete Biume mit 7 + 1 Knoten;

Funktionen f : [n — 1] — [n + 1], sogenannte Priifer-Codes;

Einparkfunktionen der Lange n;

Faktorisierungen eines n + 1-Zyklus in n Transpositionen;

Wilder von gewurzelten Baumen mit # + 1 Knoten;

maximale Ketten im Verband der nichtkreuzenden Mengenpartitionen von [1 + 1].

Eine interessante kombinatorische Frage ist es nun, explizite Bijektionen zwischen die-
sen Mengen anzugeben. Wir beschreiben kurz eine Bijektion zwischen den Kammern von
Shi(n) und den Einparkfunktionen der Lange 1, die auf I. Pak und R. Stanley zuriick geht.
Eine Folge a = (ay,4a,...,a,) € [n]" heifit EINPARKFUNKTION, wenn es eine Permutation
o € &, gibt, sodass a; < ¢(i) fiir alle i € [n] gilt.

Ihren Namen erhalten Einparkfunktionen aus dem folgenden Szenario. Stellen wir uns ei-
ne Einbahnstrafie mit # beschrifteten, linear angeordneten Parkplidtzen vor. In diese Stra-
Be fahren nacheinander n Autos ein, wobei das i-te Auto den a;-ten Parkplatz bevorzugt.
Das i-te Auto fahrt also bis zum a;-ten Parkplatz vor und parkt ein wenn dieser frei ist. Ist
der a;-te Platz belegt, dann parkt das i-te Auto im nédchsten freien Parkplatz ein. Eine sol-
che Folge (a1,a,. .. ,an) von Parkpréferenzen ist genau dann erfolgreich (d.h. alle Autos
konnen einparken), wenn es eine Einparkfunktion ist. Offenbar bleibt, egal welche Folge
von Praferenzen wir festlegen, hochstens ein Auto ohne Parkgelegenheit.

Um Einparkfunktionen zu zidhlen bietet sich folgende Beweisidee von H. Pollack an. Modi-
fizieren wir das Modell also so, dass wir n 4 1 Parkplatze zyklisch anordnen. Nun kénnen
alle Autos einparken, und es bleibt genau ein Platz frei. Die Einparkfunktionen entspre-
chen genau den Situationen, in denen der n + 1-te Platz frei bleibt. Offenbar gibt es (n + 1)"
Abbildungen von [n] nach [n + 1], und die Menge dieser Anordnungen lisst sich in n + 1
Rotationsklassen zerlegen. Dabei gibt es genau eine Anordnung pro Rotationsklasse, in wel-
cher der n + 1-te Platz frei bleibt. Die Anzahl aller Einparkfunktionen der Lange 7 ist also
(n+1)"1,

Sei nun Ry € R(Shi(n)) die Kammer, deren Vektoren die Form (x1,x,...,x,) mit x; >
Xp > -+ > X, > x1 — 1 haben. Wir setzen A(Rg) = (1,1,...,1). Nun nehmen wir an,
dass wir ein R € R(Shi(n)) gefunden haben, fiir das A(R) bekannt ist. Wir wihlen eine
benachbarte Kammer R’ € R (Shi(n)), d.h. R und R’ werden von genau einer Hyperebene
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123 213
113

122 212
112

132 111 211 312

121

131 311
221

231 321

ABBILDUNG 21. Das Arrangement ess(Shi(3)), mit durch Einparkfunktionen be-
schrifteten Kammern.

H getrennt, und nehmen an, dass A(R’) unbekannt ist, sowie dass R und R im gleichen
Halbraum von H liegen. Dann setzen wir

(R/) _ /\(R> +Elr H= HO(Ri,j)/

Nun kann man zeigen, dass die Abbildung A eine Bijektion von R (Shi(n)) in die Menge al-
ler Einparkfunktionen der Lange # ist. Abbildung 21 zeigt die Essentialisierung von Shi(3),
deren Kammern mit den Einparkfunktionen der Lange 3 beschriftet sind.

BEISPIEL 4.10: [1, Theorem 3.4]

Sei G = (V, E) ein (einfacher, ungerichteter) Graph mit V = [n]. Wir betrachten das GRA-
PHISCHE SHI-ARRANGEMENT gegeben durch

ShlG(Tl> = B(I’l) W {Hl(&l,]> ‘ 1<i <j < nund {1,]} S E}
Insbesondere ist fiir den vollstindigen Graphen Shig(n) = Shi(n), und fiir den leeren Gra-
phen Shig (1) = B(n).
Nehmen wir nun an, dass E die folgende Eigenschalft erfiillt.
(3) Wenn i < jund {i,j} € E, dannistauch {i, k} € E firalle j < k < n.

In diesem Fall konnen wir das charakteristische Polynom von Shig (1) analog zu Beispiel 4.8
bestimmen. Sei dazu p eine gentigend grofie Primzahl.

Wir tragen zuerst p — n mal das Symbol e auf einem Kreis ein. Jetzt setzen wir die Zahlen
1,2,...,n in die entstehenden p — n Liicken. Wir erhalten so ein Tupel (b3, by, ..., by) € IFZ,
wobei b; dem mit i markierten Punkt entspricht.

Die Zahl 1 konnen wir ohne Einschrankungen platzieren. Nehmen wir an, dass die Zahlen
1,2,...,j— 1 fiir j > 2 bereits platziert sind. Dann stehen fiir j prinzipiell p —n+j—1
Platze zur Verftigung. Allerdings diirfen wir j nicht direkt vor i platzieren, wenn die Kante
{i,j} € E existiert. (Wenn wir das tun, steht in der fertigen Platzierung ein Wert k >
direkt vor i, woraus b; — by = 1 folgt. Nach Voraussetzung ist aber {i,k} € E, also liegt das
entsprechende Tupel nicht in IF} \ Shig(n).)
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Wir definieren also
aj=#ie[n]|i<jund {ij} € E}
und erhalten p —n +j — 1 — a; Moglichkeiten, die Zahl j > 1 zu platzieren. Es folgt

n
Xenicn)(P) =p[[(p—n+j—1-a),
j:2

da wir p Méglichkeiten haben, um die 1 zu platzieren.
Sowohl der vollstandige Graph, als auch der Graph ohne Kanten erfiillen (3). Im ersten Fall
ist a; = j— 1, im zweiten Fall ist 4; = 0. In diesem Spezialféllen erhalten wir genau die
charakteristischen Polynome von Shi(n) bzw. B(n).
Mit Satz 1.51 folgt dann
n
r(Shig(n)) =[[(2+n—j+aj)
j=2
n
b(Shig(n)) = [ (n—j+a)).

=2

Charakteristische Polynome von graphischen Shi-Arrangements, deren zugrundeliegende
Graphen die Bedingung (3) nicht erfiillen, lassen sich im Allgemeinen nicht so schon
faktorisieren. Betrachten wir beispielsweise den folgenden Pfad P:

o—0O0—=0
1 2 3

Da die Kante {1,2} existiert, aber nicht {1,3}, ist (3) verletzt. Die Essentialisierung des
entsprechenden graphischen Shi-Arrangements sieht wie folgt aus.

X] =1x3 X2 = X3

X] =X
Das entsprechende charakteristische Polynom ist
Xship(n) (t) = £3 — 582 + 7t = t(2 — 5t + 7),

welches iiber R nicht in Linearfaktoren zerfallt.
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(A) Das Arrangement Shi(2). (B) Das Arrangement Shi(B, 2).

(C) Das Arrangement Shi(C, 2). (D) Das Arrangement Shi(D, 2).

ABBILDUNG 22. Verallgemeinerte Shi-Arrangements.

BEISPIEL 4.11: [1, Theorem 3.10]
Betrachten wir das folgende Hyperebenenarrangement
Shi(n) = {Ha(¢;£¢) |1<i<j<mnac{0,1}}U{H(E)|1<i<n}

Abbildung 22a zeigt Shi(2). Es ist #Shi(n) = 2n? — n und rk(Shi(n)) = n. Sei p eine
gentigend grofSe Primahl. Mit Satz 4.4 folgt

Xm(n)(l’) = #(]FZ\ U H)
(n)

HeShi
=p" —#(a1,a2,...,a1) € F} | a; —a; € {0,1} oder a; = 0 fiir geeignete i, j }
=#{(b1,b,...,by) €F, |b; #0furic [nundb; —b; ¢ {0,1} fir1 <i<j< n}.

Um ein solches Element (by, by, ..., b,) zu bestimmen, gehen wir wie folgt vor. Zunéchst
zeichnen wir wieder die Elemente von Fy; im Uhrzeigersinn auf einem Kreis ein, sodass
0 oben ist. Wir wollen nun die Elemente von £[n] = {£1,£2,...,+n} auf diesem Kreis
platzieren, unter der Bedingung, dass wenn der Punkt b; € IF,, mit i beschriftet wird, dann
wird —b; € [F, mit —i beschriftet.

Die Bedingungen b; # 0 verlangen, dass der Punkt 0 unbeschriftet bleibt, und die Bedin-
gungen b; — b; # 0 verlangen, dass keine zwei Punkte mit dem gleichen Wert beschriftet
werden. Die Bedingungen b; — b; # 1 verlangen, dass fiir alle j € [1] und alle i < j weder
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der Punkt bj + 1 mit i, noch der Punkt —bj — 1 mit —i beschriftet werden kénnen. Die Bedin-
gungen b; + b; # 1 verlangen, dass fiir alle j € [n] und alle i < j der Punkt b; — 1 nicht mit
—i beschriftet werden kann. Insbesondere kann eine negative Zahl —i nie direkt vor einer
positiven Zahl j stehen fiir i # j.

Mit anderen Worten, wann immer zwei Zahlen i, j mit i # £j direkt nebeneinander auftau-
chen, dann sollen sie im Uhrzeigersinn korrekt bzgl. der Ordnung

1<2<---<dnda—n<---4-2<1-1

angeordnet sein.

Insbesondere gentigt es, die Beschriftungen der Menge {0,1, ..., (p —1)/2} zu betrachten,
da fiir jedes Paar (i, —i) mit i € [n] nur einer der beiden Werte in dieser Menge auftaucht.
Eine giiltige Beschriftung besagter Menge erzeugt eine giiltige Beschriftung der tibrigen
Elemente in IF, durch Vorzeichenwechsel.

Also suchen wir die Anzahl der Platzierungen von [n] (jeweils mit oder ohne Vorzeichen)
in (p — 1)/2 Stellen. Insbesondere bleiben am Ende (p + 1)/2 — n Stellen frei (eine davon
ist die 0). Diese freien Stellen markieren wir wieder mit . Die Werte direkt nach einem
e erzeugen eine signierte, geordnete schwache Partition von [#] mit genau (p +1)/2 —n
Blocken. Jedes i gehort zu genau einem der (p + 1)/2 — n Blocke, und kommt mit einem
von zwei Vorzeichen vor. Durch die Ordnung < gibt es keine Freiheit bei der Anordnung
der Blocke, also ist die Anzahl besagter Platzierungen gleich

Xspi(n) (P) = (p—2n+1)".

Betrachten wir p = 17 und n = 4, und wihlen wir (15,8,12,5). Wir erhalten das folgende
Diagramm.

-2 2

Die entsprechende signierte, geordnete schwache Partition von [4] st

(2,{-1},@,{4,-3},{2}}.

Mit Satz 1.51 folgt dann
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BEISPIEL 4.12: [1, Theorem 3.13]
Betrachten wir nun das SHI-ARRANGEMENT VOM TYP B gegeben durch
Shi(B,n) = Shi(n) U {H; (&) |1 <i < n}.

Shi(B, 2) ist in Abbildung 22b dargestellt.
Wir verwenden das gleiche kombinatorische Modell wie in Beispiel 4.11. Die zusitzlichen
Bedingungen x; # 1 bedeuten, dass der Punkt 1 entweder frei bleibt, oder mit einem ne-
gativen Wert beschriftet wird. Wir erhalten also signierte, geordnete schwache Partitionen
von [n] mit (p 4 1)/2 — n Blocken, wobei der erste Block héchstens negative Werte enthlt.
Um i € [n] zu platzieren bleiben also 1+ 2((p —1)/2 — n) = p — 2n Moglichkeiten, und
wir erhalten:

Xshi(n)(P) = (p —2n)".
Mit Satz 1.51 folgt dann

r(Shi(B,n)) = (2n+1)",

b(Shi(B,n)) = (2n —1)".

BEISPIEL 4.13: [1, Theorem 3.13]
Betrachten wir nun das SHI-ARRANGEMENT VOM TYP C gegeben durch
Shi(C,n) = Shi(n) U {H;(2¢;) | 1 <i < n}.

Shi(C,2) ist in Abbildung 22¢ dargestellt.
Analog zu Beispiel 4.12 haben wir die zusétzlichen Bedingungen 2x; # 1. Das ist dquivalent
zu —x; # (p —1)/2. Also bleibt der Punkt (p — 1)/2 entweder leer, oder wird mit einem
positiven Wert beschriftet. Wir erhalten also signierte, geordnete schwache Partitionen von
[n] mit (p +1)/2 — n Blocken, wobei der letzte Block hichstens positive Werte enthilt. Um
i € [n] zu platzieren bleiben also 1+ 2((p —1)/2 — n) = p — 2n Moglichkeiten, und wir
erhalten:

Xshi(c,n)(P) = (p—2n)".
Mit Satz 1.51 folgt dann

r(Shi(C,n)) = 2n+1)",
b(Shi(C,n)) = (2n —1)".

BEISPIEL 4.14: [1, Theorem 3.13]
Betrachten wir nun das SHI-ARRANGEMENT VOM TYP D gegeben durch
Shi(D,n) = Shi(n) \ {H(&) |1 <i < n}.

Shi(D, 2) ist in Abbildung 22d dargestellt.

Wir verwenden erneut das kombinatorische Modell aus Beispiel 4.11. Nun kénnen wir
aber ebenfalls die 0 beschriften. Wenn die 0 mit i beschriftet wird, dann folgt wegen
x; = 0 = —x;, dass die 0 ebenfalls mit —i beschriftet wird. Wir erhalten also signierte,
geordnete schwache Partitionen von [1n] mit (p 4+ 3)/2 — n Blocken, wobei die Elemente im
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ersten Block sowohl bzgl. des Vorzeichen, als auch bzgl. der Reihenfolge festgelegt sind.
Um i € [n] zu platzieren, bleiben also 1+ 2((p +1)/2 — n) = p — 2n + 2 Méglichkeiten,
und wir erhalten:

Xshi(Dn)(P) = (p—2n+2)".
Mit Satz 1.51 folgt dann

r(Shi(D,n)) = (2n —1)",
b(Shi(D,n)) = (2n—3)".

Die Arrangements Shi(B, n) und Shi(D, n) gehen auf gleiche Weise aus Shi(n) hervor, wie die
in der Ubung betrachteten Arrangements Cox(B,n) und Cox(D,n) aus B(n) hervorgehen. (Sie-
he U23 und U24.) Insbesondere bezeichnet man B(n) auch als Coxeter-Arrangement vom Typ
A, und Shi(n) dementsprechend als Shi-Arrangement vom Typ A. Wir bemerken, dass Shi(B, n)
und Shi(C, n) nicht-isomorph sind, wihrend das Typ-C-Analogon des Coxeter-Arrangements iso-
morph zu Cox(B, n) ist.
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5. DIE KAMMERORDNUNG

In diesem Abschnitt wollen wir die Kammern von A € R" bzgl. ihrer Trennmenge von einer
gegebenen Basiskammer partiell ordnen. Diese Idee geht auf [4] zuriick. Wir wollen dabei ein paar
strukturelle und enumerative Aspekte beleuchten, und folgen dabei im Wesentlichen [2] und [9].

5.1. Polyeder und Zellen.
DEFINITION 5.1
Eine Teilmenge X C R" heifSt KEGEL, wenn fiir alle ¥, i € X auchaX +bij € X fiira,b € R>g
ist.
Die Dimension eines Kegels X entspricht der Dimension des kleinsten Untervektorraums
von R”, der X enthilt.

Insbesondere sind Kegel konvexe Mengen. Wir bezeichnen mit cl(X) den (topologischen) Ab-
schluss von X C IR". Das RELATIVE INNERE einer abgeschlossenen Menge X C IR", bezeichnet mit
relint(X), ist das Innere von X bzgl. des kleinsten Untervektorraums von R” , der X enthilt.

DEFINITION 5.2
Eine Teilmenge X C IR”" heifft POLYEDER, wenn es ein Hyperebenenarrangement A €
Hyp(IR") gibt sodass
X= () c(H).
HeA
In dem Fall nennen wir A eine DARSTELLUNG von X. Wenn fiir jedes A CA gilt, dass
XC ) d(H),
HeA
dann ist A eine nicht-redundante Darstellung.

Ein POLYEDRISCHER KEGEL ist dann ein Kegel der als Durchschnitt tiber endlich viele Halbrdume
entsteht.
DEFINITION 5.3
Sei X C R” ein Polyeder mit nicht-redundanter Darstellung .A. Die FACETTEN von X sind
die Durchschnitte der Form X N H fiir H € A. Eine ZELLE von X ist ein Durchschnitt von

Facetten von X, und wir schreiben F(X) fiir die Menge aller Zellen von X.
Die Hyperebenen in A heiflen BEGRENZENDE HYPEREBENEN von X, und wir schreiben im

allgemeinen Bound(X) anstelle von A.

Wir fassen dabei einen Polyeder als Zelle von sich selbst auf, der als Durchschnitt iiber die leere
Menge entsteht.

5.2. Zellen von Arrangements. Wir betrachten von nun an bis auf Widerruf ein essentielles Ar-
rangement A = {Hy, Hy, ..., Hy} € Hyp(R") mit H; = H,,(&;) fiir i € [m] gegeben. Wir erinnern
uns, dass die Kammern von A abgeschlossene Teilmengen des R" sind. Also sind sie allesamt

Polyeder; und wenn A linear ist, sogar polyedrische Kegel.

Eine Menge F C R" heifit ZELLE von A, wenn es eine Kammer R € R(A) gibt, sodass F €
def

F(R). Wir schreiben F(.A) fiir die Menge aller Zellen von A. Sei nun F € F(A), und sei Ar =



GEORDNETE MENGEN IN HYPEREBENENARRANGEMENTS 55

€ - . Wir definieren den charakteristischen Vektor char = (&1,€2,...,&m) VON
H € A | F C H}. Wir definieren den charakteristischen Vektor char(F) %' F
vermoge

o 1,  wennrelint(F) C H;" oder relint(F) C H;

'] -1, wenn relint(F) C H .

Dann gilt
4) F = {f e R" | <1321,J?> = q; fir H; € Ap und <€]&],f> > €ia; fiir H] ¢ .AF}
Das relative Innere von F lisst sich schreiben als:

() relint(F) = {¥ € R" | (&;,X) = a; fir H; € Ar und (¢;d;, X) > ¢ja; fir H; ¢ Ap}.

LEMMA 5.4

Seien R, Q € R(A) mit R # Q. Wenn dim(R N Q) = n — 1, dann ist R N Q eine Facette von
R und von Q.

Beweis. Sei zundchst X = RN Q derart, dass dim(X) = n — 1. Wir wihlen ¥ € relint(X) derart, dass
fiir ein gentigend kleines € > 0 der offene e-Ball um X die Menge X in einem n — 1-dimensionalen
Ball B schneidet. Nach Definition ist relint(R) Nrelint(Q) = @, sodass B zum Rand von R und
zum Rand von Q gehort. Weiterhin werden relint(R) und relint(Q) von einer Hyperebene H € A
getrennt, und es gilt B C H. Also ist H € Bound(R) N Bound(Q).

Sei F = RN H. Es gibt keine von H verschiedene begrenzende Hyperebene von Q, die relint(F)
schneidet, also folgt F C Q N H. Analog folgt QN H C F, und wir sind fertig. O

KOROLLAR 5.5
Jede Facette von R € R(.A) ist Facette einer eindeutigen Kammer Q € R(A) \ {R}.

Beweis. Sei F eine Facette von R, und sei H € Bound(R) mit F C H. Sei ¥ € relint(F). Fiir ein
geniigend kleines ¢ > 0 schneidet der offene e-Ball B um X keine Hyperebene in A \ {H}. Dann
schneidet H diesen Ball aber in zwei Teile, und einer davon ist vollstindig in R enthalten. Der
andere Teil ist in einer Kammer Q € R(.A) enthalten, und insbesondere hat R N Q Dimension
n — 1. Nach Lemma 5.4 besitzen R und Q eine gemeinsame Facette. Dann muss Q aber eindeutig
sein, da es andernfalls zwei verschiedene Kammern geben mdiisste, deren relative Innere einen
nichtleeren Durchschnitt besitzen. g

Wir nennen zwei Kammern R, Q € R(A) BENACHBART, wenn dim(RN Q) = n — 1 gilt. Mit
anderen Worten, zwei Kammern sind genau dann benachbart, wenn sie von einer gemeinsamen
Facette getrennt werden.

LEMMA 5.6

Seien R, Q € R(.A). Dann existiert eine Folge von Kammern Q = Ro, Ry, ..., Ry = R derart,
dass R;_1 und R; fiir alle i € [k] benachbart sind, und dass beim Durchlaufen dieser Folge
keine Hyperebene von .4 mehr als einmal durchquert wird.
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Beweis. Wéhle ¥ € relint(Q), und sei Y die Menge aller Punkte i € relint(R) mit der Eigenschaft,
dass die Strecke von X nach i/ einen n — 2-dimensionalen Unterraum H N H' fiir H, H' € A schnei-
det. Dann ist Y aber in der Vereinigung endlich vieler Hyperebenen im R" enthalten. (Diese Hy-
perebenen werden von X und den entsprechenden Durchschnitten erzeugt.) Da dim(R) = n ist, ist
RZY.

Wiéhlen wir also € relint(R) \ Y. Wenn wir nun der Strecke von X nach jj folgen, durchqueren
wir zu jedem Zeitpunkt hochstens eine Hyperebene von A. Also durchlaufen wir eine Folge Q =
Ro, Rq,..., Ry = R von benachbarten Kammern von A. Diese Strecke ist nach Voraussetzung in
keiner Hyperebene von A enthalten, also schneidet sie jede Hyperebene von A in hochstens einem
Punkt. g

5.3. Die Kammerordnung. Nun fixieren wir eine beliebige Kammer B € R (.A). Ohne Beschriankung
der Allgemeinheit konnen wir
(6) B={%eR"|(&,X)>a, firi€ [m]}
annehmen. (Notfalls ersetzen wir Hy, (#;) durch H_; (—4;).)
DEFINITION 5.7
Fiir R € R(A) definieren wir ihre TRENNMENGE vermége
S(R;B) = {H; € A| (&;,X) < a; fiir alle X € relint(R) }.

Mit anderen Worten enthilt S(R; B) alle Hyperebenen, die R und B trennen.
DEFINITION 5.8

Fir R,Q € R(A) definieren wir R < Q genau dann wenn S(R; B) C S(Q; B) gilt. Die
resultierende geordnete Menge

Pos(A; B) & (R(A), <)
ist die KAMMERORDNUNG von A beziiglich B.

Diese Ordnung ist wohldefiniert, da man zeigen kann, dass aus S(R; B) = S(Q; B) stets R = Q
folgt.

BEISPIEL 5.9

Sei A das Hyperebenenarrangement in IR?, das in Abbildung 23 dargestellt ist. Diese Abbil-
dung zeigt die stereographische Projektion des Durchschnitts von A mit der Einheitssphare.
(Insbesondere ist A die Essentialisierung des graphischen Arrangements eines Kreises der
Lange 4.)

Die Beschriftung der Kammern spiegelt zwei verschiedene Wahlen der Basiskammer B wi-
der. Jede iibrige Kammer ist mit ihrer entsprechenden Trennmenge beschriftet. Die Kam-
merordnung bzgl. der blauen Basiskammer B ist in Abbildung 24a dargestellt, die Kam-
merordnung bzgl. der schwarzen Basiskammer B’ in Abbildung 24b.

Wir bemerken weiter, dass der Isomorphietyp der Kammerordnung entscheidend von der
Wahl der Basiskammer abhéngt. Nicht nur sind die beiden Kammerordnungen in Abbil-
dung 24 nicht isomorph, sondern die Ordnung in Abbildung 24b ist ein Verband, die Ord-
nung in Abbildung 24a nicht.
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1234 124

ABBILDUNG 23. Ein Hyperebenenarrangement in R3.

1234 1234

AN N

134 234

123 234 124 134
NN XTI
13 23 24 14 12 13 14 23 24 34
DNESIAN AVl
1 3 2 4 1 2 3
NV NY
(A) Pos(A; B). (B) Pos(A; B').

ABBILDUNG 24. Zwei Kammerordnungen des Arrangements A aus Abbildung 23.

LEMMA 5.10

Sei A linear. Fiir jedes B € R(.A) ist Pos(.A; B) selbstdual. Insbesondere besitzt Pos(.A; B)
ein grofites Element, und wenn #4 > 1, dann ist die Anzahl maximaler Ketten von
Pos(.A; B) ist gerade.

Beweis. Fiir R € R(A)istauch —R = {¥ | —X¥ € R} € R(A). Weiterhinist S(—R; B) = A\ S(R; B).
Somit ist die Abbildung R — —R der gewtinschte Antiautomorphismus.

Dieser Antiautomorphismus ist offenbar selbstinvers und fixpunktfrei. Dementsprechend wird
keine maximale Kette von Pos(.4; B) von ihm fixiert. O

LEMMA 5.11

Zwei Kammern R,Q € R(A) erfiillen genau dann R < Q in Pos(.A;B), wenn R und Q
benachbart sind und #S(R; B) < #5(Q; B) gilt. In diesem Fall ist S(Q; B) = S(R; B) U {H},
wobei H die gemeinsame Facette von R und Q definiert.
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Beweis. Sei zundchst R < Q. Nach Definition ist dann S(R; B) C S(Q; B), sodass wir H € S(Q; B) \
S(R; B) finden kénnen. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass H €
Bound(R) ist. Nach Korollary 5.5 gibt es eine eindeutige Kammer R’ € R(A), sodass RNR' C H
ist. Aus H ¢ S(R;B) folgt H € S(R’; B), und damit ist R < R’ < Q. Nach Voraussetzung folgt
R = Q.

Seien umgekehrt R, Q € R(.A) zwei benachbarte Kammern, und sei #S(R; B) < #5(Q; B). Nach
Lemma 5.4 gibt es eine Hyperebene H, die R N Q enthélt, und es ist H € Bound(R) und H €
Bound(Q). Nach Annahme liegen B und R im gleichen Halbraum von H, und es folgt S(Q; B) =
S(R; B) U {H}. Also ist R < Q. O

KOROLLAR 5.12

Fiir jedes B € R(A) ist Pos(.A; B) gradiert, wobei der Rang von R € R(.A) durch #S(R; B)
gegeben ist.

BEISPIEL 5.13

Sei C(n) das Koordinatenarrangement aus Beispiel 1.5. In Beispiel 1.47 haben wir die
Kammern von C(n) mit Elementen aus {0,1}" identifiziert. Sei B die Kammer, die mit
(0,0,...,0) identifiziert wird. Die Anzahl der Elemente vom Rang k in Pos (C(n) ; B) ist
durch die Anzahl der n-Tuple mit genau k Einsen gegeben. Die entsprechende Kammer-
ordnung ist isomorph zum Booleschen Verband der Ordnung #.

BEISPIEL 5.14

Sei B(n) das Zopf-Arrangement aus Beispiel 1.6. In Beispiel 1.48 haben wir die Kammern
von B(n) mit den Permutationen von [n] identifiziert. Sei B die Kammer, deren Vektoren
die Bedingungen x; < xp < .- < x, erfiillen. Die Anzahl der Elemente vom Rang k in
Pos(B(n); B) ist durch die Anzahl der Permutationen mit genau k Inversionen gegeben.
Abbildung 25a zeigt die stereographische Projektion von ess(53(4)) geschnitten mit der Ein-
heitssphére, und Abbildung 25b zeigt die entsprechende Kammerordnung.

BEISPIEL 5.15

Sei Shi(n) das Shi-Arrangement aus Beispiel 4.8. In Bemerkung 4.9 habe wir eine Bijek-
tion zwischen R (Shi(n)) und den Einparkfunktionen der Linge n beschrieben. Sei B die
Kammer, die der Einparkfunktion (1,1, ...,1) entspricht. Dann ist die Anzahl der Elemente
vom Rang k in Pos (Shi(n); B) durch die Anzahl aller Einparkfunktionen (a1, ay, .. ., a,) mit
k=n—(a;+a,+...+a,) gegeben.

Abbildung 26 zeigt Pos(Shi(3); B).

LEMMA 5.16: [4, Lemma 2.1]

Sei F € F(B) nicht-leer. Dann gibt es eine eindeutige Kammer Rr € R(A) mit S(Rg;B) =
AF.
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(A) Die stereographischen Projektion der Essen- (B) Die Kammerordnung Pos(8B(4), B), wobei B
tialisierung des Zopf-Arrangements B(4). die in Abbildung 25a markierte Kammer ist.

ABBILDUNG 25. Die Kammerordnung des Zopf-Arrangements 5(3).
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ABBILDUNG 26. Pos(Shi(3); B).

Beweis. Seiij € relint(F) und sei ¥ € B, und sei Z = ¥ — ij. Nach (6) gilt fiir alle i € [m]
a; < (&;, %) = (&;,Z) + (@;, 7).
Nach (5) ist (#;,7) = a; falls H; € Ap, also folgt aus obiger Ungleichung (&;,Z) > 0. Fiir ein
beliebiges ¢ > 0 gilt weiter
(@;, 7 — €2y = (a;,§) — e(8;,Z) = a; — (@, Z) < a;

falls H; € Ap. Nun wiahlen wir ¢ klein genug, sodass (#;, i — €Z) > a; fiir alle H; ¢ Ap. Sei nun
R die Kammer, die i/ — €Z enthélt. Nach Definition ist S(R; B) = Af. Nach Konstruktion ist diese
Kammer eindeutig, und wir schreiben Rr anstelle von R. g
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DEFINITION 5.17
Eine Kammer R € R(.A) heifit ZELLULAR, wenn es ein F € F(B) gibt, sodass R = Rp.

LEMMA 5.18

Die Abbildung F — Rp ist eine injektive, ordnungsumkehrende Abbildung von F(B) \
{@} — Pos(A; B).

Beweis. Seien Fi,F, € F(B) mit F; C F,. Dann ist A(F;) 2 A(F,). Nach Lemma 5.16 gibt es
eindeutige Kammern Ry, Ry € R(A) mit S(Ry; B) = A(F;) und S(Ry; B) = A(F,). Nach Definition
folgt Rq > R». U

5.4. Zur Verbandseigenschaft von Pos(.A; B). In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns mit der
Frage, unter welchen Bedingungen die Kammerordnung einen Verband bildet.

LEMMA 5.19

Sei F € F(B) \ {©}, und sei R € R(.A). Wenn Bound(F) C S(R; B) ist, dann folgt Rp < R.

Beweis. Sei F € F(B) \ {@}. Wir definieren die Menge Bound(F) def Bound(B) N Ag. Nach Lem-
ma 5.16 ist S(Rf; B) = Af. Sei also H € Ar. Es bleibt zu zeigen, dass H € S(R; B).

(i) Sei H € Bound(F). Nach Voraussetzung folgt H € S(R; B).

(i) Sei H ¢ Bound(F). Nach Definition folgt dann H € Af \ Bound(B). Sei H = H; fiir ein
t € [m].Da F # @ gibtes j € F sodass (#;,7) = a; fiir alle H; € Bound(B), sowie (&,7) = a;.

Da H; € Af keine begrenzende Hyperebene von B ist, folgt fiir ¥ € R™:
(7) Wenn (&;, ¥) > a; fiir alle H; € Bound(F) gilt, dann gilt auch (&, ¥) > a;.
(Da Hf Nrelint(B) = @ und F C H;.)

SeinunZ € R. Wenn H; ¢ S(R; B) ist, dann gilt <EZ¢,Z> > a;. Nach Voraussetzung ist Bound(F) C
S(R; B), also gilt (#;,Z) < a; fiir alle H; € Bound(F). Dementsprechend ist

(@;,2) —Z) = 2a; — (@;,Z) > a
fiir alle H; € Bound(F). Da H; ¢ Bound(B) folgt mit (7) der Widerspruch
ar < (8,25 —Z) = 2a; — (61, Z) < az.
Alsoist H = H; € S(R; B). O

DEFINITION 5.20

Sei X C R" ein abgeschlossener polyedrischer Kegel mit dim(X) = n. Wenn X genau n
Facetten besitzt, heifst X SIMPLIZIAL.

Wir kénnen simpliziale Kegel auch dquivalent als Durchschnitte von geschlossenen Halbraumen
definieren, wobei die Normalenvektoren der definierenden Hyperebenen eine Basis des IR” bilden.

Im allgemeinen gibt es verschiedene Moglichkeiten, die Zellen eines abgeschlossenen polyedri-
schen Kegels als Durchschnitt von Facetten darzustellen. Wenn der Kegel aber simplizial ist, sind
diese Darstellungen eindeutig und es gibt genau (};) Zellen der Dimension k.
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DEFINITION 5.21
Ein lineares Hyperebenenarrangement heifit SIMPLIZIAL, wenn jede Kammer simplizial ist.

LEMMA 5.22: [4, Lemma 2.3]

Sei A linear, und sei B simplizial. Fiir jede nicht-leere Teilmenge A der Atome von Pos(.A; B)
gibt es eine Zelle F € F(B), sodass Rr die kleinste obere Schranke von A ist.

Beweis. Sei A eine nicht-leere Teilmenge der Atome von Pos(A; B). Fiir Q € AistS(Q;B) = {H}.
Da B simplizial ist, ist ##(B) = 2", und damit ist der Durchschnitt iiber die Trennmengen der
Elemente von A eine eindeutig festgelegte Zelle F € F(B).

Sei Q € A. Dann gilt mit Lemma 5.16, dass

S(Q;B) € |J S(R;B) = Bound(F) C Ar = S(Rf; B).
ReA

Alsoist Q < Rr, und R ist damit eine obere Schranke von A. Mit Lemma 5.19 folgt, dass R sogar
die kleinste obere Schranke von A. 0

SATZ 5.23: [2, Theorem 3.1]
Sei A linear. Wenn Pos(.A; B) ein Verband ist, dann ist B simplizial.

Beweis. Fiir H € A schreiben wir d fiir den entsprechenden Normalenvektor. (Mit anderen Wor-
ten, wenn H = H;, dann ist &; = dy.)

Nehmen wir an, dass B nicht simplizial ist. Dann ist #Bound(B) > n + 1. Also ist die Menge Z
aller Normalenvektoren der Hyperebenen in Bound(B) linear abhéngig, und wir bezeichnen mit
D eine minimale linear abhingige Teilmenge von Z. Sei nun Z € D. Dann gilt
(8) Z=— Z cglg + Z dpidy.

Gelu Hev
Dabeiist D = {Z} W{dg | G € U} W{dy | H € V} und die Koeffizienten c; und dy sind alle
nicht-negativ.

Wenn V = @ ist, dann folgt (Z,¥) < 0 fiir alle ¥ € B. Nach Definition gibt es Hz € Bound(B)
mit Z = &p_. Das ist ein Widerspruch zu (6), also folgt V # @.

Seinun X = {R € R(A) | B<R und S(R;B) C V}.Da D\ {Z} eine linear unabhingige
Menge von Vektoren ist, ist das Arrangement UW V C A kombinatorisch isomorph zu einem
Koordinatenarrangement. Dementsprechend enthalt

(o) (o)

eine offene Teilmenge des R". Also gibt es eine Kammer T € R(A) mit V C S(T; B) und S(T; B) N
U = @, und wir wihlen T minimal (bzgl. dieser Eigenschaften) in Pos(.A4; B).

Da V C S(T;B) ist, ist T eine obere Schranke von X. Fiir 7 € T folgt (dp, i) > 0 fir H € V
und (@¢,7) < 0 fiir G € U. Dementsprechend ist (Z,i/) > 0, also ist Hy € S(T; B). Sei R € R(A)
mit S(R; B) = {Hz}. Nach Lemma 5.10 ist S(—R; B) = A\ {Hz}, also ist —R ebenfalls eine obere
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Schranke von X. Allerdings sind T und —R unvergleichbar in Pos(A; B). Da T minimal gewihlt
war, ist Pos(.A; B) also kein Verband. O

Bevor wir fortfahren, beweisen wir das folgende allgemeine Hilfslemma.
LEMMA 5.24: [2, Lemma 2.1]

Sei P = (P, <) eine endliche beschrankte Halbordnung. Wenn fiir je zwei Elemente x,y € P,
die ein gemeinsames Element z € P bedecken, das Supremum x V y existiert, dann ist P
bereits ein Verband.

Beweis. Nach Ubung U1 geniigt es zu zeigen, dass je zwei Elemente in P ein Supremum besitzen.

Sei n die grofite Lange einer maximalen Kette in P. Wir verwenden Induktion nach n. Fiir n < 2
ist die Aussage trivialerweise wahr. Sei nun also n > 2 beliebig, und seien x,y € P so gewdhlt,
dass sie kein gemeinsames Element bedecken. Seien a2 und b Atome von P mita < xund b < y.
Wenn a = b, dann existiert x V y nach Induktionsvoraussetzung.

Wenn a # b, dann existiert das Supremum a \VV b nach Voraussetzung, da 0 < a und 0 < b. Nach
Induktionsvoraussetzung (angewendet auf [a, 1]) existiert x VV (a \V b). Nach Induktionsvorausset-
zung (angewendet auf [b, 1]) existiert auch x V (aVb) Vy = z.Daa < xund b < yistz = xVy. O

SATZ 5.25: [2, Theorem 3.2]
Sei A linear mit dim A < 3. Wenn B simplizial ist, dann ist Pos(.4; B) ein Verband.

Beweis. Sei n = dim A. Fiir n < 2 ist die Behauptung trivialerweise wahr. Sei also n = 3. Da B
simplizial ist, folgt nach Lemma 5.22, dass jede Teilmenge der Atome von Pos(.4; B) ein Supremum
besitzt. Nach Lemma 5.24 geniigt es zu zeigen, dass fiir jedes Atom R von Pos(.A; B) das Intervall
[Ro, —B) ein Verband ist.

Sei also Ry ein beliebiges Atom von Pos(.A; B) und sei S(Ro; B) = {Hy}. Es bezeichne @, den
Normalenvektor von Hyin A.Sei Hy = {¥ € R® | (&p,, ¥) = —1} undsei A; = {HNH; | H € A}
das von H; induzierte, affine zweidimensionale Arrangement. Dann ist

[Ro, —B] = Pos(A1; Ro N Hy)

vermoge des Isomorphismus R — R N Hj. Nach Konstruktion ist Pos(.A1; Rg N Hy) beschrénkt,
und besitzt ein planares Ordnungsdiagramm. Insbesondere ist Pos(.A1; Rg N Hy) also ein Verband.

O
BEISPIEL 5.26: [2, Example 3.3]

Wir betrachten das vierdimensionale Arrangement A = {H1, Hy, H3, Hy, Hs, H6} gegeben
durch

Hy = {¥ € R* | x; =0}, Hy = {¥€R* | xp =0},
H3={f€R4|X1+2X2+X3=0}, H4={fER4|2x1+XQ+X3=0},
H5={f€R4|X3—X4:O}, H6={.‘)_C'€]R4|x4:0}‘
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Wir wihlen die simpliziale Basiskammer
B={¥cR*|x; >0,x >0,x3>x4 >0},
und wihlen das Atom R von Pos(.A; B) mit S(R; B) = {Hg}. Es gilt
R={¥cR*|x; >0,x2>0,x3 > x4,x4 < 0,1 +2x + x3 > 0,2x1 + x5 + x3 > 0}.
Seinun H = {x4 = -1} und A = {H;NH | i € [5]}. Dann ist dim.A = 3, und es ist
gegeben durch die Hyperebenen
H ={¥eR®|x =0}, A, = {¥ € R®| x, = 0},
Ay ={¥€R>|x; +2x2 +x3 =0}, Hy={¥€R®|2x; +x+x3 =0},
As = {x € R® | x3 = —1}.
Analog zum Beweis von Satz 5.25 ist [R, —B] in Pos(A; B) isomorph zu Pos(A, R), wobei
R =RNHist. : o
Offenbar ist —B = —B N H das grofite Element von Pos(A4; R). Es gilt
—B={X¥cR®|x <0,x,<0,x3 <—1}.
Wir finden ein Koatom T in Pos(.A4, R) gegeben durch
T={XcR3|x; <0,xp <0,x3 >—1,% +2xp + x3 < 0,2x1 + X + x3 < 0};

insbesondere ist S(T; R) = A\ {Hs}. Das Intervall [R, T] besteht aus allen Kammern von
A, die im positiven Halbraum H. liegen. Sei A’ = A\ {H5}, und sei R’ die eindeutige
Kammer von A/, die R enthilt. Es gilt

R = {fERB ‘ x1>0,x0 >0,x1 +2x +x3 > 0,2x1 + x2 + X3 >0},

und R’ ist somit nicht simplizial. Weiterhin ist A’ ein zentrales dreidimensionales Arrange-
ment, und es gilt [R, T] = Pos(.A’; R’). Nach Satz 5.25 ist Pos(.A’; R’) kein Verband (es ist
sogar isomorph zur Kammerordnung aus Abbildung 24a). Da es ein zu Pos(A’; R) isomor-
phes Intervall in Pos(.A; B) gibt, ist Pos(.A; B) kein Verband.

SATZ 5.27: [2, Theorem 3.4]
Wenn A simplizial ist, dann ist Pos(.A; B) ein Verband fiir jede Wahl von B.

Beweis. Nach Lemma 5.22 existiert das Supremum fiir jedes Paar von Atomen von Pos(.A; B).
Seien nun Ry, R; € R(A), die eine gemeinsame Kammer R bedecken. Wir zeigen zunéchst, dass
das Supremum R; V R; existiert. Nach Konstruktion ist das Intervall [R, —B] in Pos(.A; B) isomorph
zum Intervall [R, —B] in Pos(A; R). In Pos(.A; R) bedecken R; und R; ebenfalls R. Da R simplizial
ist, existiert nach Lemma 5.22 also Rj V R; in Pos(A; R) und gehort zum Intervall [R, —B]. Also
exisiert Ry V Ry auch in Pos(A; B).
Mit Lemma 5.24 folgt, dass Pos(.A; B) ein Verband ist. O

5.5. Dichte Arrangements und Semidistributive Verbinde. Sei R € R(.A) und sei F eine Facette
von R. Nach Korollar 5.5 existiert eine eindeutige Kammer Q € R(A) mit F = RN Q. Nach
Lemma 5.11 gilt entweder R < Q oder Q < R in Pos(A; B). Wir nennen F eine OBERE FACETTE
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von R bzgl. B, wenn R < Q gilt, und eine UNTERE FACETTE andernfalls. Eine OBERE HYPEREBENE
von R bzgl. B ist eine Hyperebene, die eine obere Facette von R enthilt. Wir definieren UNTERE
HYPEREBENEN analog.

DEFINITION 5.28

Eine Kammer R € R(A) heiit DICHT bzgl. B wenn sich je zwei obere Facetten von B in
einer n — 2-dimensionalen Zelle von R schneiden, und dasselbe auch fiir untere Facetten
gilt.

Dann heifst A DICHT bzgl. B, wenn alle Kammern von A dicht bzgl. B sind.

Wenn A linear ist, dann ist die Abbildung R — —R nach Lemma 5.10 ein Antiautomorphismus
von Pos(.A; B). Um zu priifen, ob A dicht bzgl. B ist gentigt es also entweder alle Paare von oberen
Facetten der Kammern von A zu tiberpriifen, oder aber alle Paare von unteren Facetten.

3
1 4
2

Abbildung 27a zeigt die stereographische Projektion von ess(.Ag ). Wir kénnen schnell nach-
priifen, dass A dicht bzgl. By, aber nicht bzgl. B, B, und Bj ist.

BEISPIEL 5.29
Sei G der folgende Graph.

Im weiteren Verlauf machen wir oft Gebrauch von dem folgenden Lemma und seiner Schluss-
folgerungen.

LEMMA 5.30

Sei A linear mit Basiskammer B, und sei F € F(A) mitdim(F) =n—2.Sei Ap = {H € A |
F C H}, und sei B’ die Kammer von A, die B enthilt. Die Einschriankung von Pos(.A4; B)
auf {R € R(A) | F C R} ist isomorph zu Pos(Ag; B').

Beweis. Sei R eine beliebige Kammer von A4, die F enthélt. Dann gibt es zwei Facetten Fj, F, von R
mit F = F; N F,. Seien Hy bzw. H, die begrenzenden Hyperebenen von R die F; bzw. F, enthalten.
Dann ist U = H; N H; die lineare Hiille von F, und es gibt einen zweidimensionalen Unterraum
P,sodass R" = U @ P. Sei X € relint(F).
(i) Wir zeigen zuerst, dass
Ar={He A|X¥ e H}

gilt. Da ¥ € F ist eine Inklusion offensichtlich. Nehmen wir nun an, dass es eine Hyperebene
He A\ Ar gibt mit ¥ € H. Da H ¢ Ar folgt, dass U Z H. Alsoist P C H.

Sei nun i € relint(R) nah genug bei X. Wir konnen einen Vektor in U von ¥ abziehen und
erhalten 7’ = X + p fiir € P. Nach Konstruktion ist, wenn i nah genug bei ¥ gewihlt wurde,
7' € relint(R). Nach Annahme ist aber auch ¥/ € P C H. Wir erhalten somit den Widerspruch
H Nrelint(R) # @.

(ii) Wir zeigen nun, dass

{R'eR(A)|FCR'}={R eR(A) | ¥R}
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(A) Die stereographische Projektion der Essentia- (B) Die Kammerordnung des Arrangements aus
lisierung des graphischen Arrangements aus Bei- Abbildung 27a bzgl. der markierten Basiskam-
spiel 5.29. mer.

ABBILDUNG 27. Die Kammerordnung eines Hyperebenenarrangements bzgl. ei-
ner nicht-dichten Kammer.

gilt. Da ¥ € F ist eine Inklusion offensichtlich. Sei also R’ € R(.A) so gewdhlt, dass ¥ € R/, aber
F ¢ R'. Dann gibt es einen Punkt ¥’ € relint(F), sodass ¥ und ¥’ in verschiedenen Halbrdumen
bzgl. einer begrenzenden Hyperebene H von R’ liegen. Da F ein Kegel ist, schneidet die Strecke
von ¥ nach X’ die Hyperebene H in einem Punkt H”, der ebenfalls in relint(F) liegt. Aber dann gilt
X € Hund F ¢ H, was (i) widerspricht.

(iii) Wir wiahlen nun einen e-Ball X um X. Aus (ii) folgt, dass fiir ein gentigend kleines &

(ReR(A) | R'NX£Q} = {R € R(A) | FCR'}

gilt. Nach (i) unterscheiden sich die Trennmengen solcher Kammern nur um Elemente in Af. Also
sind diese Kammern in Bijektion mit den Kammern von A vermdoge der kanonischen Inklusions-
abbildung. O

Aus dem Beweis von Lemma 5.30 erhalten wir die folgenden Korollare.

KOROLLAR 5.31

Sei A linear mit Basiskammer B, und sei F € F(A) mit dim(F) = n — 2. Weiter seien Ap
und B’ wie in Lemma 5.30. Dann besteht Pos(Af; B') aus genau zwei maximalen Ketten,
die sich nur in B’ und — B’ schneiden.
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KOROLLAR 5.32

Sei A linear mit Basiskammer B, und sei F € F(A) mit dim(F) = n — 2. Weiter seien
Ar und B’ wie in Lemma 5.30. Dann gibt es eine (bis auf Umkehrung) eindeutige lineare
Anordnung Hj, Hy, . .., Hy der Hyperebenen in Af sodass fiir jede Kammer R € R(.A) die
Menge S(R; B) N Af entweder von der Form {Hy, Hy,..., H;} fiuri € {0,1,...,k— 1} oder
von der Form {H;, H;1,..., Hi} furi € {1,2,...,k} ist. Beziiglich dieser Anordnung sind
H; und H;, die begrenzenden Hyperebenen von B'.

Beweis. Die Anordnung der Hyperebenen folgt direkt aus Korollar 5.31, ebenso der Fakt, dass H;
und H;, die begrenzenden Hyperebenen von B’ sind.

Seinun R € R(A), und sei R’ die eindeutige Kammer von A mit R C R’. Nach Konstruktion
ist S(R’; B') = S(R; B) N A, und S(R’; B') besitzt die gewiinschte Form. O

KOROLLAR 5.33

Sei A linear mit Basiskammer B, und sei F € F(A) mit dim(F) = n — 2. Weiter seien Af
und B’ wie in Lemma 5.30. Dann gibt es eine kleinste Kammer Q und eine gréite Kammer
Rvon A, die F enthalten, und es gilt S(Q; B) N Ar = @ sowie S(R; B) = S(Q; B) U Af.

Man kann sich leicht tiberlegen, dass A nur dicht bzgl. simplizialer Kammern sein kann. Nach
Satz 5.23 folgt aus der Verbandseigenschaft von Pos(.A; B), dass B simplizial ist. Wir haben auch
die folgende, passende Implikation.

SATZ 5.34: [9, Theorem 9-3.2]
Wenn A dicht bzgl. B ist, dann ist Pos(.A; B) ein Verband.

Beweis. Seien Ry, Ry € R(A) derart, dass ein Q € R(A) existiert mit Q < R; und Q < Ry. Sei F; =
RiNQund F, = R, N Q. Dann sind F; und F, obere Facetten von Q, also ist nach Voraussetzung
dim(F; N F,) = n — 2. Seien Hy bzw. H; die Hyperebenen, die F; bzw. F, enthalten.

Sei Ap,nr, = {H € A| FFNFE, € H} und sei B’ die Kammer von Ap,r,, die B enthilt. Man
kann sich nun iiberlegen, dass eine Kammer P mit der Eigenschaft, dass {Hl, H2} C S(P; B) sofort
AF,nr, € S(P; B) erfiillt. Insbesondere enthilt die Trennmenge jeder gemeinsamen oberen Schran-
ke von R; und R; die Menge S(Q; B) U AF,r, -

Nach Lemma 5.30 ist die Menge aller Kammern, die F; N F, enthalten ein Intervall [Q, R] in
Pos(A; B), und nach Korollar 5.33 ist S(R; B) = S(Q; B) U A’. Also ist R das Supremum von R;
und Rz.

Nach Lemma 5.24 ist Pos(.A; B) ein Verband. O

BEISPIEL 5.35

Sei A das Arrangement aus Beispiel 5.9. Es ist bzgl. der simplizialen Basiskammer B nicht
dicht, aber Pos(.A4; B') ist dennoch ein Verband.
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LEMMA 5.36

Ein simpliziales Arrangement ist dicht bzgl. jeder Kammer.

Beweis. Das folgt daraus, dass sich je zwei Facetten einer simplizialen Kammer in einer n — 2-
dimensionalen Zelle schneiden. g

Die Bedeutsamkeit des Dichtheitsbegriffs erscheint zunéchst vielleicht etwas diffus. Dieser Be-
griff erlaubt aber eine Charakterisierung der Kammerordnungen, die semidistributive Verbande
sind.

DEFINITION 5.37
Ein Verband £ = (L, <) ist INFIMUM-SEMIDISTRIBUTIV, wenn fiir alle x,y,z € L gilt
Ausx Ay =xAzfolgtx A (yVz)=xAz

Wenn sowohl £, als auch der duale Verband £*, infimum-semidistributiv sind, dann ist £
SEMIDISTRIBUTIV.

BEISPIEL 5.38

Der Verband in Abbildung 24b ist nicht infimum-semidistributiv, da die Elemente x = 34,
y = 13 und z = 23 die Bedingung verletzen. Die Verbdnde in den Abbildungen 25 und 28a
sind allerdings semidistributiv.

SATZ 5.39: [9, Theorem 9-3.8]

Die Kammerordnung Pos(A; B) ist genau dann ein semidistributiver Verband, wenn A
dicht bzgl. B ist.

Um Satz 5.39 zu beweisen, benttigen wir die folgenden Lemmas.
LEMMA 5.40

Wenn eine Kammer R genau zwei untere Facetten bzgl. B besitzt, dann ist deren Durch-
schnitt n — 2-dimensional.

Beweis. Seien F und G die beiden unteren Facetten von R bzgl. B. Seien weiter ¥ € relint(F),
i € relint(G) und sei Z € relint(B). Seien Hr bzw. Hg die begrenzenden Hyperebenen von R, die
F bzw. G enthalten. Esist ¥ € Hr \ Hg und i € Hg \ Hp.

Aus (6) folgt, dass fiir geniigend kleine ¢ die Punkte ¥’ = ¥ — eZ und i/’ = i — €Z im relativen
Inneren von R liegen. Da R konvex ist, ist auch die Strecke zwischen ¥’ und ' in R enthalten.

Fiir if € relint(R) sei p(if) der Schnittpunkt von {if + AZ | A > 0} (also der Strecke von i durch
Z) mit dem Rand von R. Aus (6) folgt weiter, dass p(if) in mindestens einer unteren Facette von R
liegt, aber niemals in einer oberen Facette von R. Es gilt auferdem, dass p(¥') = ¥ und p(i/') = 7.

Da R nur zwei untere Facetten besitzt gibt es einen Punkt i’ auf der Strecke von X’ nach i/, fiir
den p(ii') in Hr N Hg liegt. Da i’ € relint(R) gibt es einen offenen Ball um i’ der komplett in R
liegt. Dieser Ball wird vermége p auf eine relativ offene Umgebung U von p(ii’) im Rand von R
abgebildet. Auerdem ist U C F U G. Also ist U N Hp N Hg eine offene Umgebung von p(il’) in
Hr N Hg N R. Es folgt, dass die Dimension von FN G = Hr N Hg N R gerade n — 2 ist.



68 HENRI MUHLE

LEMMA 5.41

Sei X C R(.A), und sei R eine obere Schranke von X in Pos(.4; B). Es ist R genau dann eine
minimale obere Schranke von X, wenn es fiir jede untere Hyperebene H von R bzgl. B ein
Q € X gibt, sodass H € S(Q; B).

Beweis. Sei H eine untere Hyperebene von R sodass H ¢ Ugex S(Q; B) gilt. Nach Lemma 5.11 gibt
esR' € R(A) mit R" < Rund S(R’; B) = S(R; B) \ {H}. Dann ist R’ aber auch eine obere Schranke
von X, und R ist demnach keine minimale obere Schranke von X.

Nehmen wir umgekehrt an, dass fiir jede untere Hyperebene H von R ein Q € X existiert,
sodass H € S(Q; B). Nach Lemma 5.11 ist kein unterer Nachbar von R eine obere Schranke von X.
Also ist R eine minimale obere Schranke von X. g

Nun beschreiben wir ein lokales Kriterium, wann ein Verband semidistributiv ist.
LEMMA 5.42: [9, Lemma 9-2.6]

Sei £ = (L, <) ein endlicher Verband. Nehmen wir an, dass fiir alle x,y,z € Lmitx Ay =
x A z gilt, dass wenn y und z ein gemeinsames Element bedecken, dann ist x A (y V z) =
x A y. Dann ist £ semidistributiv.

Beweis. Seien x,y,z € Lmit x Ay = x Az. Wenn y < z oder z < y, dann ist sofort klar, dass
x A (yVz) = xAy gilt Seien y und z also unvergleichbar in £. Wir verwenden Induktion tiber
#Hu € L | y Az < u}. Der Induktionsanfang (ndmlich, dass y,z Koatome von L sind, die ein
gemeinsames Element bedecken) gilt nach Voraussetzung.

Seien ay, a, die Elemente, die y A z bedecken und 4, < y und a, < z erfiillen. Wenn a, = a4,
dann ist ay = y A z, was der Wahl von a, widerspricht. Also ist a, # ay.

Aus ay < y folgt, dass x Aay < x Ay. Nach Annahme ist x Ay = x Az < z. Alsoist x Ay <
yAz<ay. Esfolgtx Ay < x Aay < xAy. Analog zeigt man x A\ z = x A\ 4z, also ist nach Annahme
XA ay = x Na.

Da a, und a; ein gemeinsames Element (namlich y A z) bedecken, gilt nach Voraussetzung

xA(ayVaz) =xNay =xN\y.
Daa, <yunday, <a,Va;,und y Az < ay folgt per Induktion:
xAN(yVay,Va) =xANy=xANz,
Weiter ista, <yVay Vaz a; <zundy Az <az also folgt per Induktion:
xANz=xAN({yVayVa,Vz)=xA(yVz).

Kommen wir nun zum Beweis von Satz 5.39.

Beweis von Satz 5.39. Sei A dicht bzgl. B. Nach Satz 5.34 ist Pos(.A; B) ein Verband. Es geniigt also
die Voraussetzung von Lemma 5.42 nachzuweisen.

Seien dazu W, X,Y,Z € R(A) mit XAY = XAZund W<Yund W< Z.SeiR = XAY =
X A Z. Es folgt, dass R eine untere Schranke von Y und Z ist, also gilt R <Y A Z = W. Es bleibt zu
zeigen, dass X A (Y V Z) = R gilt.
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Sei y = YNW und F; = ZN W, und seien Hy bzw. H; die Hyperebenen, die Y bzw. Z
enthalten. Dann gilt S(Y; B) = S(W; B) U{Hy} und S(Z; B) = S(W;B) U {Hz}. Da A dicht bzgl.
Bist, ist dim(Fy NFz) = n—2.Sei A’ = {H € A | FyNFz; C H}. Lemma 5.30 impliziert, dass
S(YV Z;B) =S(W;B) U A’ und dass S(W;B) N A" = @.Da R < W ist, giltauch S(R; B)N A" = @.

Seinun R" = XA (YV Z). Es gilt auf jeden Fall, dass R < R’, und wir nehmen an, dass sogar
R < R’ gilt. Dann gibt es eine Kammer T € R(A) mit R<T < R. Aus T < R folgt T < X,
undda T £ Rmuss T £ Y gelten. Sei H die Hyperebene, die R und T trennt; also fiir die gilt
S(T;B) = S(R;B)U{H}. Aus T < R' < YV Z folgtaber H € S(W;B)UA".DaT £ Y folgt
H ¢ S(W;B), also ist H € A’. Mit dem gleichen Argument folgt H # Hy. Analog zeigt man
H # Hy. Also ist H € A’ \ {Hy, Hz}. Nun widerspricht S(T; B) aber Korollar 5.32, also folgt
R=FR.

Nach Lemmas 5.10 und 5.42 ist Pos(.A; B) semidistributiv.

Nehmen wir nun an, dass A nicht dicht bzgl. B ist. Wenn Pos(.A4; B) kein Verband ist, sind wir
fertig. Nehmen wir also an, dass Pos(.A; B) ein Verband ist. Da A nicht dicht bzgl. B ist, gibt es eine
Kammer W € R(A), die zwei obere Facetten besitzt deren Durchschnitt Dimension < n — 2 hat.
Seien Y und Z die Kammern, die durch diese Facetten von W getrennt werden, und seien Hy und
Hyz die entsprechenden Hyperebenen. Sei R = Y V Z.

Nun betrachten wir die geordnete Menge Pos(.A; W). Dort ist R nicht notwendigerweise das
Supremum von Y und Z, aber in jedem Fall eine minimale obere Schranke von Y und Z. Es gilt
S(Y;W) = {Hy} und S(Z; W) = {Hz}. Sei Cg die Menge aller unteren Hyperebenen von R bzgl.
W. Aus Lemma 5.41 folgt Cr € {Hy,Hz}. Wenn Cg = @, dann erhalten wir den Widerspruch
R = W. Wenn #Cr = 1, dann gibt es ein eindeutiges Element R’ € R(.A) mit R’ < R. Dann
ist aber R’ eine obere Schranke von Y und Z, was der Minimalitdt von R widerspricht. Also ist
Cr = {Hy, Hz}.

Nach Lemma 5.11 gibt es also genau zwei Kammern Qy und Q, die von R bedeckt werden, und
es gilt S(R; W) = S(Qy; W) U {Hy} und S(R; W) = S(Qz; W) U{Hz}. Aus Lemma 5.40 folgt, dass
F = (RN Qy)N(RNQz) Dimension n — 2 hat. Aus Korollar 5.33 folgt dann, dass Qy A Qz = X
in Pos(.A; W) existiert. Es sei A’ = {H € A | Hy N Hy C H}. Nach Korollar 5.33 gilt S(X; W) =
S(R; W)\ A" und S(R; W) = S(X; W) U A’. Insbesondere ist { Hy, Hz} N S(X; W) = @, und damit
XANY=W=XANLZ

Wenn X = W ist, dann folgt aus Lemma 5.30, dass alle Kammern im Interval [X, R] die Facette F
enthalten, also insbesondere auch Y, Z und W. Das widerspricht aber der Annahme, dass dim((Y N
W)N(ZNW)) <n—2. Alsoist X #W.

Nun betrachten wir das Intervall [X, R] in Pos(.A; B). Dort gilt ebenfalls X AY = W = X A Z.
Dann folgt aber X A (YV Z) = XAR = X # W = X AY. Also ist Pos(.4; B) nicht infimum-
semidistributiv, und demnach auch nicht semidistributiv. O

Wir beschliefien diesen Abschnitt mit dem folgenden Korollar.

KOROLLAR 5.43

Sei A linear. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.
(i) Pos(.A; B) ist ein semidistributiver Verband fiir alle B € R(.A).
(ii) Pos(.A; B) ist ein Verband fiir alle B € R(.A).

(iii) A ist simplizial.
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Beweis. Die Implikation (i) = (ii) ist trivial. Die Implikation (ii) = (iii) folgt aus Satz 5.23.
Die Implikation (iii) = (i) folgt aus Lemma 5.36 und Satz 5.39. O

5.6. Uberauflosbare Arrangements. In diesem Abschnitt zeigen wir, dass iiberauflésbare Arran-
gements bestimmte Kammern besitzen, sodass die zugehorige Kammerordnung einen Verband
bildet. Zunéchst benstigen wir aber die folgende Charakterisierung solcher Arrangements.

SATZ 5.44: [2, Theorem 4.3]

Sei A € Hyp(R") linear. Wenn rk(.A) < 2, dann ist A iiberauflosbar. Wenn rk(A) =n > 3
ist, dann ist A genau dann tiberaufldsbar, wenn es eine Partition A = Ag W A1 gibt, sodass
Ay tiberauflésbar mit rk(Ag) = n — 1 ist, und es fiir je zwei verschiedene H', H” € A; ein
H € Ay gibt, sodass H' " H" C H gilt.

Beweis. Die erste Behauptung folgt, da jeder geometrische Verband vom Rang 2 tiberauflosbar ist.

Sei nun A iiberauflosbar, und sei R” = Sy 2 §; D --- 2 S, = {0} die ausgezeichnete modulare
Kette von £(A). Definiere Ag = {H € A | S,-1 C H} und A; = A\ Ap. Nach Ubung U8 ist
L(Ayp) tiberauflosbar. Fiir je zwei Hyperebenen H', H" € A, gilt S, 1V H' = {0} und S, ;1 V
H" = {0}. Also ist insbesondere S, V (H' V H") = {0}, und da S,_; modular ist, folgt dass
H =S, 1A (H'VH")ein Atom von L(A)ist DaH 2 S, 1ist H € Ay,undda H O H' A H”
folgt H O H' N H"” wie gewiinscht.

Sei umgekehrt A = Ay W .A; wie angegeben. Sei Sy D S1 2 -+ - D S, eine modulare Kette in
L(Ap). Es gentigt zu zeigen, dass S,_1 modular in £(.A) ist. Die Modularitdt von Sy, Sy, ..., S,-2
folgt dann mit Lemma 2.8. Wir wéhlen also Z € L(.A) \ L(Ayp). Wir schreiben Z = N_; G;, wobei
G; Hyperebenen von A sind, und die Anzahl der verwendeten Hyperebenen aus .A; minimal sein
soll. Seien nun H', H” € A; zwei verschiedene Hyperebenen. Nach Annahme gibt es H € Ay
mit H' N H” C H. Nach Lemma 2.7 sind H, H', H” modular, und es folgt, dass tk(HN H') =
2 = rk(H' N H"). Es folgt, dass HN H' = H' N H". Aufgrund der Minimalitdt der verwendeten
Hyperebenen aus A; erhalten wir Z = Zy N H’, wobei Zy € L(Ay), sowie H' € Ay und H' 2 Z.
Mit der Semimodularitit von £(A) folgt rk(Zy) = rk(Z) —1. Da Zy 2 S,_; gilt, folgt weiter
S,-1 N Z = Zy. Wir erhalten also

rk(S, 1V Z)+1k(S,_ 1 ANZ) =n+1k(Zp)
=rk(S,-1)+1+rk(Z) -1
=rk(S,-1) +1k(Z).
Also ist S;,_1 modular. O
In Satz 2.13 haben wir bestimmte Invarianten eines iiberauflésbaren Verbandes kennengelernt;
die Exponenten. Die EXPONENTEN eines iiberauflosbaren Hyperebenenarrangements A sollen
dann die Exponenten von £(.A) sein. Mit Satz 5.44 konnen wir die Exponenten ey, ey, . .., e, von A
rekursiv bestimmen. Und zwar entsprechen ey, ey, . . ., ¢,—1 den Exponenten von Ay und e, = #A4;.
Aus Satz 5.44 erhalten wir eine kanonische Abbildung 7 : R(A) — R(Ap), ndmlich Inklusi-

on von Kammern. Mehr noch, diese Abbildung ist offenbar surjektiv und ordnungserhaltend als
Abbildung 7 : Pos(A, B) — Pos(Ag, 77(B)). Fiir R € R(A) definieren wir

Fib(R) &' 771 (n(R)).
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DEFINITION 5.45

Sei A iiberauflosbar, und sei A = Ay W A; wie in Satz 5.44. Eine Kammer R von A heifdt
KANONISCH wenn entweder rk(A) < 2, oder wenn 7t(R) kanonisch in .4 ist, und Fib(R)
in Pos(\A, R) linear angeordnet ist.

BEISPIEL 5.46
Sei G erneut der Graph aus Beispiel 5.29. Offenbar ist G trianguliert, also ist das graphische
Arrangement Ag nach Satz 3.21 tiberauflosbar. Die Exponenten von Ag sind ey = 1,ep =
es = 2. Esist

Ac = {H(&12), H(d1,3), H(d@23), H(@2,4), H(@34) }.
Eine Zerlegung von A aus Satz 5.44 ist Ag & A1, wobei

Ao = {H(@12), H(#13), H(d23) },
Ai = {H(dp4), H(d34) }.

Abbildung 27a zeigt die stereographische Projektion von ess(.A¢), wobei die Hyperebenen
aus ess(Ap) in schwarz dargestellt sind, und die Hyperebenen aus ess(A;) in griin. Die
Kammerordnung von Ag bzgl. der in Abbildung 27a markierten Kammer

BZ{fER4|XQ<X1<X3,X2<JC4<X3}

ist in Abbildung 27b dargestellt. Die Fasern bzgl. 7t sind markiert. Da Fib(B) keine Kette ist,
ist B nicht kanonisch.

Man kann sich tiberlegen, dass jede kanonische Kammer simplizial ist. Wir haben die folgende
Umkehrung von Satz 5.23

SATZ 5.47: [2, Theorem 4.6]
Sei A iiberauflgsbar, und sei B € R(.A) kanonisch. Dann ist Pos(.4; B) ein Verband.

Beweis. Sei A = Ap W A; wie in Satz 5.44. Wir verwenden Induktion tiber rk(.A). Falls rk(A) = 2
ist nach Definition jede Kammer kanonisch, und jede Kammerordnung ein Verband. Also gilt der
Induktionsanfang.

Nach Definition ist 77(B) kanonisch in Ay, also ist Pos (Ag; 77(B)) nach Induktionsvoraussetzung
ein Verband.

Da B kanonisch ist, bildet Fib(R) eine Kette der Lange #.4; in Pos(.A; B). Insbesondere erhalten
wir daher eine lineare Ordnung < der Hyperebenen von A; bzgl. Fib(R). Wenn ndmlich Fib(R) =
{R1,Ry,...,Rs} ist, wobei Ry < R, < --- < Ry seien, dann gilt H; = S(R;,1; B) \ S(R;; B) fiir
i € [s—1],und Ay = {Hy, Hy, ..., Hs_1}. Wir setzen dann H; <g H; wenni < j.

Seien Ry, R, € R(A) und sei T € n~!(m(R;) V 7(Ry)) minimal in Fib(7r(R;) V 7(Ry)) mit
der Eigenschaft, dass Ry < T und Ry < T. (So ein Element existiert, da das grofite Element von
Fib(71(R1) V 1(Ry)) eine obere Schranke von Ry und Ry ist.) Also ist T eine minimale obere Schran-
ke von R; und R».

Sei T’ eine andere minimale obere Schranke von R; und R;. Es folgt sofort, dass T £ T, also
gibt es eine Hyperebene H' € A; mit H' € S(T; B) \ S(T’; B). Weiter folgt 7(T) # 7(T’), und da
n(T) = t(Ry) V 1t(Ry) ist, und 7 ordnungserhaltend ist, folgt 7w(T) < 7(T’).
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Da T £ T’ ist, kann demnach T auch nicht minimal in Fib(T) sein. Sei also H € A; die Hyper-
ebene, die T von ihrem unteren Nachbarn in Fib(T) trennt. Nach Konstruktion ist H <1 H.

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit folgt aus der Minimalitit von T, dass H € S(Ry; B) liegt.
Weiterhin ist H' ¢ S(T'; B) und damit auch H ¢ S(Ry; B); es folgt, dass H <g, H'. Insbesondere
ist H # H'.

Da H € S(Ry; B) liegt, folgt zwangsldufig H € S(T'; B), aber da H' ¢ S(T'; B), folgt H < H'.

Sei nun Hj die, nach Satz 5.44, eindeutige Hyperebene in Ay, die H N H' enthidlt. Wenn Hy €
S(T; B) ist, dann folgt Hy ¢ S(Ry; B) und Hy ¢ S(T’; B). Wenn Hy ¢ S(T; B) ist, dann folgt Hy €
S(Ry; B) und Hy € S(T; B). Das widerspricht aber der Annahme 71(R;) < 7t(T) < 7(T"). Also ist
T die einzige minimale obere Schranke von R; und Ry, sodass gilt T = R; V Ry. 0

5.7. Die Rangerzeugende Funktion. Wir haben in Korollar 5.12 gesehen, dass Pos(.A; B) gradiert
ist. Wir definieren

w & HR € R(A) | #S(R; B) = k}.
Dann beschreibt wy die Anzahl der Elemente vom Rang k in Pos(.A4; B).

DEFINITION 5.48
Wir definieren die RANGERZEUGENDE FUNKTION von Pos(.A; B) durch

pa5(7) = Y weq.
k>0

Es gilt offenbar p 4,5(1) = #R(A).

BEISPIEL 5.49

Sei C(n) das Koordinatenarrangement aus Beispiel 1.5. In Beispiel 5.13 haben wir gesehen,
dass Pos(C(n); B) fiir jede Wahl einer Basiskammer isomorph zum Booleschen Verband der
Ordnung 7 ist. Also ist

pera(@) = ). (Z)q" =(q+1)".

k=0

BEISPIEL 5.50

Sei B(n) das Koordinatenarrangement aus Beispiel 1.6, und sei B die Kammer, deren Vekto-
ren die Bedingung x; < xp < --- < x, erfiillen. Nach Beispiel 5.14 entspricht wj der Anzahl
der Permutationen mit genau k Inversionen. Also ist

(;) n—1 .
osmp@) =Y wid =] +q+---+4).
k=0 i=1
Die letzte Gleichheit ist moglicherweise etwas iiberraschend. Wir werden spéter eine schéne
Erklarung dafiir finden.
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BEISPIEL 5.51
Sei A das dreidimensionale Arrangement aus Beispiel 5.9, und seien B und B’ die beiden
Basiskammern. Wir lesen direkt aus Abbildung 24 ab, dass gilt:

p5(7) =1+49+49" +44° + 4",

pup () =1+3q+64°+37° +4".

Fiir tiberauflosbare Arrangements lésst sich die rangerzeugende Funktion schon faktorisieren.
SATZ 5.52: [2, Theorem 4.4]

Sei A tiberauflosbar mit Exponenten eq, e, ..., e,, und sei B € R(.A) kanonisch. Die ranger-
zeugende Funktion von Pos(.A; B) ist

n

pap@) =1 +q+¢*+--+4%).
i=1

Beweis. Sei A = Ag W A; wie in Satz 5.44, und sei 71 : R(A) — R(Ap) die kanonische Projektion.
Wir bemerken zuerst, dass fiir jede Kammer R € R(.A) die Menge Fib(R) einen Pfad im Adja-
zenzgraph von R (.A) bildet. Wenn B also kanonisch ist, ist Fib(R) eine Kette der Linge e, fiir alle
ReR(A).

Sei rk die Rangfunktion von Pos(.A; B) und rky die Rangfunktion von Pos(Ag; 7t(B)). Es be-
zeichne h die Rangfunktion der Kette Fib(R). Fiir R € R(A) gilt also rk(R) = rko(7t(R)) + h(R).
Mittels vollstdndiger Induktion folgt

048(0) = Pagr(s) (@) (L + 3+ +---q°)

n
=[1Q+g+4*+---+4%.
i=1

BEISPIEL 5.53

Betrachten wir erneut das graphische Arrangement A; aus Beispiel 5.29. Es gibt, bis auf
Isomorphie, drei Kammerordnungen von A¢. Eine davon ist in Abbildung 27b abgebildet,
die tibrigen beiden in Abbildung 28. Die jeweiligen Basiskammern sind

Bi={%eR*|x; <xp<x3<14},
Bzz{a'c’EIR4|x1<x2<x4<x3}.
Wir stellen fest, dass beide Kammern simplizial sind, aber nur B; ist kanonisch. Dennoch
gilt
PacE (1) = (1+4)(1+q+4%)?=1+37+5¢" +5¢° + 34" +¢°,
P () = (L+q)(L+q+47)% = 1437 +5¢° +5¢° + 37" + 4.

Wenn wir aufSerdem
B3:{J?ER4|Xz<X1<X3<X4}
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(A) Die Kammerordnung des Arrangements aus
Abbildung 27a bzgl. der Kammer B; aus Bei-
spiel 5.46.
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(B) Die Kammerordnung des Arrangements aus
Abbildung 27a bzgl. der Kammer B, aus Bei-
spiel 5.46.

ABBILDUNG 28. Weitere Kammerordnungen des Arrangements aus Abbildung 27a.

wiéhlen, stellen wir schnell fest, dass Bz kanonisch ist und dass Pos(.Ag; B3)

gilt.

BEISPIEL 5.54: [2, Abbildung 4.1]

=~ Pos(Ag; Bn)

Sei A das Hyperebenenarrangement gegeben durch

le{fER3|X]:0}r
= {¥ € R®| 2x; +3x, = 0},
Hs = {¥ € R | x; —

3xp +3x3 =0}, Hg=
H; = {¥ € R® | 2x; — xo +2x3 = 0}.

Hy, = {¥ € R®| x, = 0},

Hy = {¥ € R® | 4x; +3x, = 0},
{# € R® | 2x; — 3x, + 6x3 = 0},

Abbildung 29 zeigt den Durchschnitt von .4 mit der affinen Hyperebene H; (¢3).

Die Zerlegung

A = {Hll HZ/ H3/ H4} W {H5/ H6/ H7}
zeigt nach Satz 5.44, dass A tiberauflosbar ist, denn es gilt:

Hs N Hg C Hy,

Hs N H7 C Hy,

H¢N H; C Hi.

Die Exponenten von A sind e; = 1 und e; = e3 = 3, denn wir kénnen aus Abbildung 29

ablesen, dass

xalq) = (q -
Die rangerzeugende Funktion von Pos(.A; B
nach Satz 5.52 gerade
paB(q) =

1)(q - 3)%

) bzgl. einer kanonischen Kammer B ist also

1+q)(1+q+4+7)*
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He

Hs

Hy

Hy H  H Hj

ABBILDUNG 29. Der Durchschnitt des tiberauflosbaren Arrangements aus Bei-
spiel 5.54 mit der affinen Hyperebene H; (3).

=1+39+5¢°+7¢° + 74" +5¢° +34° + ¢’
Sei nun
R={¥ € R3|2x; 4+3xy > 0,2x; — xp +2x3 < 0,x1 — 3xp 4 3x3 > 0}
eine simpliziale Kammer von A. In Abbildung 29 sehen wir direkt, dass R nicht kanonisch
ist. Die rangerzeugende Funktion von Pos(.4; R) ist
oAB(q) =1+43q+ 6%+ 64 + 64 +67° +39° + 77,

faktorisiert also nicht so schon.

Aus Satz 5.52 folgt direkt eine Formel fiir die Anzahl der Kammern eines tiberauflésbaren Ar-
rangements. Diese konnen wir auch aus Satz 2.13 in Verbindung mit Satz 1.51 herleiten.

KOROLLAR 5.55

Sei A tiberauflosbar mit Exponenten ey, ey, . . ., e,. Dann ist

n

#R(A) =T (ei +1).

i=1



76 HENRI MUHLE

LITERATUR

[1] Christos A. Athanasiadis, Characteristic Polynomials of Subspace Arrangements and Finite Fields, Advances in Mathematics
122 (1996), 193-233.

[2] Anders Bjorner, Paul H. Edelman, and Gtinther M. Ziegler, Hyperplane Arrangements with a Lattice of Regions, Discrete
& Computational Geometry 5 (1990), 263-288.

[3] Henry Crapo and Gian-Carlo Rota, On the Foundations of Combinatorial Theory: Combinatorial Geometries, The MIT Press,
Cambridge, MA, 1970.

[4] Paul H. Edelman, A Partial Order on the Regions of R" Dissected by Hyperplanes, Transactions of the American Mathema-
tical Society 283 (1984), 617-631.

[5] Curtis Greene, On the Mobius Algebra of a Partially Ordered Set, Advances in Mathematics 10 (1973), 177-187.

[6] , Acyclic Orientations (Notes) (Martin Aigner, ed.), Reidel, Dordrecht, 1977.

[7] Curtis Greene and Thomas Zaslavsky, On the Interpretation of Whitney Numbers through Arrangements of Hyperplanes,
Zonotopes, Non-Radon Partitions, and Orientations of Graphs, Transactions of the American Mathematical Society 280
(1983), 97-126.

[8] Peter Orlik and Hiroaki Terao, Arrangements of Hyperplanes, Springer, Heidelberg, 1992.

[9] Nathan Reading, Lattice Theory of the Poset of Regions (George Grétzer and Friedrich Wehrung, eds.), Vol. 2, Birkhauser,
Cham, 2016.

[10] Gian-Carlo Rota, On the Foundations of Combinatorial Theory I: Theory of Mobius Functions, Zeitschrift fiir Wahrschein-
lichkeitstheorie und verwandte Gebiete 2 (1964), 340-368.

[11] Louis Solomon, The Burnside Algebra of a Finite Group, Journal of Combinatorial Theory 2 (1967), 603-615.

[12] Richard P. Stanley, Acyclic Orientations of Graphs, Discrete Mathematics 5 (1973), 171-178.

[13] , An Introduction to Hyperplane Arrangements (Ezra Miller, Victor Reiner, and Bernd Sturmfels, eds.), IAS/Park
City Mathematics Series, vol. 13, American Mathematical Society, Providence, RI, 2007.

[14] Thomas Zaslavsky, Facing up to Arrangements: Face-Count Formulas for Partitions of Space by Hyperplanes, Memoirs of the
American Mathematical Society 1 (1975).




	0. Grundlagen
	0.1. Lineare und Affine Räume
	0.2. Ordnungen und Verbände
	0.3. Die Inzidenzalgebra
	0.4. Die Möbiusalgebra

	1. Arrangements von Hyperebenen
	1.1. Grundlegende Begriffe
	1.2. Dimension und essentielle Arrangements
	1.3. Durchschnitte von Hyperebenen
	1.4. Das charakteristische Polynom
	1.5. Löschung und Einschränkung
	1.6. Kammern und Halbräume
	1.7. Der Satz von Zaslavsky

	2. Eigenschaften der Durchschnittsordnung
	2.1. Geometrische Verbände
	2.2. Modulare Elemente

	3. Graphische Arrangements
	4. Die Methode der endlichen Körper
	5. Die Kammerordnung
	5.1. Polyeder und Zellen
	5.2. Zellen von Arrangements
	5.3. Die Kammerordnung
	5.4. Zur Verbandseigenschaft von Pos(A;B)
	5.5. Dichte Arrangements und Semidistributive Verbände
	5.6. Überauflösbare Arrangements
	5.7. Die Rangerzeugende Funktion

	Literatur

