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1. Übungsblatt zur Vorlesung
“Geordnete Mengen in Hyperebenenarrangements”

Halbordnungen und Verbände

Ü1. Sei (P,ď) eine endliche geordnete Menge mit kleinstem Element 0̂, sodass für je zwei
Elemente x, y P P eine kleinste obere Schranke x_ y existiert. Zeigen Sie, dass (P,ď)
ein Verband ist.

Ü2. Beweisen Sie das folgende Prinzip von Inklusion und Exklusion.

Sei X eine endliche Menge, und sei tA1, A2, . . . , Anu eine Familie von Teil-
mengen von X. Für J Ď t1, 2, . . . , nu sei AJ =

Ş

jPJ Aj. Die Anzahl der
Elemente, die in keiner der Mengen A1, A2, . . . , An liegt ist gerade

ÿ

JĎt1,2,...,nu

(´1)#J #AJ .

Hinweis: Verwenden Sie Möbius-Inversion.

Ü3. Beweisen Sie Satz 0.10.

Sei (P,ď) eine endliche, beschränkte geordnete Menge mit #P ě 2. Es
bezeichne ci die Anzahl aller Ketten 0̂ = x0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xi = 1̂ der Länge
i. Dann gilt

µ(0̂, 1̂) =
ÿ

iě1

(´1)ici.

Hinweis: Verwenden Sie die Inzidenzalgebra.

Ü4. Beweisen Sie Satz 0.15.

Sei (L,ď) ein endlicher Verband mit #L ě 2, und sei a P Lzt0̂u. Dann gilt
ÿ

xPL:x_a=1̂

µ(0̂, x) = 0.

Hinweis: Verwenden Sie die Möbiusalgebra.

Ü5. Beweisen Sie Satz 0.16.



Sei (L,ď) ein endlicher Verband, und sei z P L. Dann gilt

σ0̂ =

(
ÿ

vPL:vďz

µ(0̂, v)v

) ÿ

yPL:y^z=0̂

µ(0̂, y)y

 .

Ü6. Zeigen Sie, dass ein endlicher gradierter Verband (L,ď) genau dann submodular ist,
wenn er die folgende Bedingung erfüllt:

Für alle x, y P L gilt, dass aus x^ y Ì x stets y Ì x_ y folgt.

Ü7. Finden Sie je einen Verband, der

∙ atomar, aber nicht submodular ist;

∙ submodular, aber nicht atomar ist;

∙ weder submodular, noch atomar ist;

∙ atomar ist, aber ein nicht-atomares Intervall enthält.

Ü8. Zeigen Sie, dass jedes Intervall eines geometrischen Verbandes wieder ein geometrischer
Verband ist.


