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3. Ubungsblatt zur Vorlesung
“Geordnete Mengen in Hyperebenenarrangements”

Matroide

Sei S eine endliche Menge, und sei Z < p(S) eine Familie von Teilmengen von S. Das Paar
M = (S, T) heifit Matroip, wenn es die folgenden Eigenschaften besitzt:

T+ 11)
Wenn Je Zund I € |, dannistauch [ € Z; (12)
Fir I, ] € Z mit # < #] gibtes x € J\I sodass I U {x} € T. (I3)

Die Elemente von Z heiflen unaBaANGIGE MENGEN, und die maximalen Elemente von 7 heifien
Basen.

U16. Sei M = (S,Z) ein Matroid.
(a) Zeigen Sie, dass alle Basen von M die gleiche Kardinalitdt haben.
(b) Zeigen Sie, dass das folgende Austauschaxiom gilt:
Fiir zwei Basen Bj und B, von M, und jedes x € B1\B; gibteseiny €
B\By, sodass (B1\{x}) u {y} wieder eine Basis ist.

U17. Eine Funktion 7 : p(S) —> Z heifit maTROIDALE RANGFUNKTION, wenn sie die folgenden
Eigenschaften besitzt:

Firalle | € S gilt 0 < r(I) < #I; (R1)
FirI < J < Sgiltr(I) <r(]); (R2)
Firalle [,J S Sgiltr(I) +r(J) = r(In])+r(Iu]). (R3)

(a) Sei M = (S,Z) ein Matroid, und sei r : p(S) — Z gegeben durch
J — max{#K | Ke Z mit K < J}.

Zeigen Sie, dass r eine matroidale Rangfunktion ist.

(b) Seir : p(S) — Z eine matroidale Rangfunktion, und sei ¢ : p(S) — p(S)
gegeben durch
J—{xeS|r(Ju{x}) =r())}
Zeigen Sie, dass c ein Hiillenoperator (also extensiv, monoton und idempotent) ist,
und dass r(c(I)) = r(I) gilt.



U1s.

U19.

U20.

(c) Seir: p(S) — Z eine matroidale Rangfunktion, undseiZ = {I € S | r(I) = #I}.
Zeigen Sie, dass (S,Z) ein Matroid ist.

Ein Matroid M = (S, Z) heifit enrach, wenn ¢( @) = & und c({x}) = {x} fiir alle
x € S gilt. Der HiLLENVERBAND von M ist L(M) = ({I cS|c(l)= I},E).

(a) Betrachten wir die Aquivalenzrelation ~ auf S, gegeben durch x ~ v genau dann,
wenn ¢({x}) = c({y}).Sei S = {c({x}) | x € S}, und definiere

7= {{C({xl}),c({xz}),...,c({xk})} | {x1,%2,..., %} € I}.

Zeigen Sie, dass M = ($,7) ein einfaches Matroid ist, und dass £(M) = L(M)
gilt.

(b) Zeigen Sie, dass ein endlicher Verband £ genau dann geometrisch ist, wenn £ =
L(M) fiir ein einfaches Matroid M gilt.

Sei A € Hyp(V) ein zentrales Hyperebenenarrangement. Wir definieren
T4 = {B < A| B istlinear unabhéngig}.

Zeigen Sie, dass M 4 = (A, Z4) ein einfaches Matroid ist, und dass L(A) = L(M 4)
gilt.

Es sei das folgende Diagramm gegeben.

Eine Teilmenge der Knoten dieses Diagramms soll abhdngig sein, wenn sie drei Punkte
enthdlt, die auf einer gemeinsamen Linie liegen, und unabhingig andernfalls.

Beschreiben Sie das entsprechende Matroid, und zeichnen Sie den zugehérigen Hiil-
lenverband. Was dndert sich, wenn die rote Linie entfernt wird? Was dndert sich, wenn
die beiden griinen Linien entfernt werden?



