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Biume, Graphenhomomorphismen

In welchen der folgenden Graphen gibt es offene bzw. geschlossene Eulerwege?
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U73. Sein € N und sei [n] = {1,2,...,n}. Sei T = ([n], E) ein Baum. Der folgende
Algorithmus konstruiert den Priifer-Code p(T) des Baumes T.

Initial wird der Baum Ty = (Vp, Eg) mit Vy = [n] und Ey = E betrachtet.
Im i-ten Schritt bezeichne v das kleinste Blatt von T;_;, und w den ein-

deutigen Nachbarn von v. Man setzt nun a; = w, sowie T; = T;_1 \ {v}
und E; = Ei_1 \ {{v,w}}. Der Algorithmus bricht nach n — 2 Schrit-
ten ab und gibt p(T) = (a1, 4y, ...,a,—2) aus. (Insbesondere ist T,,_; ein

Baum mit zwei Knoten.)

(a) Bestimmen Sie fiir jeden der nachstehenden Baume den zugehorigen Priifer-
Code.
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(b) Die Abbildung T — p(T) ist offenbar injektiv. Ist sie auch surjektiv?
(c) Konstruieren Sie den Baum T, dessen Priifer-Code p(T) = (3,2,6,3,4,1) ist.
(d) Schlussfolgern Sie aus (b) die Anzahl der Biume mit n Knoten.

U74. Seien G; = (V4,E;) und Gy = (Va,Ep) zwei Graphen und ¢: Vi — V; ein
Graphenhomomorphismus.



(a) Zeigen Sie, dass jeder Kreis der Lange drei in G; unter ¢ auf einen Kreis der
Léange drei in G, abgebildet wird.

(b) Es sei G der Graph auf der linken Seite, und es seien Gi, Gy, Gz die drei
Graphen auf der rechten Seite.
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Nutzen Sie das Ergebnis aus (a) um zu beurteilen fiir welche i € {1,2,3}
es einen Homomorphismus von G nach G; geben kann. Geben Sie, wenn
moglich, einen solchen Homomorphismus explizit an.

U75. Sei G = (V,E) ein Graph und seien Z1,Z,, ..., Z; die Zusammenhangskompo-
nenten von G. Zeigen Sie, dass G genau dann bipartit ist, wenn fiir alle i € [s] der
von Z; induzierte Teilgraph von G bipartit ist.

H76. Geben Sie alle Isomorphieklassen der unbeschrifteten Baume mit genau sechs
Knoten durch jeweils ein zugehoriges Graphendiagramm an. Ermitteln Sie die
Kardinalitdt jeder Isomorphieklasse. Uberpriifen Sie IThr Ergebnis, indem Sie die
Anzahl aller Biume mit sechs Knoten auf einem anderen Weg bestimmen.

H77. Sei G = (V, E) ein Graph. Fiir v,w € V ist der Abstand von v nach w definiert als

distg(v,w) = min{n € N | 3 (v, v1,...,v,) Wegin G mit vo = v und v, = w}.

Seinun T = (V,E) ein Baum.
(a) Zeigen Sie, dass es fiir alle v, w € V genau einen Weg der Liange distr (v, w)
von v nach w gibt.

(b) Seiwv, € V ein fest gewdhlter Knoten. Zeigen Sie, dass die Relation
Rr = {(v, w) | w liegt auf dem eindeutigen kiirzesten Weg von v nach vo}
eine Ordnungsrelation ist; die Baumordnung von T.

H78. Ein Spannbaum eines Graphen G = (V,E) istein Baum T = (V,E’) mit E’ C E.

(a) Zeichnen Sie alle Spannbdaume des vollstandigen, bipartiten Graphen K, ,, fiir
m=n=2undm =3,n=2.

(b) Zeichnen Sie alle Spannbdume des vollstindigen Graphen K;, fiir 1 < n < 4.
Wie viele Spannbdume besitzt K,, fiir beliebiges n?

(c) Es sei G der Graph, der aus dem K, durch das Loschen einer Kante her-
vorgeht. Wie viele Spannbdume hat G?

Hinweis: Bestimmen Sie in (c) zunéchst die Anzahl der Spannbdaume des Kj;, die eine festgelegte
Kante enthalten.



