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6. Übungsblatt zur Vorlesung
“Diskrete Strukturen für Informatiker”
Kardinalitäten, Algebraische Strukturen

V. Für n ∈N und k ∈ Z definieren wir den Binomialkoeffizienten über(
n
k

)
=

{
n!

k!(n−k)! , falls 0 ≤ k ≤ n,

0, falls k < 0 oder k > n.

Zeigen Sie, dass für n > 0 folgende Beziehung gilt:(
n− 1
k− 1

)
+

(
n− 1

k

)
=

(
n
k

)
.

Ü31. Für m ∈N sei Um = {n ∈N | n ≤ m und n ist ungerade}.
(a) Geben Sie die Mengen U0, U1 und U6, sowie die entsprechenden Potenzmen-

gen konkret an.

(b) Bestimmen Sie die Kardinalität von P(Um) für beliebiges m ∈N.

Ü32. Über zwei Mengen A und B ist folgendes bekannt.

(i) A ∪ B =
{

x2 + y | x ∈ {0, 1, 2}, y ∈ {0, 1, 2}
}

.

(ii) |A| = |B|+ 3.

(iii) |A ∩ B| = 2.

(iv) B ⊆
{

n ∈N | n ist gerade
}

.

Dadurch sind die Mengen A und B jedoch nicht eindeutig festgelegt.

(a) Geben Sie alle Mengen B elementweise an, die obige vier Bedingungen erfüllen.

(b) Wie viele Mengenpaare (A, B) gibt es, die obige Bedingungen erfüllen?

Hinweis: Sie dürfen die Gleichung |A|+ |B| = |A ∪ B|+ |A ∩ B| verwenden.

Ü33. Es sei M eine endliche Menge.

(a) Zeigen Sie, dass
(
P(M),∩

)
ein kommutatives Monoid ist.

(b) Für A, B ⊆ M sei die symmetrische Differenz definiert als

A ∆ B = (A ∪ B) \ (A ∩ B).

Zeigen Sie, dass
(
P(M), ∆

)
eine kommutative Gruppe ist.

(c) Zeigen Sie, dass
(
P(M), ∆,∩

)
ein kommutativer Ring mit 1 ist.

Hinweis: In (b) können Sie Aufgabe H12 benutzen.



A34. Hausaufgabe, bitte vor Beginn der 7. Übung (oder im Lernraum) unter Angabe
von Name, Matrikelnummer, Übungsgruppe und Übungsleiter abgeben.

(a) Für m ∈N sei Am = {n ∈N | m < n ≤ 4m}.
(i) Geben Sie die Mengen A0, A1, und A2 sowie die Potenzmengen P(A0)

und P(A1) konkret an.

(ii) Bestimmen Sie die Kardinalität von P(Am) für beliebiges m ∈N.

(b) Zeigen Sie mittels vollständiger Induktion, dass folgende Gleichung für alle
natürlichen Zahlen n ≥ 1 gilt:

n

∑
k=0

(−1)k
(

n
k

)
= 0.

H35. Es sei M eine endliche Menge.

(a) Für f , g ∈ {0, 1}M sei das punktweise Produkt definiert als

f � g : M→ {0, 1}, x 7→ f (x) · g(x).

Zeigen Sie, dass
(
{0, 1}M,�

)
ein kommutatives Monoid ist.

(b) Für f , g ∈ {0, 1}M sei die punktweise Summe definiert als

f ⊕ g : M→ {0, 1}, x 7→
{

0, falls f (x) = g(x),
1, falls f (x) 6= (x).

Zeigen Sie, dass
(
{0, 1}M,⊕

)
eine kommutative Gruppe ist.

(c) Zeigen Sie, dass
(
{0, 1}M,⊕,�) ein kommutativer Ring mit 1 ist.

H36. Es sei e die Eulersche Zahl. Für x ∈ R≥0 ist der natürliche Logarithmus von x die
eindeutig bestimmte Zahl y ∈ R für die y = ex gilt. Wir bezeichnen diese Zahl
üblicherweise mit ln x.

Sei nun M = {x ∈ R | x > 1}. Für x, y ∈ M sei x ◦ y = xln y. Zeigen Sie, dass
(M, ◦) eine kommutative Gruppe ist.


