Einfiihrung in die Mathematik fiir Informatiker

Lineare Algebra

Prof. Dr. Ulrike Baumann
Institut fiir Algebra

18.11.2019

Ulrike Baumann Lineare Algebra
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Untervektorraume eines Vektorraums werden auch
Lineare Teilrdaume genannt.
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Ruckblick: Untervektorraum

Sei (V;+,(k | k € K)) ein K-Vektorraum.

Eine Teilmenge U von V bildet einen Untervektorraum von V/,
wenn gilt:

@ 0y el

@ U ist abgeschlossen beziiglich der Addition, die auf V
erklart ist:
vi,mwelU = vi+welU

@ U ist abgeschlossen beziiglich der Skalarmultiplikation
des Vektorraums V:

ke KundvelU = kvelU
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Spannraum Span(T)

o Der Durchschnitt von Untervektorraumen des Vektorraums V
ist ein Untervektorraum von V.

o Zu jeder Teilmenge T C V gibt es einen kleinsten
Untervektorraum, der alle Elemente von T enthilt.
Insbesondere ist der Nullraum der kleinste Untervektorraum,
der die leere Menge enthilt.

o Sei V ein K-Vektorraum und T C V.
Man nennt den kleinsten Untervektorraum von V/,
der alle Elemente von T enthélt, den Spannraum von T.

Dieser Untervektorraum von V wird mit Span(T) bezeichnet.
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Linearkombinationen

o Sind vy, vo, ..., v, Vektoren aus einem K-Vektorraum V
und ki, ko, ..., k, Elemente von K, dann nennt man

kivi + koo + - -+ kpvp € V

eine Linearkombination der Vektoren vq, v, ..., v,.

o Sei V ein K-Vektorraum.
Fiir jede Teilmenge T = {t1, ta, ..., t,} erhdlt man den
Spannraum Span(T) als Menge aller Linearkombinationen von
Vektoren aus T:

Span(T) = {kity + kato + - - - + kntn | k1, ko, ... ko € K}
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Lineare Unabhangigkeit, Lineare Abhangigkeit

o Eine Folge (vi, v2,...,V,) von Vektoren aus einem
K-Vektorraum V heiBt linear unabhangig, wenn aus

kivi + koo + -+ kpvp =0
mit ky, ko, ..., k, € K stets
ki=k =---=k,=0

folgt. Andernfalls heiBt die Folge linear abhangig.

o Man spricht auch von linear unabhéngigen bzw. linear
abhidngigen Mengen von Vektoren (oder kurz von linear
unabh&ngigen bzw. linear abhingigen Vektoren).

Die leere Menge () ist linear unabhingig.
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Basis eines Vektorraums

Eine Teilmenge B eines K-Vektorraums V heiBt Basis von V,
wenn gilt:

o V = Span(B)

o B ist linear unabhingig.

Bemerkung:

Gilt V = Span({v1, v2,...,Vvn}), dann nennt man {v1,va,...,vp}
ein Erzeugendensystem von V.

Basen eines Vektorraums sind linear unabhangige
Erzeugendensysteme.
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Basisdarstellung

o Ist B= (b1, by,...,b,) eine (angeordnete) Basis des
K-Vektorraums V/, so lasst sich jeder Vektor v € V eindeutig
als Linearkombination

v = kiby + koby + - - + kyb,
mit ki, ko, ..., kn € K und by, by, ..., b, € B darstellen.

o Diese eindeutig bestimmten Skalare ki, ko, ..., k, € K nennt
man die Koordinaten des Vektors v beziiglich der Basis
(b1, b2, ..., bn);
o Koordinatenvektor vg von v beziiglich der Basis B:
k1
ko
Ve = .
kn
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Satze liber Basen von Vektorraumen

o Jeder Vektorraum V besitzt eine Basis.

o Jedes Erzeugendensystem von V' enthilt eine Basis von V:
Eine Basis ist ein minimales Erzeugendensystem des
Vektorraums.

o Jede linear unabhangige Teilmenge von V kann durch
Hinzunahme weiterer Vektoren zu einer Basis von V erginzt
werden:

Eine Basis ist eine maximale linear unabhdngige
Teilmenge des Vektorraums.

o Je zwei Basen eines Vektorraums haben die gleiche Anzahl
von Elementen.

Diese Aussage folgt aus dem Austauschsatz von Steinitz:
v € Span(T U{w}) und v & Span(T) = w € Span(T U{v})
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Dimension eines Vektorraums

Die Dimension dim( V') eines Vektorraums V ist die Machtigkeit
einer Basis von V.

Ist B eine Basis des Vektorraums V' mit |B| = n € N, dann gilt:
dim(V)=n
Beispiele:
o R" ist ein n-dimensionaler Vektorraum.

o C" ist ein n-dimensionaler Vektorraum.

Standardbasis: (e1,€,...,e,) mit = | 1 | i
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Folgerungen

Es sei V ein K-Vektorraum mit dim(V) = n.

©

Je n linear unabhéngige Vektoren bilden eine Basis.

©

Jedes Erzeugendensystem mit n Elementen bildet eine Basis.

©

Mehr als n Vektoren sind stets linear abhangig.

©

Fiir jeden Untervektorraum U von V mit U # V gilt
dim(U) < dim(V).
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Linear abhangige Vektoren

o Enthalt eine Folge von Vektoren den Nullvektor,
dann ist sie linear abhangig.

o Es sei V ein K-Vektorraum und vy, v, ..., v, seien Vektoren
aus V. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

@ Die Folge (vi, va,...,Vv,) ist linear abhingig.
@ Esgibteinie{1,2,...,n} mit

vi € Span({vy, va, ..., va} \ {vi}).
@ Esgibteinie {1,2,...,n} mit

Span({vi, va, ..., vp}) = Span({vi, va, ..., vo} \ {vi}).
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Linear unabhangige Vektoren

Es sei V ein K-Vektorraum und vy, vs, ..., v, seien Vektoren
aus V. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

@ Die Folge (v1, va,. .., vy) ist linear unabhingig.

@ Jeder Vektor v € Span({vi, vo, ..., v,}) ist eindeutig als
Linearkombination

v=kwvi+kw+- -+ kyv,

mit ki, ko, ..., k, € K darstellbar.
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