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7. Vorlesung

o Struktur der Lésungsmenge von LGS

o Untervektorraum, Basis, Dimension
o affiner Teilraum

o Kern einer Matrix

o Rang einer Matrix

o Zeilenraum
o Spaltenraum
o Losbarkeitskriterium fiir LGS
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Riickblick (1): LGS mit m Gleichungen in n Unbekannten

o aux1 + apxe + ... + axn = b
ax1 + anxo + ... + amxp, = b
amixi + amexe + ... 4+ ampXn = bm
Qo all dl1o .o din X1 b1
ani dno e aon X2 b2
dm1 dm2 ... dmn mxn Xn nx1 bm mx1

o Kurzform: |Ax=b
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Riickblick (2): LGS mit m Gleichungen in n Unbekannten

o auxi + anpxe + ... + axpn = b
a1x1 + apxo + ... + amxp = b
amix1 + amexe + ... 4+ amnXn = bnm
[+ ai aiz ain b1
az ax az, b,
- X1+ . “Xo+ ... + . c Xy =
amil am?2 Amn bm

o Kurzform: |Ax=b
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Struktur der Losungsmenge homogener LGS

Es sei ApmxnXnx1 = Omx1 ein homogenes LGS iiber dem Korper K.
o 0,x1 ist eine Losung.

Sind x; € K" und x, € K" Losungen,
dann ist auch x3 + xo € K" eine Losung dieses LGS.

Ist x1 € K" eine Losung und k € K, dann ist auch kx € K"
eine Losung dieses LGS.

o Die Menge der Lésungen eines homogenen LGS Ax = 0 mit
einer m x n-Koeffizientenmatrix A liber K bildet einen
Untervektorraum von K.

o Die Losungsmenge des homogenen LGS Ax = 0 wird Kern der
Matrix A genannt:

Ker(A) := {x € K" | Ax =0}
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Struktur der Losungsmenge inhomogener LGS

Es sei Ax = b ein inhomogenes LGS iiber K und Ax = 0 das
zugehorige homogene LGS.

o Ist x; eine spezielle Losung von Ax = b und x* eine Losung
von Ax = 0, dann ist x; + x* eine Losung von Ax = b.

o Sind x; und x» Lésungen von Ax = b, dann ist xo — x1 eine
Losung x* des homogenen LGS Ax = 0.

o Ist L* die Lésungsmenge von Ax = 0 und x; eine spezielle
Losung von Ax = b, dann ist

x1+ L ={x+x" | x" €l*}

die Lésungsmenge von Ax = b.
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Affine Teilraume

o Es sei V ein K-Vektorraum.

Ist U ein Untervektorraum von V und v € V, dann wird
T:=v+U={v+u|uec U}

ein affiner Teilraum von V' genannt.
dim(T) := dim(U) heiBt Dimension des affinen Teilraums T.

o Die Losungsmenge jedes LGS iiber einem Kdérper K bildet
einen affinen Teilraum von K.

Dieser affine Teilraum ist genau dann ein Untervektorraum
von K", wenn des LGS homogen ist.
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Zeilenraum und Spaltenraum

o st A= (s1,5,...,5:) = (z1,22,...,2m)" eine m x n-Matrix
iber einem Korper K mit den Spaltenvektoren s1,sp,..., s,
und den Zeilenvektoren zj, 2o, ..., zy, dann wird

Col(A) := Span({s1,%2,...,5,}) € K"
der Spaltenraum von A und
Row(A) := Span({z1, z2,...,zm}) C K"
der Zeilenraum von A genannt.
o Col(A) ={b e K™ | Es gibt ein x € K" mit Ax=b.}

o Col(A) = K™ gilt genau dann, wenn Ax = b fiir jedes b € K™
eine Losung hat.

o Row(A) = Col(AT)

o Fiir jede Matrix A gilt: dim Col(A) = dim Row(A)
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Rang einer Matrix

o Fiir jede Matrix A gilt dim Col(A) = dim Row(A).

o Der Rang rg(A) einer Matrix A ist wie folgt definiert:

rg(A) := dim Col(A) = dim Row(A)

o Losbarkeitskriterium fur LGS:

Ein LGS mit der Koeffizientenmatrix A und der erweiterten
Koeffizientenmatrix (A | b) ist genau dann I3sbar, wenn

rg(A) = rg(A| b)

gilt.
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