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8. Vorlesung

o Rangberechnung fiir Matrizen, Dimensionsformel

o regulare Matrizen — Berechnung der inversen Matrix

o Lineare Abbildungen

o Lineare Fortsetzung
o Kern und Bild, Dimensionsformel
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Riickblick:  Elementare Zeilenumformungen

@ Vertauschen zweier Zeilen
@ Multiplizieren einer Zeile mit einem Faktor k € K '\ {0}

@ Addieren des k-fachen (k € K) einer Zeile zu einer anderen
Zeile

Elementare Zeilenumformungen dndern die Lésungsmenge des LGS
Ax = b nicht.
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Rangberechnung fiir Matrizen

o Elementare Zeilenumformungen dndern den Rang einer Matrix
nicht.

o Bringt man eine Matrix A mittels elementarer
Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform,
so ist der Rang rg(A) von A die Anzahl der Zeilen,
in denen nicht nur Nullen als Eintrége erscheinen.

o Satz:  (Dimensionsformel)

Ist Ae K™ dann gilt:

rg(A) + dim Ker(A) = n
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Riickblick: Inverse Matrix (Kann man durch Matrizen dividieren?)

o Eine quadratische Matrix A € K"*" heiBt invertierbar, wenn
es eine Matrix A~ € K™ mit

AAL = AT1A=E,

gibt. Die eindeutig bestimmte Matrix A~! mit dieser
Eigenschaft wird die zu A inverse Matrix genannt.

o Die inverse Matrix A~1 einer invertierbaren Matrix A € K"x"
kann man durch paralleles Lésen von n linearen LGS mit der
Koeffizientenmatrix A berechnen.
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Paralleles Losen von n LGS Ax = ¢

a1 ain b1 b1n
anl ann b;l bnn
<~
dil1 ... din bll
dnl --- dnn bnl
di1 ... din bln
dnl --- dnn bnn
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Berechnung der inversen Matrix zu A € K™"

@ Notiere (A | E,), wobei E, die n-reihige Einheitsmatrix
bezeichnet.

@ Mit elementaren Zeilenumformungen bringe man (A | Ej)
in Zeilenstufenform (B | ...).

@ Enthilt (B ...) eine Nullzeile, so existiert A~ nicht.

Andernfalls setze man mit elementaren Zeilenumfomungen so
lange fort, bis man eine Matrix in reduzierter Zeilenstufenform
erhalt:

(AlE)— ... = (B|...) = ... = (E,|A ™)

Die inverse Matrix zu A kann man unmittelbar aus dieser
Darstellung ablesen.
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Inverse spezieller Matrizen

) a b
oSelA—<C d

Dann gilt:
a b\ ' 1 d —b
c d ad—bc\ —c a

o Sind a11,a22,...,an € K\ {0}, dann gilt:

) € K?*2 und ad — bc # 0.

a1 0 ... 0\ ' at 0 ... 0

0 ax 0 0 ay 0

0 O ann 0 0 a, )
o E;1=E,
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Aquivalente Bedingungen

Es sei A e KM=n,

@

©® ©6 6 6 6 6 ¢

A ist eine invertierbare Matrix.
AT ist eine invertierbare Matrix.
Die Spaltenvektoren von A sind linear unabhingig.

Die Zeilenvektoren von A sind linear unabhangig.

rg(A) = n

dim Col(A) = n
Ker(A) = {0kn}
dim Ker(A) =0
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Lineare Abbildungen

o Sei K ein Korper.

Eine Abbildung f : V — W von einem Vektorraum V iiber K
in einen Vektorraum W iiber K heiBt lineare Abbildung (oder
Homomorphismus), wenn fiir alle v, v, € V und alle k € K
gilt:

@ f(Vl + V2) = f(Vl) + f(Vz) (Additivitét)

@ f(kv1) =kf(v1) (Homogenitit)

o Jede lineare Abbildung f : V — W bildet den Nullvektor Oy
von V auf den Nullvektor Oy, von W ab:

f(0y) =0w
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Kriterien fiir die Linearitat einer Abbildung

Fiir Vektorraume V und W iiber einem Korper K und eine
Abbildung f : V — W sind die folgenden Aussagen dquivalent:

o Die Abbildung f ist linear.

o Fiir alle vi,vo € V und alle ky, kr € K gilt:

f(kivi + kova) = kif(v1) + kof (v2)  (Linearitat)
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Lineare Fortsetzung

Jede lineare Abbildung f : V. — W ist durch die Bilder der
Basisvektoren von V eindeutig bestimmt:

Ist
w:B—= W:b— p(b)

eine Abbildung von einer Basis B = { b1, by, ..., by} von V in den
Vektorraum W, dann gibt es genau eine lineare Abbildung

f:v-w

mit

namlich:
f:V = W:kby+--+ kb, kif(by) + - - - + knf(bp)

Man nennt diese eindeutig bestimmte Abbildung f die lineare
Fortsetzung von ¢ auf V.
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Kern und Bild einer linearen Abbildung

Sei f: V — W eine lineare Abbildung.

o Ker(f):={veV]|f(v)=0w} C V heiBt Kern von f.
Im(f) := {f(v) | v € V} C W nennt man das Bild von f.

o Ker(f) ist ein Untervektorraum von V.
o Im(f) ist ein Untervektorraum von W.

o Eine lineare Abbildung f ist genau dann injektiv, wenn
Ker(f) = {0y} gilt.
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Dimensionsformel

Ist V ein endlichdimensionaler Vektorraum, dann gilt fiir jede
lineare Abbildung
f:vV-Ww

die folgende Gleichung:

dim(V) = dim(f~1({0w})) + dlm(\&\Q)
Ker(f) Im(f)
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