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9. Vorlesung

o Eigenschaften linearer Abbildungen

o Beschreibung linearer Abbildungen durch Matrizen
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Eigenschaften linearer Abbildungen

Sei f : V — W eine lineare Abbildung.
{b1, b, ..., by} sei eine Basis von V.
w; = f(b;) (i=1,2,...,n) seien die Bilder der Basisvektoren.

@ f ist injektiv <= {wi, wn,..., w,} ist linear unabhingig
@ f ist surjektiv <= Span({wy,ws,...,w,}) =W

@ f ist bijektiv <= {wi, wa,...,w,} ist eine Basis von W
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Lineare Abbildungen f:R> - R?: v Av
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Die identische Abbildung bildet jeden Vektor
auf sich selbst ab.
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Die Nullabbildung bildet jeden Vektor auf
den Nullvektor ab.

o o

Jeder Vektor (a, b) wird auf den doppelten
Vektor (2a,2b) abgebildet.

Senkrechte Projektion auf die x-Achse

Senkrechte Projektion auf die Winkelhalbie-
rende des ersten Quadranten
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cos(p) —sin(yp) Linksdrehung um den Koodinatenursprung
um den Winkel ¢

cos(¢p) sin(y) Spiegelung an der Geraden, die gegen die
sin(¢) —cos(e) x-Achse mit dem Winkel £ geneigt ist
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Lineare Abbildungen f4 : v — Av

o Jede Matrix A € K™*" beschreibt eine lineare Abbildung f4
vom K-Vektorraum K" in den K-Vektorraum K™:

fa: K" = K":vi— Av

o Jede lineare Abbildung aus einem n-dimensionalen
K-Vektorraum in einen m-dimensionalen K-Vektorraum lasst
sich mit einer geeigneten Matrix A € K™*" beschreiben.
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Darstellung linearer Abbildungen
beziiglich der Standardbasen

Es sei f : K" — K™ eine lineare Abbildung,

v=_(v1,...,vn)" € K"
und (e, ..., e,) die Standardbasis von K.
f(v) = f(vies+ -+ vhen)

= wf(er)+ -+ vaf(en)

Vi
= (f(e1),...,f(en))" :
— A Vn
= Av
= fa(v)
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Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung

Es sei f : V — W eine lineare Abbildung eines K-Vektorraums V
mit dim(V) = n in einen K-Vektorraum W mit dim(W) = m.
B = (b1,...,bp) sei eine geordnete Basis von V.

C =(c1,...,cm) sei eine geordnete Basis von W.

o Man nennt die Matrix

Agc = (f(bl)c, ceey f(bn)C)

die Darstellungsmatrix von f beziiglich der Basen B und C.

Die i-te Spalte von Apgc ist der Koordinatenvektor beziiglich
der Basis C des Bildes des i-ten Basisvektors aus der Basis B.

o Der Koordinatenvektor f(v)c von f(v) beziiglich C ist das
Produkt der Darstellungsmatrix mit dem Koordinatenvektor
vg von v beziiglich B:

f(V)C = ABC - VB
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Hintereinanderausfiihrung linearer Abbildungen

Es sei 1 : V1 — V5 eine lineare Abbildung des K-Vektorraums V;
in den K-Vektorraum V5 und f, : Vb, — V3 eine lineare Abbildung
des K-Vektorraums V5 in den K-Vektorraum V3. Dann gilt:

o fbofi: Vi — V3 eine lineare Abbildung.
o B; sei eine geordnete Basis von V; fiir i = 1,2, 3.

A, B, sei die Darstellungsmatrix von f; beziiglich der Basen
Bl und Bz.

AB, B, sei die Darstellungsmatrix von f> beziiglich der Basen
B2 und B3.

Dann ist
AB,B; - AB,B;

die Darstellungsmatrix der linearen Abbildung £ o f; beziiglich
der Basen B; und Bs.
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Bijektive lineare Abbildungen

o Ist f: V — W eine bijektive lineare Abbildung,
so ist auch f~1 : W — V eine bijektive lineare Abbildung.

o Die Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung kann man
beziiglich beliebiger Basen bilden.

o Eine lineare Abbildung f : V — W eines K-Vektorraums V ist

genau dann bijektiv, wenn die Darstellungsmatrizen fiir
invertierbar sind.
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