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Eigenschaften von Determinanten

det : K™ =5 K : A det(A)

Die Determinante ist eine Abbildung det, die durch folgende
Eigenschaften festgelegt ist:

o det ist multilinear,

Z1 Z1 Z1
d.h. det | z + kz/ =det| z + kdet | Z
Zn Zn Zn

o det ist alternierend,
d.h. hat A zwei gleiche Zeilen, dann gilt det(A) = 0.

o det ist normiert,
d.h. det(E,) = 1.
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Determinante einer 2 x 2-Matrix

a a )
o lst A= €12 ) ¢ K?2%2 so wird
a1 ax

det(A) = a11a2 — apar € K

die Determinante von A genannt.

o Sind v = < G ) und w = ( M > Vektoren aus dem R2,
%) wWo
so bilden die Punkte
0, v w, v+w
die Ecken eines Parallelogramms mit dem Flacheninhalt F:

vV W
det < 1 ) ’
Vo W
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Determinante einer 3 x 3-Matrix

o Regel von Sarrus:

a11 d12 a3
Ist A= do1  ax ass c K3X3, so wird

d31 d32 4as3
det(A) 1= d11a224a33 + d124d234d31 + d13d21d32 —d134d224d31 —ad234324d11 —d33d12a21

die Determinante von A genannt.
o Es gilt

a a a a a a
det(A) = a11-det ( 22 93 )7321-det ( 12 a3 >+a31-det ( 12 413 )
a ap a an

32 433 33 a3
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Definition der Determinante

Fiir jede quadratische Matrix A € K"™*" und i,j € {1,...,n}
bezeichne
AI_] e K(nfl)x(nfl)

diejenige Matrix, die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und der
J-ten Spalte entsteht.

Es sei A= (a;) € K™".

o Firn=1,dh A= ( a ) ist det(A) := a11.

o Firn>2ist

n

det(A) := > (—1)"ay det(An).
i=1
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Entwicklungssatz

Fiir A= (aj) € K™ und beliebige i,j € {1, ..., n} gilt:

o Entwicklung nach der i-ten Zeile:

n

det(A) = > (1) ay det(Ay)

Jj=1

o Entwicklung nach der j-ten Spalte:

n

det(A) = > " (—1)"ay det(Ay)

i=1
Die Vorzeichen ergeben sich nach der Schachbrettregel:

+ +
+ +

L+
L+
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Rechenregeln fiir Determinanten

Fir A= (z1,...,2,)" = (s1,...,5,) und k € K gilt:

7 7
o det k:z; = k - det z,
Zn Zn
o det(sy,...,ksj,...,sp) = k- det(s1,...,Sj,...,5n)

o Entsteht A" aus A durch Vertauschen zweier Zeilen (bzw.
Spalten), dann gilt det(A") = — det(A).

o Entsteht A’ aus A durch Addition eines Vielfachen einer Zeile

(bzw. einer Spalte) zu einer anderen, dann gilt
det(A) = det(A).
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Sonderfalle fiir Determinanten

10 0
01 ... 0
o det L ] =1
00 1
dl * *
0 d ... =
o det . . ] . =dy-dr-...-d,
0 O dn

| *

o det <%’—> = det(A) - det(B)
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Multiplikationssatz und Folgerungen

o Multiplikationssatz:
Gilt A,B € K™", so gilt:

det(A- B) = det(A) - det(B)
o Fiir Matrizen A € K™ sind folgende Aussagen idquivalent:

(1) Die Matrix A ist invertierbar.
(2) Es gilt det(A) # 0.

: A |
o Es gilt det(A™") = det(A)’
AuBerdem gilt:  det(AT) = det(A) = —1

det(A~1)
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Berechnung inverser Matrizen

o Essei Ae K™" und det(A) # 0.
Dann gilt:

41
~ det(A)

((—1)" det(Aj) ),

Stelle (i)

wobei Aj; aus A durch Streichen von Zeile j und Spalte /
entsteht.

b
d

1 d —-b
Al = :
ad — bc ( —C a )
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o Beispiel: Sei A= < i > und det(A) = ad — bc # 0.

Dann gilt:




