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12. Vorlesung

o Anwendungen

o Fibonacci-Zahlen
o Diagonalisieren von Matrizen
o Schnelles Potenzieren von Matrizen

o Skalarprodukt

o Definition und Eigenschaften im R”
o Verallgemeinerung: EUKLIDische R-Vektorrdume
o Langenmessung, Winkelmessung
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Diagonalisierbare Matrizen

o Eine Matrix A € K™ heiBt diagonalisierbar, wenn es eine
invertierbare Matrix S € K"*" gibt, so dass

D=S"1AS
eine Diagonalmatrix ist.

o Fiir jede Diagonalmatrix

di 0
D=| : :
0 dn
und £ € N gilt:
(ch)* 0
D! = : :
0 (dn)*
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Kriterium fiir die Diagonalisierbarkeit

o Eine Matrix A € K™ " ist genau dann diagonalisierbar, wenn
es eine Basis B des K" gibt, die aus Eigenvektoren der Matrix
A besteht.

o Ist {b1, by,..., by} eine Basis des K" aus Eigenvektoren der
Matrix A, so ist die Matrix D = S™1AS mit
S = (b1, ba, ..., by) eine Diagonalmatrix

kk ... 0
0 ... ki
dabei sind ki, ..., k, die Eigenwerte von A und es gilt

Ab;:kb,' (i:].,...,n).
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Schnelles Potenzieren von Matrizen

Es sei A eine diagonalisierbare Matrix und S™'- A-S = D eine
Diagonalmatrix.

Danngilt A=S-D-S! und

Ak=(5.D-SH)k=5.pk.571
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Skalarprodukt im R”

o Das Skalarprodukt im R” ist eine Abbildung e : R” x R” — R
mit
uev:=uvy+ uvo—+---+ Uyvy

fiir alle u,v € R".
o Es gilt:

Vi

UOV::UTV:(Ul u ... u,,) "2

Vn

(Matrizenmultiplikation)
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Eigenschaften des Skalarprodukts im R”

@ e ist R-bilinear:

Fiir alle u, u1, up, v, v1,vo € R" und alle r € R gilt

(1 +w)ev=(uov)+(wev) (ruyev=r(uev)
und

ue(vit+w)=(uev))+(uew), ue(rv)=r(uev).

@ e ist symmetrisch:

Fiir alle u,v € R" gilt:
uev=veu

@ e ist positiv definit:

Fiir alle u € R" gilt:
veu>0Qundueu=0 <= u=0
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Euklidischer Vektorraum

o Sei V ein R-Vektorraum.

Jede Abbildung e : V x V — R mit den Eigenschaften
(1), (2), (3) wird ein Skalarprodukt auf V' genannt.

Ist e ein Skalarprodukt auf V/, dann nennt man (V/,e) einen
euklidischen R-Vektorraum.

o Beispiel:

Der Vektorraum der Polynome in x iiber R ist mit dem durch

1
peq:= /P(X) - q(x) dx

definierten Skalarprodukt e ein euklidischer Vektorraum.
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Langenmessung

o Die Norm (Linge) ||v|| eines Vektors v ist durch
V][ = Vvev

definiert.

o Ein Vektor v mit ||v|| = 1 wird Einheitsvektor genannt.

o Es gilt:
@ ||v|]|>0und ||v]]=0 <= v =0 fiir alle Vektoren v
@ ||rv|| =|r| - ||v]| fiir alle Vektoren v und alle r € R
@ |lu+ v|| < ||ul| +||v|| fir alle Vektoren u, v
(Dreiecksungleichung)

o Der Abstand dist(u, v) von Vektoren u, v ist wie folgt
definiert:
dist(u, v) = ||u — v||
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Winkelmessung

Sei V ein euklidischer R-Vektorraum mit dem Skalarprodukt e.

o Seien u,v € {Oy}.
Das eindeutig bestimmte « € [0, 7] mit

uey

COoSs = —
(@)= T

heiBt Winkel zwischen v und v.

o Seien u,v € V.
Die Vektoren u und v heiBen zueinander orthogonal, wenn
uev =0 gilt;
Bezeichnung: ulv

o Seien u,v € V. Dann gilt:
2 2 2
ulv <= |lu+v[[" = [[ul[*+[]v]|
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