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13. Vorlesung

Orthogonale Vektoren

Orthogonalraum (Orthogonales Komplement)

Orthogonalbasis, Orthonormalbasis
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Winkelmessung

Sei V ein euklidischer R-Vektorraum mit dem Skalarprodukt •.

Seien u, v ∈ {0V }.
Das eindeutig bestimmte α ∈ [0,π] mit

cos(α) =
u • v

||u|| · ||v ||

heißt Winkel zwischen u und v .

Seien u, v ∈ V .
Die Vektoren u und v heißen zueinander orthogonal, wenn
u • v = 0 gilt;
Bezeichnung: u⊥v

Seien u, v ∈ V . Dann gilt:

u⊥v ⇐⇒ ||u + v ||2 = ||u||2 + ||v ||2
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Orthogonalraum (Orthogonales Komplement)

Sei U ein Untervektorraum des euklidischen
R-Vektorraums V .

Die Menge aller Vektoren aus V , die orthogonal zu jedem
Vektor u ∈ U sind, heißt Orthogonalraum (orthogonales
Komplement) U⊥ von U in V .

U⊥ ist ein Untervektorraum von V .

v ∈ Span({v1, . . . , vk})⊥ gilt genau dann,
wenn v orthogonal zu v1, . . . , vk ist.

Es sei A ∈ Rm×n. Dann gilt:

Row(A)⊥ = Ker(A) und Col(A)⊥ = Ker(AT )
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Orthogonalbasis

Ist {v1, . . . , vk} eine Menge von k Vektoren aus dem Rn mit
vi • vj = 0 für alle i , j ∈ {1, . . . , k} mit i ∕= j , dann ist
{v1, . . . , vk} linear unabhängig und somit eine Basis eines
Untervektorraums von Rn.

Eine Basis (b1, . . . , bk) eines Untervektorraums W von Rn

wird eine Orthogonalbasis von W genannt, wenn

bi • bj = 0

für alle i , j ∈ {1, . . . , k} mit i ∕= j gilt.
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Orthonormalbasis

Eine Orthogonalbasis (b1, . . . , bk) eines Untervektorraums W
von Rn wird eine Orthonormalbasis von W genannt, wenn

||bi || = 1

für alle i ∈ {1, . . . , k} gilt.

Es sei A ∈ Rm×n.

Die Spaltenvektoren von A bilden eine Orthonormalbasis des
Spaltenraums Col(A) von A genau dann, wenn

ATA = En

gilt.
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