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Diagonalisierbarkeit, Skalarprodukte

U75. (a) Es gilt
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(b) Es gilt

0
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(c) Damit die Vektoren u = (a,4,1)T und v = (a,5,6)T orthogonal sind, muss

gelten:
a a
O=uev=|al|e|5]| =da>+5a+6.
1 6

Dies gilt offenbar fiira € {—2, —3}.
H76. (a) Das charakteristische Polynom von A, ist
xa,(A) = B=A)(a—=A)(=2-2).

Also sind die Eigenwerte Ay = 3, A = —2und A3 = a.
Fiira ¢ {-2,3} gilt dim Eig, (3) = dimEig, (~2) = dimEig, (a) = 1.
Fiira = —2istdimEig, (3) = 1und wegen

0
Eig, ,(—2) = Spany { (1) }
0

istdimEig, (-2)=1.



Fiir a = 3 ist dim Eig,_ (—2) = 1 und wegen

1 0
(3

ist dimEig . (3) = 2.
Also ist A, genau dann diagonalisierbar, wenn a # —2 ist.
H77. (a) Esgilt
lu4o|>=(u+v)e(u+v)=ueu+2uev)+vey,
Jull2+ o] = usu+veo.

Also ist ||u + v]|?> = ||u]|> + ||v||*> genau dann, wenn u e v = 0.
(b) Es gilt

|lu+v| = \/uou+2(uov)+vov,

|lu—o| = \/uou—2(uov)+vov
Wenn u und v orthogonal sind, gilt u e v = 0, und es folgt ||u + v|| = ||u — ||

(c) Seiu = G) € R?. Gesucht werden alle v = (;) € R? mit ||v|| = 1 und

V2=o—ull = /(x =12+ (y— 1)

also miissen x2 +y> = Tund (x — 1)2 + (y — 1)? = 2 gelten.

Die gesuchten Vektoren liegen also in der Schnittmenge des Kreises mit Radi-
us v/2 um u mit dem Einheitskreis.

Wegen
2=(x—12+(y—1)2=x>+y*—2x -2y +2,
=1
folgt y = 1 — x. Aus der Normiertheit von v folgt damit
22,2 1 o1 2 2 1
l=x"4+y " =x"+ S TX) =X +1—x+x = 2x —x+1.

Das ist dquivalent zu

13
2
—_ = e 0,
X —5x—g
und die beiden Losungen sind damit x;,, = —li4ﬁ. Es ergeben sich zwei

AN

Losungsvektoren, namlich v; = % G + g) , Uy =

Eine geeignete Skizze ist die folgende.
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H78. (a) Esgilt

)

Also sind A; = 1 und A, = 0 Eigenwerte von M. Sei A3 der dritte Eigenwert
von M. Dann gilt
M+A+A3= Spur(M) =1,

alsoist Az =1—-A1—A,=1-1—-0=0.
(b) EsistdimEig,,(1) =1 und

i
Eig,,(0) = Span { (1) })

also dim Eig,,(0) = 1. Die Eigenvektoren von M bilden also weder eine Basis
des R3, noch des C3.

(c) Es giltdet(M) = A1A2A3 = 0.
(d) Da det(M) = 0 sind die Spaltenvektoren von M linear abhéngig. Da 0 ein
Eigenwert von M ist, gilt Ker(M) = Eig,,(0). Also ist

rg(M) =3 —dimKer(M) = 2.

(e) Ker(M) = Eig,,(0) = Span { (1) }
1

(f) Da dim Ker(M) > 0 ist, ist f nicht injektiv.
(g) M ist nicht invertierbar, da det(M) = 0.



