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Diagonalisierbarkeit, Skalarprodukte
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(c) Damit die Vektoren u = (a, a, 1)T und v = (a, 5, 6)T orthogonal sind, muss
gelten:
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 = a2 + 5a + 6.

Dies gilt offenbar für a ∈ {−2,−3}.

H76. (a) Das charakteristische Polynom von Aa ist

χAa(λ) = (3− λ)(a− λ)(−2− λ).

Also sind die Eigenwerte λ1 = 3, λ2 = −2 und λ3 = a.
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Also ist Aa genau dann diagonalisierbar, wenn a 6= −2 ist.

H77. (a) Es gilt

‖u + v‖2 = (u + v) • (u + v) = u • u + 2(u • v) + v • v,

‖u‖2 + ‖v‖2 = u • u + v • v.

Also ist ‖u + v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2 genau dann, wenn u • v = 0.

(b) Es gilt

‖u + v‖ =
√

u • u + 2(u • v) + v • v,

‖u− v‖ =
√

u • u− 2(u • v) + v • v

Wenn u und v orthogonal sind, gilt u • v = 0, und es folgt ‖u + v‖ = ‖u− v‖.
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also müssen x2 + y2 = 1 und (x− 1)2 + (y− 1)2 = 2 gelten.
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Eine geeignete Skizze ist die folgende.
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Also sind λ1 = 1 und λ2 = 0 Eigenwerte von M. Sei λ3 der dritte Eigenwert
von M. Dann gilt

λ1 + λ2 + λ3 = Spur(M) = 1;

also ist λ3 = 1− λ1 − λ2 = 1− 1− 0 = 0.

(b) Es ist dim EigM(1) = 1 und

EigM(0) = SpanC
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also dim EigM(0) = 1. Die Eigenvektoren von M bilden also weder eine Basis
des R3, noch des C3.

(c) Es gilt det(M) = λ1λ2λ3 = 0.

(d) Da det(M) = 0 sind die Spaltenvektoren von M linear abhängig. Da 0 ein
Eigenwert von M ist, gilt Ker(M) = EigM(0). Also ist

rg(M) = 3− dim Ker(M) = 2.

(e) Ker(M) = EigM(0) = SpanC
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(f) Da dim Ker(M) > 0 ist, ist f nicht injektiv.

(g) M ist nicht invertierbar, da det(M) = 0.


