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14. Kurzlésung zur Vorlesung

“Einfiihrung in die Mathematik fiir Informatiker — Lineare Algebra”

H82. (a)

(©

Gram—Schmidt-Verfahren, Bestapproximation

Firov € V gilt
ovev=(v—v)ev=vev—vev=0.

Sei nun oy = 171 + c20;. Es folgt
O=oyev; = (C101 + szz) 0V = Cl(Ul ° 01) + C2(Z}2 ° 2)1) = Cl(l)l ° Z)l).

Da vy # oy ist, ist v; @ v; > 0, also muss ¢; = 0 sein. Analog folgt co = 0.
Damit ist {v1, 02} linear unabhéngig.

Sei U C V ein Untervektorraum mit Orthogonalbasis {b1, by, ..., b }. Laut
Vorlesung ist U+ ein Untervektorraum und hat eine Basis {c1, ca, ..., c;}. Nach
Definition gilt b; e c; = 0 fiirallei € {1,2,...,k} und j € {1,2,...,1}. Nach (a)
ist {by,by,..., b, c1,¢2,...,¢1} C V linear unabhéngig.

Sei W = Span{by, by, ..., by, c1,¢2,...,¢}. Damitist dimW = k+ 1, und W C
V. Wir wollen zeigen, dass tatsdchlich W = V gilt.

Also muss fiir ein beliebiges v € V gelten, dass v € W ist. Wennv € U C W
oder v € U+ C W, sind wir bereits fertig. Andernfalls betrachten wir
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und setzen w = v — 9. Dann gilt aber fiir alle j € {1,2,...,k} wegen der
Orthogonalitdtseigenschaft der Basisvektoren von U bereits w @ b; = 0. Also
istw € Ut, und damitistv = 9 +w € W. Es folgt W = V und damit
dimV =k + 1 =dimU + dim U-.
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Wir setzen u; = (2) , Uy = ( O) , Uz = (4) . Wir stellen fest, dass uz =
1 1 3

2uy + up gilt, also ist {uy, up, uz} linear abhédngig. Mit dem Gram—Schmidt-
Verfahren erhalten wir



Wir sehen also, dass der dritte Vektor zum Nullvektor wird. Das ist ein all-
gemeines Prinzip, wenn der i-te Vektor linear abhéngig von den ersten i — 1
Vektoren ist, dann produziert das Gram-Schmidt-Verfahren im i-ten Schritt
den Nullvektor.

H83. (a) Die Bestapproximation von v ist gerade & = proj,(v). Da u; e up = 0 ist,
konnen wir die bekannte Formel verwenden:

(b) Mit (a) gilt

(c) Der gesuchte Abstand ist gerade
lo —9|| = ||w|| = V40 =~ 6.32.

H84. (a) Da Addition und Skalarmultiplikation punktweise definiert sind, folgt die
Bilinearitdt von e mit der Linearitdt des Integrals. Die Symmetrie folgt aus der

Kommutativitdt der reellen Multiplikation. Fiir p € V ist offenbar (p(x))2 >
0 fiir alle x € R, und das Integral einer nicht-negativen Funktion ist stets
nicht-negativ. Die einzige nicht-negative Funktion, deren Integral den Wert 0
annimmt, ist die Nullfunktion, also folgt die positive Definitheit.

Somit ist e ein Skalarprodukt auf V.

(b) Es gilt
Jmol| =/ [ 12ax = \/Wll: V2,
| = Wjﬂdx: \/[3] -3
= [ e = [2] =2

(c) Mit dem Gram-Schmidt-Verfahren folgt
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b():l, blzx, bzzxz—g.

Eine Orthogonalbasis von V ist also {1, x,x2 — %}



