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Orthogonale Abbildungen, Zusammenfassung

U85. (a) Mit dem Gaufi-Jordan-Verfahren folgt
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Also ist die Losungsmenge des Gleichungssystems

@, fallsa =2,

L= 2a+2
2_‘; , fallsa # 2.
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(b) Es gilt Ker f, = Ker A, und Im f, = Col A,. Mit (a) folgt
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Spany 0 , fallsa=2,
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Ker f, = 0
0 , falls a # 2;
0
0
2 0 1
1 1 0
S , , , fallsa=2,
Im f, — pang 3 0 0 alls a
0 1 1
R4, falls a # 2.

(c) Nach (b) ist f, genau dann bijektiv, wenn a # 2 ist.
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(e)
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Nach (a) gilt det A, = 3a — 6.
Nach (d) ist A, genau dann invertierbar, wenn a # 2 ist.

Die inverse Matrix lesen wir in dem Fall aus der letzten Zeile des Gauf3-
Jordan-Verfahrens aus (a) ab:

0o 0 %+ 0

a_ 2 2a+% a_

Al — | 2-a 2-a Ba-g a2
a 1 0 -3 0
11 1 1

a— a—2 2—a  2—a

Die Produkte A;v; und A,v; ergeben die beiden Eigenwerte A; = 3 und
Ay = —1. Seien A3 und A4 die {ibrigen beiden (moglicherweise komplexen)
Eigenwerte. Dann gilt

det A, = AMAxA3A,
Spur A = A+ Ax + A3+ Ag.

Wir erhalten also das Gleichungssystem

3a—6= —3)\3)\4,
5=24 A3+ A4.

Die Losungen dieses Gleichungssystems sind genau die Losungen von 0 =
/\421 —3A4 +2 —a; also

3+tvV4a+1

M=—"70—"",
Vda+1
/\3:3_)\4:3:':%'

Diese Eigenwerte sind allesamt reell, wenn a > —% ist.

Da wir die Diagonalisierbarkeit von A, nur tiber R untersuchen wollen, miissen
alle Eigenwerte reell sein, was nach (f) voraussetzt, dass a > —% ist.

Es gibt nur in folgenden Fallen mehrfache Eigenwerte:a = —1 (A3 = Ay = 3);
a=2(A = A3 =3);a =6 (A = Ay = —1). Die jeweiligen Eigenrdume sind
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ElgA% <2) = Span]R 0
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Eig,, (3) = Spang

_ O = O



(h)

Big, (—1) = Spang

o
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Also ist A, genau dann diagonalisierbar, wenna € {x e R | x > —1} \ {2,6}
ist.

Nach (g) ist Ap diagonalisierbar, und nach (f) sind die Eigenwerte von Ag
gerade Ay = 3, A, = —1, A3 = 2, A4 = 1. Die zugehorigen Eigenvektoren sind
ebenfalls nach (f) v; = (2,1,2,3)T, v, = (6, -3,-18,7)T, v3 = (0,0,0,1)T und
vy = (0,1,0, —1)T. Wir setzen

2 6 0 O 3 0 0 O
1 -3 0 1 0 -1 00
S_2—1800’[)_0 02 0}’
3 7 1 -1 0 0 0 1
und erhalten
9 0 3 0
S,lzi 1 0 -1 0
24 | —40 24 -8 24|’
-6 24 -6 0
sodass Ag = S - DS~ ! gilt. Also ist
4368 0 1464 0
2184 24 720 0
LA —g.pd. R A
24-Aj=5-D"-(24-57) 4392 0 1440 O

5280 744 1944 768

Nach (a) ist v ¢ Col Ay, und Col A; besitzt zum Beispiel die Basis {v1, v, v3}
mit

2 0 1
1 1 0
01 = 3| U = ol U3 = 0
0 1 1

Mit dem Gram-Schmidt-Verfahren konstruieren wir uns daraus eine Ortho-
gonalbasis {1, by, b3 } mit

2 -2 7
1 13 -5
0 14 5

Der Abstand von v zu Col A, ist dann

Hv_projcolAz(U)H =\1=5



(j) Wir verwenden die Normalengleichung, und miissen also nur AT A,x = Alv
16sen. Es gilt

14 1 2 2 7
.| 1214 |2
Ay Ay = 21 2 9 und Ayv = 4l
2 4 2 8 4
also folgt
14 122 |7 2880 00 | 7
1214 | 2 010210
2122 | 4 00407
2 428 | 4 0000O0]O
Folglich wird die geforderte Bedingung von jedem Vektor erfiillt, der auf der
Geraden .
e
(Z) +5 _0 s€R
4
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liegt. Unter all diesen Vektoren suchen wir den mit der kiirzesten Linge;
miissen also das globale Minimum von

1
4
—25 20s2 + 50
g6 = | | H || =
i
s

bestimmen. Das liegt offenbar bei s = 0. Der gesuchte Vektor ist also £ =
(1.0.5,07.

H86. (a) Damit w orthogonal zu vy, v, v3 ist, muss gelten v e w = v, e w = vz 0 W = 0.
Da das Standardskalarpodukt als v e w = vTw definiert ist, bleibt also das
folgende homogene Gleichungssystem zu losen:

2 1 —40 | 0 1 0030
-1 -1 22 ] 0|~|0-104]o0}.
3 2 6410 0 02110

Also kommen fiir w nur Vielfache von (—6,8, —1,2)T in Frage. Da w normiert
sein soll, also ||w|| = 1 gelten soll, folgt die Bedingung:

—6s

8s 2

1= s = vV 105s-.
23



Die moglichen Losungsvektoren sind also
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(b) Sei U = Spang{v1,v,v3}. Dann ist U+ gerade die Lésung des in (a) betrach-
teten Gleichungssystems, also:
—6
8
—1
2

10 10 1 10
AlAlT:<O 1), AZAZT:<91 i)' A3A3T:<O 1).
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ut = Spang

H87. (a) Es gilt

Also sind nur f; und f3 orthogonal.
(b) Die Eckpunkte von R unter f; sind in der folgenden Tabelle dargestellt:

o AR | A | AE
N N A Vil ICHT

(-1,-1) > 5

G-DT | (AT | (3,-0T | (1,47
(3,3)7 || (223 /T | (53T | (-3, —4)7

(—1,3)T || (L1, =23)T | (0,3)7 | (=3,1)7

Die Bilder von R sind in der folgenden Grafik skizziert.




(c) Nach (b) fithrt f zundchst eine Drehung um 60° gegen den Uhrzeigersinn,
anschliefiend eine Scherung entlang der x-Achse um 18.43°, und zum Schluss
eine Spiegelung an der Achse x = —y. Die folgende Grafik zeigt f(R).

H88. (a) Es gilt
xa(A) = det(A — AE) = det((A — AE)T)
= det(A” — (AE)T) = det(AT — AE) = x4r(A).

Also haben x4(A) und x 47 (A) dieselben Nullstellen, und damit haben A und
AT dieselben Eigenwerte.

(b) Sei v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A. Fiir n > 1, betrachten wir die
Aussage

H,: v istEigenvektor von A" zum Eigenwert A".

Der Induktionsanfang H; gilt nach Voraussetzung. Im Induktionsschritt ist
die Implikation H, = H, 1 zu zeigen. Wir nehmen also an, dass H, gilt. Das
bedeutet, dass A"v = A"v gilt. Es folgt

A"y = A(A") = A(AM") = A(Av) = A"(Av) = A",

Das ist aber gerade H,, 1.



