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7. Kurzlésung zur Vorlesung
“Einfithrung in die Mathematik fiir Informatiker — Lineare Algebra”

Spaltenraum, Zeilenraum und Kern von Matrizen

U39. Wir betrachten zunichst die Matrix A.

(i) Esgilt
1011 |1 1010 | 2
2111 | 1]~(0120]|1
11021 0001 | 2
Also ist
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eine Basis des Spaltenraums. Der Zeilenraum von A ist der Spaltenraum von

AT, und es gilt
1 21 1 21
011 01 1
110] 7 foo 2
11 2 000
Eine Basis des Zeilenraums ist demnach
1 2 1
0 1 1
11711170
1 1 2

(Insbesondere ist die Dimension des Zeilenraums gleich der Dimension des
Spaltenraums.)

Weiter gilt
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Der Kern hangt von einem freien Parameter ab, ist also eindimensional (iiber
Z3).



(i) Es giltv ¢ Col(A).

Nun machen wir dasselbe fiir die Matrix B.

(i) Esgilt
0 1 -1 2 | 1 -1 0 —
-1 0 -2 3 | 1|~ 01 —
-2 -2 =22 |1 00

Eine Basis des Spaltenraumes ist demnach
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Fiir den Zeilenraum gilt

0 -1 - 1 0 -2
1 0 — 0o -1 -2
-1 -2 — 0 0 0’
2 3 2 0 0 0
also ist eine Basis
0 -1
1 0
1171 -2
2 3
Der Kern von B ist
-2 3
1 -2
Ker(B) = Spany 1171 o /
0 1

hat also Dimension 2.
(i) Esgiltv ¢ Col(B).

H41. (a) Wir bezeichnen die Spaltenvektoren von A mit vq,vy,...,v,. Da Ax = b fiir
beliebige b € R hochstens eine Losung hat, gilt dies nattirlich auch fiir b = o.
Da Ax = o0 immer den Nullvektor als Losung hat, ist dies folglich die einzige
Losung. Das bedeutet aber, dass x1v1 @ x202 @ - - - @ x,v, = o0 nur gilt, falls
X1 =Xy =---=x, = 0ist. Alsoist {v1,vy,...,0,} linear unabhingig.
(b) Wenn |Ker(AB)| > 1 ist, dann gibt es x € R"\ {0} mit (AB)x = o. Falls
Bx = o ist, dann ist x € Ker(B), und es folgt |Ker(B)| > 0. Andernfalls ist
Bx =y € R"\ {o},und Ay = 0. Alsoisty € Ker(A), und damit [Ker(A)| > 0.



H42. (a) Es gilt

Also ist Col(A) = C3, und
Ker(A) = Span,

i
Auferdem ist (z) € C3 = Col(A).
i
(b) Man sieht direkt, dass der erste Spaltenvektor linear unabhingig von allen
tibrigen Spaltenvektoren ist. Da es nur drei Zeilen gibt, kann es maximal drei
linear unabhéngige Spaltenvektoren geben.

Zwei linear unabhéngige Spaltenvektoren gibt es nur, wenn der zweite, dritte
und vierte Spaltenvektor linear abhédngig sind, und das geht nur, wenn a = 2
und b = 1.



