Lineare Algebra und Analytische Geometrie prof. dr. Arno Fehm & dr. Nikolaas Verhulst

Ubungsblatt 2

Die Hausaufgaben sollen schriftlich bearbeitet werden und spatestens am 20. April abgegeben
werden.

Eigenwerte & charakteristisches Polynom

Sei K ein Korper und sei n € N.

Vorbereitungsaufgabe 8. Wir betrachten C als R-Vektorraum. Geben Sie alle Eigenwerte und Eigenrdume
an fiir:

(a) die Spiegelung o : C — C,a + bi — b+ ai.
(b) die Drehung p: C — C,a + bi — —a — bi.

(¢) die Projektion 7 : C — C,a + bi — a.

["Jbung 9. Bestimmen Sie Eigenwerte und Eigenraume fiir
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wobei die ag, ...,a,—1 in (b) beliebige Elemente von R sind.
Ubung 10. Eine Matrix A € Mat,,(K) hei8t nilpotent, wenn A™ = 0 fiir irgendein m € N. Zeigen Sie dass
(a) 0 der einzige Eigenwert einer nilpotenten Matrix ist.

(b) eine strikte obere Dreiecksmatrix nilpotent ist. (Eine Matrix A = (a;;);,; ist eine strikte obere Dreiecks-
matrix wenn a;; = 0 fiir ¢ > j.)

Ubung 11. Sei A = (ay;);; € Mat,,(R) eine Matrix mit a;; > 0 fiir alle i, 7 und mit Eigenwert \. Zeigen Sie,
dass A < n-max; ja;;. Zeigen Sie weiterhin, dass auch wirklich eine Matrix A = (a;;);; € Mat, (R) existiert
mit Eigenwert A = n - max; j a;;.

Ubung 12. Weisen Sie nach, dass ein Polynom P = St ocit' € Klt] genau dann als charakteristisches
Polynom einer Matrix A € Mat,,(K) dargestellt werden kann, wenn es normiert ist.

(Hinweis: Zeige, dass ein Polynom P =" + Z?;Ol c;t* das charakteristische Polynom der Begleitmatrix ist.)

I"Jbung 13. Seien m € N und ny,...,n; in N. Wir betrachten die Blockmatrix
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fiir quadratische Matrizen Ay € Mat,,(K) und Ay € Mat,, (K), mit B € Mat,, «.,, (K). Zeigen Sie, dass x4 (t) =
XA, (t)Xxa,(t). Verallgemeinern Sie diesen Satz fiir quadratische Matrizen 4; € Mat,,, (K), ..., 4; € Mat,, (K).
Schlussfolgern Sie, dass fiir eine obere Dreiecksmatrix A = (a;;);; € Mat, (K), xa(t) = [T, (t — ai).



I"Jbung 14. Zeigen Sie, dass ein Eigenwert einer Spiegelung bzw. Projektion notwendigerweise 1 oder —1 bzw.
0 oder 1 ist. (Cfr. Wintersemester, Ubungsblatt 12.)

Hausaufgabe 15. Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Welche falsch? Geben Sie einen Beweis oder
ein Gegenbeispiel.

(a) Sein > 2. Jeder Eigenwert einer Matrix A = (a;;);,; € Mat, (C) mit alle a;; € R ist eine reelle Zahl.
(b) Eine Matrix A € Mat,, (K) ist genau dann invertierbar, wenn 0 kein Eigenwert von A ist.
Hausaufgabe 16. Geben Sie alle Eigenwerte und Eigenvektoren fiir folgende lineare Abbildungen an:
(a) die Konjugation ¢ : C — C, ¢ — ¢ mit C als R-Vektorraum.

(b) die Ableitung 4 : K[t] — K[t], f — f’ mit K[t] als K-Vektorraum. (Cfr. Wintersemester, Ubungsblatt
11.)

(c) der Einsetzung e, : K[t] — K[t] : P(t) — P(a) mit a € K und mit KJt] als K-Vektorraum.
(d) die Transponierung 7 : Mat,,(K) — Mat, (K), A — A’ mit Mat,,(K) als K-Vektorraum und mit n > 2.

[Wenn dimg (V) = oo definieren wir Eigenwerte und Eigenrdume genau so wie im Skript: ein Eigenwert einer
lineare Abbildung f ist ein Skalar A € K fiir welches 0 # v € V existiert mit f(v) = Av. Der Eigenraum zu A
ist {fv e V| f(v) = Av}]



