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CHAPITRE 1

Introduction

1. Notations

Dans tout ce qui suit, RY = R x ... X R (N fois) est un produit cartésien. Les
éléments de RY sont appelés points ou vecteurs. On les note ici avec des lettres
minuscules x, y, z, a, b, u, v, .... On note

X1
X=(X1,..x8) = (Gicien =) =] |,
XN
ol xi, ..., xy € Rsontles composantes ou coordonnées de x. On utilisera la notation

x = (x;) seulement s’il est clair du context que x est un élément de R". Sinon, il sera
plus précis d’utiliser la notation (x;);<j<y.

L’ensemble R est un espace vectoriel sur R pour la somme + et le produit -
donnés par

x+y=(x)+ Q)= +y) x,y € RV et
A-x=2-(x):=(Ax) 1€eR, xRV,






CHAPITRE 2
Topologie de RY

1. Norme dans RV

On appelle I’application || - || : RY — R donnée par

N2
Ixll := [Z x,?) (x €RY)

i=1
la norme euclidienne sur RV .

ProposiTioN 2.1. La norme euclidienne vérifie les propriétés suivantes:

(i) Pourtoutx e RN onallx||>0etonalx|| =0 x=0.
(ii) Pour tout A € R et tout x € RN on a ||Ax|| = |A]||x]|.
(iii) (Inégalité du triangle) Pour tout x, y € RY on a ||x + y|| < |Ix]| + [Iyll.

On appelle toute application || - || : RY — R vérifiant les trois propriétés de la
Proposition 2.1 une norme. On note ici, sans donner un exemple, qu’il existe des
normes sur R" autres que la norme euclidienne.

DEMONSTRATION DE LA ProPosITION 2.1. (1) II est clair d’apres la définition de la
norme qu’on a ||x|| > O pour tous les x € RY. En plus, il est évident que si x = 0,

alors ||x]] = 0. Si x € RY et ||x]| = 0, alors, toujours d’aprés la définition de la
norme, Zfil xl.2 = (0. Comme les termes xf sont positifs, on obtient donc, quelque
soiti € {1,...,N}, xl.2 = 0. Donc x; = 0 pour tous les i € {1,..., N}, ce qui implique
x=(x;)=0.

(ii) Soient 1 € Ret x € R". Alors

v :
1Al = (Z(ﬂx,-f]

i=1

= [ {|x].
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Avant de démontrer la propriété (iii), on considere le lemme suivant.

LemME 2.2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Pour tout x, y € RN on a

N
| > il < Il Iyl
i=1

DEmonsTraTION. S1y = 0, alors I’inégalite est clairement vérifiée. On suppose
alors que y # 0. Pour tout 4 € R on a

0 < [lx + Ayl

N

= ) (xi = Ay
i=1
N

= Zx,z iZAixiyi +/lziyi2.
i=1 i=1

i=1

Dongc, si A > 0, on obtient

+Z ,y,_—||x||2 ||y||2.

En choisissant A = ||x]|/||yl| (ce qui est possible d’apres la propriété (i) de la Proposi-
tion 2.1 et comme y # 0), on obtient

+Z Xiyi < EIIXII vl + —IIXII vl = [l Iyl

O

DEMONSTRATION DE LA ProPosITION 2.1 (surte). (iii) Pour tout x, y € RY on a,
d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

< IIXII + 2||x]] ||y|| + [Iyll?
= (llxdl + Iyl

LemME 2.3 (2eme inégalité du triangle). Pour tout x, y € RN on a

| llxll = 11| < llx = .
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DEmonsTraTION. Par I’inégalité du triangle (Proposition 2.1 (iii)) on a

Il = llx =y + yli
< b =yl +{lyll,

[l = 1yl < llx = ll.
En changeant le role de x et y on trouve aussi

IVl =11l < lly = xII = [lx = yI,
ce qui, avec I’inégalité précédente, donne le résultat. O

2. Boule, voisinage, ouvert, fermé, borné

Etant donné un point x, € R" et > 0, on appelle I’ensemble
B(xo,r) = {x e RY 1 |lx = xoll < 1}

la boule (euclidienne) de centre x, et de rayon r. On note que la définition de boule
dépend de la norme choisie (ici: la norme euclidienne, mais on on peut choisir
d’autres normes).

On dit qu’un ensemble U C RY est un voisinage d’un point x, € R s’il existe
un rayon r > 0 tel que B(xy,r) C U.

ExempLE 2.4. (a) Lespace U = RY est un voisinage de tout point xo € RY.
(b) Les ensembles

U={x=(x,x)eR:x >0, x, >0}

et
U={x=(x,x)€R: x>0, x, >0}
sont tous les deux des voisinages du point (1, 1).
(c) L’ensemble
U={x=(x,x)€R x>0, x, >0}
n’est pas un voisinage de (0, 0). (d) La boule U = B(xy, r) est un voisinage de x.

LeMME 2.5. Une réunion quelconque (mais non-vide) de voisinages de xy € RY
est un voisinage de xo. Une intersection finie (mais non-vide) de voisinages de x, €
RN est un voisinage de x.

DEMONSTRATION. Soit (U;);e; une famille de voisinages de x, € RY (I’ensemble
d’indices [ étant un ensemble quelconque, mais non-vide). Soit U := J,; U; leur
réunion. Comme / est non-vide, il existe iy € I. L’ensemble U, est un voisinage de
Xo. Par définition, il existe alors r > 0 tel que B(xy,r) € U,,. Par définition de la
réunion, on a donc aussi B(xy, r) € U;, € U. Ainsi, U est un voisinage de xy.

Soit maintenant (U;),c; une famille finie (mais non-vide) de voisinages de x, €
RY (c.4.d. I’ensemble d’indices I est un ensemble fini, mais non-vide). Soit U :=
(ic; U; leur intersection. Par définition, pour tout i € [ il existe un rayon r; > 0 tel
que B(xgp,r;) € U;. On pose r := min;; r;. Alors r > 0 (ici on utilise le fait que /
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est fini). Alors, pour touti € / on a r < r; et donc B(xy,r) € B(xg,r;) € U;. Par
définition de I'intersection, ceci implique B(xg,7) € (s #; = U. Ainsi, U est un

voisinage de xy. O

On dit qu’un ensemble U C RY est ouvert si pour tout x, € U il existe un rayon
r > 0 tel que B(xp,r) C U. Autrement dit, un ensemble U C R" est ouvert si et
seulement si c’est un voisinage de chacun de ses éléments.

ExempLE 2.6. (a) L’espace U = RY et ’ensemble vide U = 0 sont ouverts.
(b) Toute boule U = B(xy, r) est ouvert.
Preuve: Soit x € B(xp,r). Alors, par définition de la boule, ||x — xgl| < r. Soit ¥ :=
r —|lx = xoll > 0. On montre que B(x,r’) € B(xg,r). En fait, soit y € B(x, ). Alors, par
définition de la boule, |y — x|| < r’. L’inégalité du triangle et la définition de » impliquent

Iy = xoll < lly = Xl + llx = xoll < 7 + llx = xoll =,

c.a.d. y € B(xp,r). Comme y € B(x, r") était arbitraire, ceci montre B(x, r’) C B(xy, r).
(c) L’ensemble

U={x=(x;,x)eR: x>0, x, >0}
est ouvert. (d) Les ensembles
U={x=(x,x)eR: x>0, x, >0}

et
U={x=(,x)eR:x >0, x>0}

ne sont pas ouverts.

Lemme 2.7. Une réunion quelconque d’ouverts est un ouvert. Une intersection
finie d’ouverts est un ouvert.

DEmonsTrATION. Soit (U;);e; une famille d’ensembles ouverts (1’ensemble d’indices
I étant un ensemble quelconque). Soit U := | J;; U; leur réunion. Si I est vide, alors
U = 0 est ouvert. On peut donc supposer que / est non-vide. Soit x € U. Alors
il existe iy € I tel que x € U;,. L'ensemble U, est ouvert. Par définition, il ex-
iste alors r > O tel que B(x,r) C U,;,. Par définition de la réunion, on a donc aussi
B(x,r) C U;, € U. Comme x € U était arbitraire, I’ensemble U est donc ouvert.

Soit maintenant (U,);c; une famille finie d’ensembles ouverts (c.d.d. I’ensemble
d’indices I est un ensemble fini). Soit U := (), U; leur intersection. Soit x € U.
Alors, par définition de I’intersection, x € U; pour tout i € I. Les ensembles U; sont
ouverts. Donc, pour tout i € [ il existe un rayon r; > 0 tel que B(x,r;) € U;. On
pose r := min;; ;. Alors r > 0 (ici on utilise le fait que [ est fini). Alors, pour tout
ielonar <retdonc B(x,r) C B(x,r;) C U,. Par définition de I’intersection, ceci
implique B(x,r) € (;e; U; = U. Ainsi, U est ouvert. O

On dit qu’un ensemble F C RY est fermé si son complémentaire F© = RV \ F est
ouvert.
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ExempLE 2.8. (a) L’espace U = R" et I’ensemble vide U = (0 sont fermés.
(b) L’ensemble

U={x=(x,x)eR:x >0, x>0}

est fermé.
(c) Les ensembles

U={x=(,x)eR:x >0, x,> 0}
et
U={x=(,x)eR:x >0, x>0}

ne sont pas fermés.

Lemme 2.9. Une réunion finie de fermés est un fermé. Une intersection quel-
conque de fermés est un fermé.

DEMONSTRATION. Soit (F;);e; une famille finie d’ensembles fermés (c.a.d. I’ensemble
d’indices I est un ensemble fini). Soit F := | J;;; F; leur réunion. Par définition, les
complémentaires F¢ = R" \ F; sont ouverts. Par conséquence, d’aprés le Lemme
2.7, le complémentaire

FC:=RM\F
=rR"\((JF)

iel

=&\ F)

iel

est ouvert. Par définition, F est donc fermé.

Soit maintenant (F;);c; une famille quelconque d’ensembles fermés (I’ensemble
d’indices I étant un ensemble quelconque). Soit F' := (),; F; leur intersection. Par
définition, les complémentaires F¢ = RV \ F; sont ouverts. Par conséquence, d’apres
le Lemme 2.7, le complémentaire

FC:=RM\F
=rRY\ ([ F)
iel
= =¥\ Fy
iel
est ouvert. Par définition, F est donc fermé. O

On dit qu'un ensemble B C RY est borné s’il existe un rayon R > 0 tel que
B C B(0,R). Autrement dit, B est borné si et seulement si il existe une constante
R > 0 telle que pour tout x € Bon a ||x]| < R.
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3. Suites dans RY

Notations pour les suites dans R:

(-xn) ou (xn)n ou (-xn)nEN ou (-xn)nZO ou (-xn)nzl .

Ici, les éléments x, sont des éléments de RY: x, = (x,)i<i<v € RY.

On dit qu’une suite (x,) € RY converge vers a € RY si pour tout £ > 0 il existe
ny € N tel que pour tout n > ny on a ||x, — a|| < &. On note lim,_,. X, = a si (x,)

converge vers a. On dit que (x,) est une suite de Cauchy si pour tout £ > 0 il existe
ny € N tel que pour tout n, m > ny on a ||x, — x,,|| < €. Finalement, on dit que (x,)
est une suite bornée s’il existe R > 0 tel que pour tout n on a ||x,|| < R.

Lemme 2.10. Soit (x,) € RY une suite. Alors

(x,) converge vers a € RN

U

(x,) est une suite de Cauchy

U

(x,) est une suite bornée.

DEmonsTrATION. On démontre la premiere implication. Soit donc (x,,) une suite
qui converge vers a € RY. Soit &£ > 0. D’apres la définition de convergence, il existe
un ny € N tel que pour tout n > ng on a ||x, — al| < 5. Pour ce méme ny et pour tout
n, m > ny on a donc, par I’'inégalité du triangle,

E &
”xn - xm” < ”xn - a” + ”xm - a|| <—4+=-—=c.

2 2

Ainsi, (x,) est une suite de Cauchy.

On démontre maintenant la deuxieme implication. Soit (x,) une suite de Cauchy.
D’apres la définition de suite de Cauchy, pour € = 1 il existe ny € N tel que pour
tout n, m > ny on a [|x,, — x,|| < € = 1. On particulier (m = ny), pour tout n > ny on a

Il < {126 = g 1+ {1 [l < 1+ {12655 -

Soit R := sup,,, |lx,/l. Comme I’ensemble des n € N, n < ny, est fini, alors R < oco.
Par définition de R, et par I’estimation préc(lente,

R sin < ny,

[l < .
1+R sin>nop.

Par conséquence, la suite (x,) est bornée. O

LemMe 2.11. Une suite (x,), € R converge vers a € RV (respectivement, est
une suite de Cauchy) si et seulement si, quelque soit 1 < i < N, la suite (x,;), € R
converge vers a; € R (respectivement, est une suite de Cauchy).



3. SUITES DANS R¥ 13

DEmonsTrATION. On considere le cas des suites convergentes. Le cas des suites
de Cauchy se démontre de maniere similaire.

”=" Supposons d’abord que (x,) C R" est une suite qui converge vers a € RY.
Soit 1 < i < N. On veut montrer que la suite (x,;) € R converge vers a; € R. Soit
g > 0. Alors il existe ny € N tel que pour tout n > ny on a ||x, — a|| < . Pour ce
méme ny et pour tout n > ny on a

N

N

%, — ail < ( § |x,j — a;|°)?
=

= [lx, — all
<E&.

Ceci montre que la suite (x,;) € R converge vers ¢; € R. Comme 1 < i < N était
arbitraire, on a donc montré que, quelque soit 1 < i < N, la suite (x,;) € R converge
vers a; € R.

7« Supposons maintenant que, quelque soit 1 < i < N, la suite (x,;) € R
converge vers a; € R. Soit € > 0. Par hypothese, quelque soit 1 < i < N, il existe
n; € N tel que pour toutn > n; on a |x,; — a;| < &/ VN. Soit ng := max <<y 1;. Alors
ny € N etny > n; pour tout 1 <i < N. Ainsi, pour tout n > ny on a

N 1

N

”-xn - a” = ( E |xni - ail )2
i=1

N
< (Y &Ny
i=1

= (82)%
=&
Ceci montre que (x,) converge vers a. m|

TuforEME 2.12 (RY est complet). Toute suite de Cauchy dans RY converge.

DEMONSTRATION. Soit (x,,), € RY une suite de Cauchy. Alors, d’aprés le Lemme
2.11, quelque soit 1 < i < N, la suite réelle (x,;), est une suite de Cauchy. Dans
R, toute suite de Cauchy converge. Donc, quelque soit 1 < i < N, la suite réelle
(x,1)» converge. En appliquant encore une fois le Lemme 2.11 on trouve que (x,),
converge. ]

A la fin de ce chapitre, nous enoncons une caractérisation des sous-ensembles
fermés de R" en terme suites convergentes et leurs limites.

LemME 2.13. Une ensemble F C RY est fermé si et seulement si pour toute suite
convergent (x,) C F (convergente dans RY) on a lim,_,, x,, € F.

DEMONSTRATION. ”=" Soit F € RY fermé. Soit (x,) C F une suite convergente,
x := lim,_,, x,. On veut montrer que x € F. Supposons le contraire, c.a.d. x € F°.
Par définition, le complémentaire F¢ est ouvert. Il existe donc € > 0 tel que B(x, €) C
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F¢. En méme temps, comme la suite (x,) converge vers x, pour ce € > 0 il existe
ny € N tel que, quelque soit n > ny, ||x, — x|| < €. En particulier, x,, € B(x, &) C F¢
ce qui contredit a I’hypothese (x,,) C F.

”<” Supposons maintenant que pour toute suite convergent (x,) € F (conver-
gente dans R"Y) on a lim,_,., x, € F. On veut montrer que F est fermé. Supposons
le contraire, c.a.d. F n’est pas fermé. Alors le complémentaire F n’est pas ouvert
(définition de "fermé”). Comme F“ n’est pas ouvert, il existe x € F* tel que, quelque
soit ¥ > 0, B(x,r) € F°. Autrement dit, il existe x € F€ tel que pour tout n € N il
existe x, € F avec ||x, — x|| < 1/n. La suite (x,) C F ainsi obtenue est une suite
convergente, et x = lim,_,, x, € F. Ceci contredit I’hypothese. O



CHAPITRE 3

Fonctions continues

1. Limites de fonctions

Dans toute la suite on considere des

fonctions scalaires d’une variable réelle f:R — R,
fonctions scalaires de plusieures variables réelles  f : RY — R,
fonctions vectorielles d’une variable réelle  f : R — RM,

fonctions vectorielles de plusieures variables réelles  f : RY — RY.

De maniere plus générale, on considere des fonctions vectorielles de plusieures vari-
ables réelles
f:D—RM,

ol D C RY est le domaine de définition de f (on n’a pas nécessairement D = RY).

Soit xy € RN et yo € R™. On dit que y, est la limite de f on xo, si pour tout
voisinage V C RM de y il existe un voisinage U C RY de x tel que

FWU\{x}) :={f(x):xeUND, x# xy} C V.
On écrit lim,_,,, f(x) = yo siyp est la limite de f en x,.

LemME 3.1. On a lim,_,,, f(x) = yo si et seulement si pour tout € > 0 il existe un
0 > 0 tel que pour tout x € D \ {xo} on a

(3.1 lx=xll <6 = [f(x)—-yll <e.

DEMoNSTRATION. ”=" On suppose d’abord que lim,_,,, f(x) = yo. Soit & > 0.
Alors la boule V := B(y,, &) € RM est un voisinage de y,. Par hypothése, il existe un
voisinage U C R" de x, tel que

FU \ {xo}) € B(yo, ).

Par définition de voisinage, il existe 6 > 0 tel que B(xy, ) € U. Ainsi,

J(B(x0,6) \ {x0}) € B(yo, &),

ce qui veut dire exactement que pour tout x € D \ {xo} on a I'implication (3.1).

”<” On suppose maintenant inversement que pour tout € > 0 il existe un 6 > 0 tel
que pour tout x € D \ {xo} on a 'implication (3.1). Soit V C R un voisinage de
yo. Par définition de voisinage, il existe € > 0 tel que B(yy, &) € V. Par hypothese,
il existe 6 > O tel que pour tout x € D \ {xo} on a I'implication (3.1). On pose

15
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U := B(x,,6) € RY. Alors U est un voisinage de x,. En plus, I’'implication (3.1) dit
que
S \ {xo}) € B(yo, &) € V.
O

Lemme 3.2 (Linéarité de la limite). Soient f, g : D — RM deux fonctions avec
domaine de définition D C RN, 1 € R. On suppose que f et g admettent des limites
en xo. Alors f + g et A f admettent des limites en x et

(i) lim f(x) + lim g(x) = lim(f(x) + g(x)),
(ii) A lim f(x) = lim(A f(x)).
DEMONSTRATION. O

Lemme 3.3 (Caractérisation de la limite par des suites). Soit f : D — RM une
fonction avec domaine de définition D C RN. Alors y, est limite de f en xy € RY
si et seulement si pour toute suite (x,) € D \ {xo} vérifiant lim,_,., x, = X9 on a
limn—wo f(-xn) = Yo-

DEMONSTRATION. O

2. Fonctions continues

Soit f : D — RM une fonction avec domaine de définition D € R". On dit que f
est continue en xo € D silim,_,,; f(x) = f(x). On dit simplement que f est continue
si f est continue en tout point xy € D.

LemME 3.4 (£-6-définition de continuité). Soit f : D — RM une fonction avec
domaine de définition D C RN. Alors f est continue en xy € D si et seulement si
pour tout € > 0 il existe 6 > 0 tel que pour tout x € D on a

lx—=xoll <6 = [f(x)— fxo)ll <e.
DEMONSTRATION. O

LemME 3.5 (Caractérisation de continuité par les ouverts). Soit f : D — RY une
fonction avec domaine de définition D C RY. Alors f est continue si et seulement si
pour tout ouvert V.C RM il existe un ouvert U C RY tel que

'V ={xeD:f(x)eV}=DnU.

DEMONSTRATION. ”=>" On suppose que f est continue. Soit V € RM un ouvert et
soit f~1(V) = {x € D : f(x) € V} sa pré-image. Soit x € f~'(V). Alors f(x) € V.
Comme V est un ouvert, il existe € > 0 tel que B(f(x),e) € V. Comme f est
continue, il existe § = 9, > Otel que pour touty € D, |[y—x|| < d,, onallf(y)—f(x)| <
e. Autrement dit, 'image de B(x, d,) N D sous f est contenu dans B(f(x),&) C V,
ou, B(x,d,) N D est contenu dans f~!(V). Soit maintenant U := Ures10v) B(x, 62).
Alors, d’apres le Lemme 2.7, U est un ouvert. En plus, f‘l(V) =DnNnVU.

”<” On suppose maintenant que pour tout ouvert V € RM il existe un ouvert
U C RY tel que f~1(V) = D N U. On veut montrer que f est continue. Soit x € D
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et soit £ > 0. La boule V = B(f(x), €) est ouvert. D’apres I’hypothese il existe un
ouvert U € RY tel que f~!(V) = DN U. Clairement, x € U. Comme U est ouvert, il
existe 0 > 0 tel que B(x,0) C U. Ainsi, f(B(x,0)ND) C f(UND)CV = B(f(x),9)
ce qui veut dire que pour tout y € D tel que ||y — x|| < d on a [|[f(y) — f(x)|| < &.
D’aprés le Lemme 3.4, f est donc continue en x. Comme x € D était arbitraire, f
est continue. m|

LemME 3.6 (Caractérisation de continuité par des suites). Soit f : D — RM une
fonction avec domaine de définition D C RY. Alors f est continue en x, € D si et
seulement si pour toute suite (x,) C D vérifiant lim,_,, X, = Xo on a lim,_,, f(x,) =
S (x0).

DEmonsTrATION. Ceci est une conséquence immédiate du Lemme 3.3. O

LemMe 3.7 (Linéarité de continuité). Soient f, g : D — RM deux fonctions avec
domaine de définition D C RN, A € R. On suppose que f et g sont continues en x, €
D (respectivement, continue). Alors f+g et A f sont continues en x (respectivement,
continue).

DemonsTraTION. Ceci est une conséquence immédiate de la linéarité de la limite
(Lemme 3.2) et de la définition de continuité. O

Plus précisément, on a une propriété plus forte pour le produit.

Lemme 3.8 (Continuité d’un produit de fonctions continues). Soient f : D — R
et g : D — RM deux fonctions avec domaine de définition D C R, Si f et g sont
continues en X, alors le produit f - g est continue en x.

DEMONSTRATION. O

Dans la suite on note
C(D;RM) :={f : D - RM : f est continue}

I’ensemble de toutes les fonctions continues D — R, Si M = 1, on note simple-
ment C(D) au lieu de C(D; R). D’apres le lemme précédent (Lemme 3.7), C(D; RM)
(et a fortiori C(D)) est un espace vectoriel sur R.

LemMe 3.9 (Continuité des fonctions composées). Soient f : Dy — RY et
g : D, = RF deux fonctions avec domaines de définition Dy € RN et D, € R™.
On suppose que I'image de f est contenue dans D,, c.a.d. f(Dy) C D,. Si f est
continue en x, (respectivement, continue) et si g est continue en f(xg) (respective-
ment, continue), alors la fonction composée g o f : Dy — R" est continue en xo
(respectivement, continue).

DEMONSTRATION. Soit (x,) € Dy une suite qui converge vers xo. Comme f est
continue en xy, alors (f(x,)) converge vers f(xp) (Lemme 3.6). Comme g est con-
tinue en f(xo), alors (g(f(x,)) = (g o f(x,)) converge vers g(f(xp)) = g o f(xo)
(Lemme 3.6). Comme la suite (x,) était arbitraire, le Lemme 3.6 implique que g o f
est continue en x. O
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3. Fonctions continues sur les compacts

A la fin de ce chapitre on veut étudier une propriété importante des fonctions
continues qui sont définies sur des ensembles D bornés et fermés dans R (que 1’on
appelle les sous-ensembles compacts de RY).

TuEOREME 3.10 (Bolzano-WeierstraB). Toute suite bornée dans RN admet une
sous-suite convergente.

DEMONSTRATION. Soit (x,) une suite bornée dans RY. Alors, par définition, il
existe R > 0 tel que pour tout 7 on a ||x,|| = (XX, xﬁi)% < R. En particulier, quelque
soit 1 <i < N, la suite (x,;) est bornée dans R. Dans R toute suite bornée admet une
sous-suite convergente (Théoreme de Bolzano-Weierstral dans R). En appliquant
ce résultat a la premicre composante on trouve qu’il existe une sous-suite (X, ;) de
(x,) tel que (xy,m)1)n converge dans R. Ensuite, on trouve une sous-suite (Xg,m))n
de (x,,(n) tel que la suite des deuxiemes composantes (Xy,my2), converge dans R.
Comme (Xy,(n))n €St une sous-suite de (x,, ) €t comme toute sous-suite d’une suite
convergente converge, alors (Xx,,m)1), converge dans R aussi. En continuant ainsi, on
trouve qu’il existe une sous-suite (Xgy ), de (Xy,_,m)n t€l que, pour tout 1 <i < N,
la suite (x,,m)i). converge dans R. En appliquant le Lemme 2.11, on trouve que
(Xpy(ny)n converge dans RY. O

LemMe 3.11. Un ensemble D C RN est borné et fermé si et seulement si toute
suite (x,) S D admet une sous-suite qui converge dans D, c.a.d. une sous-suite
convergente (x,, )i telle que limy_,« x,, € D.

DEmonsTRATION. ”=" Supposons d’abord que D est borné et fermé. Soit (x,)
une suite dans D. Comme D est borné, alors la suite (x,) est bornée. D’apres le
Théoreme de Bolzano-Weierstral}, (x,) admet une sous-suite convergente. Comme
D est fermé, la limite de cette sous-suite appartient a D (Lemme 2.13).

”<” Supposons maintenant que toute suite dans D admet une sous-suite con-
vergente dans D. Alors, en particulier, les suites (x,) € D convergentes dans RY
admettent des sous-suites qui convergent dans D. Comme toute sous-suite d’une
suite convergente est convergente a la méme limite, on obtient par le Lemme 2.13
que D est fermé. Il reste a montrer que D est borné. Supposons le contraire. Alors,
pour tout n € N il existe x,, € D tel que ||x,|| > n. Toute sous-suite de la suite (x,) € D
ainsi obtenue est non-bornée. Donc, d’apres le Lemme 2.10, aucune sous-suite de
(x,) ne peut converger, ce qui contredit I’hypothese. O

On appelle tout sous-ensemble K € RY vérifiant une des propriétés équivalentes
du Lemme 3.11 un compact. Autrement dit, un sous-ensemble K C R" est compact
si K est borné et fermé. Ou, d’une maniere équivalente, un sous-ensemble K C R
est compact si toute suite dans K admet une sous-suite convergente dans K (c.a.d. la
limite appartient aussi a K). En fait, la premiere définition est peut-€tre plus facile a
retenir, mais la deuxieme définition est meilleure dans le sens qu’elle se généralise
plus facilement dans le contexte des espaces métriques (au lieu de RY; voir le cours
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Fondements de 1’ Analyse en L3). En plus, on utilise la deuxieme définition dans la
démonstration du théoreme suivant.

TuforEME 3.12. Soit f : K — RM une fonction continue sur un domaine de
définition K C RN qui est compact. Alors I'image f(K) est aussi compact.

DEMONSTRATION. Soit (y,) € f(K) une suite quelconque dans I’'image de f. Par
définition de 1’image, pour chaque y, il existe x, € K tel que f(x,) = y,. Comme K
est compact, la suite (x,) € K admet une sous-suite convergente (x,, ) avec limy_,o X, =
x € K. Par continuité de f, la sous-suite des images (y,,) = (f(x,,)) est convergente
ety = limy o Yy, = limoe f(x,,) = f(x) € f(K). On a donc démontré que toute
suite dans f(K) admet une sous-suite convergente dans f(K). Ainsi, f(K) est com-
pact. O

Le prochain résultat contient un critere pratique qui implique qu’une fonction
scalaire atteint son minimum et son maximum.

CoroLLAIRE 3.13. Soit f : K — R une fonction scalaire continue sur un domaine
de définition K C RY qui est compact. Alors f atteint son minimum et son maximum,
c.d.d. il existe x,,, x) € K tel que
(32)  fCx) = inf f(x) = min f(x) et f(xu) = sup f(2) = max £(x).

xeK xekK

DemonstrATION. D’apres le Théoreme 3.12, I'image f(K) est borné et fermé
dans R. Comme f(K) est borné, la borne inférieure inf,cx f(x) = inf f(K) et la
borne supérieure sup, ., f(x) = sup f(D) sont finies. Comme f(K) est fermé, on a
inf ek f(x), sup,.x f(x) € f(K) (on peut utiliser le Lemme 2.13 pour voir ¢a). Ceci
veut dire qu’il existe x,,, x); € K tel que les relations (3.2) soient vraies. O

Soit D € R". On rappelle qu’une fonction f : D — R est continue si
Vxe DVe>0316>0VyeD: |x—-yl<do = |f(x)-fOl<e.
On dit qu’une fonction f : D — R est uniformément continue si
Ve>0d0>0Vx,yeD: |x—-yll<do = |f(x)-fOl<es;
(attention a I’ordre des quanteurs!!).

TuforEME 3.14. Soit f : K — RM une fonction continue sur un domaine de
définition K C RN qui est compact. Alors f est uniformément continue.

DEMonsTrATION. On fait un raisonnement par 1’absurde, c.a.d. on suppose que f
n’est pas uniformément continue. Alors il existe £ > 0 et deux suites (x,), (v,) € K
tels que [|x, — yul| < % et [[f(x,) — fOw)ll = &. Comme K est compact, il existe
des sous-suites (x,,) et (y,) et x, y € K tels que limy_,o x,, = x et limy_,0oy,, =y
(attention: pour avoir les mémes indices n, il faut d’abord choisir une sous-suite
convergente (x,,) de (x,), ensuite une sous-suite convergente (y,,kl) de (y,,) (1), et

finalement considérer les sous-suites (xnk[) et (ynk[)). On a

1
x -y = lim ||x,, — <lim— =0,
o=yl = fim 1, =y < Jim -~
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et donc x = y. Ceci et la continuité de f impliquent
& < iminf{|f(x,) = fOuoll
= iminf {|f () = () + fO) = fOul
< iminf(lf(x,,) = OO+ 170D = fOuIID
=0,

ce qui est une contradiction, car € > 0. Donc, f est uniformément continue.



CHAPITRE 4

Calcul différentiel

1. Dérivée totale et dérivées partielles

Soit U € R" un ouvert. On dit qu’une fonction f : U — R est dérivable en
x € U s’il existe a € RY tel que

 feth) = f(x) -
s 1Al

h
=0.

Ici, a-h = Zf;l a;h; est le produit scalaire des vecteurs a, h € RY. Le vecteur
a € RY est unique (s’il existe); on notera f’(x) := a et on appelle f’(x) la dérivée
(ou: dérivée totale) de f en x. On dit que f est dérivable si f est dérivable en chaque
point x € U. La fonction f’ : U — R", x = f’(x) est alors appelée la dérivée de f.
On dit que f est continiiment dérivable (ou: de classe C') si f est dérivable et si sa
dérivée f” est continue.

LemMme 4.1. Si f : U — R est dérivable en x € U, alors f est continue en x.

DEmonsTRATION. On a

. e S+ h) = f() = f'(x) - h e
lim(f(x + h) = £(x)) = Tim( Tl 1Al + f"(x) - h)
=0.

O

LemME 4.2. Si f : U — R est dérivable en x € U et si a = f'(x), et si e; € RY est
le i-ieme vecteur unité canonique, alors, quelque soit 1 <i < N,

_ i G+ he) = fO)

h—0 h

Onditque f : U — Resten x € U partiellement dérivable par rapport a x; si la

limite
of .. flx+he)— f(x)
6_x,~(x) = }ll_r)% P

existe. On appelle alors g—i(x) la dérivée partielle (en x) de f par rapport a x;. On
dit simplement que f : U — R est partiellement dérivable par rapport a x; si f est
en tout x € U partiellement dérivable par rapport a x;. La fonction 6—f U - R
est appelée dérivée partielle de f par rapport a x;. Avec ces deﬁnltlons le lemme
précédent peut étre reformulé autrement (mais de maniere équivalente).

21
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LemMmE 4.3. Si f : U — R est dérivable en x € U, alors f est en x partiellement
dérivable par rapport a tout x; (1 <i < N) et

Fo =Gl 2o,
X1

"(9xN

La réciproque du lemme précédent n’est pas vraie en général. Cependant, on a
le

THEOREME 4.4. On suppose que f : U — R est partiellement dérivable par

rapport a tout x; (1 < i < N) et que les dérivées partielles 6){ sont continues. Alors

ox;
f est continfiment dérivable (= de classe C').

DEMONSTRATION. Soit x € U et soit r > 0 tel que B(x,r) € U. Soit h € RY,
[|Al] < r. Alors

f(x+h)—f(x) :f(x1 +h1,...,xN+hN)—f(x1,...,xN)

=f(x;+h,xo+hy, ..., xy+hy)— f(x1,x2+ hyy ..., xy + hy)+
+ f(x1, X0+ hoy ooy xy + hy) — f(x1, X0, ..., Xy + hy)+
T+t
+ f(x1, .o xno1, X+ hy) = f(x, ..o, xn).

En appliquant le théoreme de la moyenne en chaque ligne, on obtient I’existence de
& eR, G < |l (1 <i<N)tel que

0
f(x+h) —f(x) = a—){;(xl +§:1,X2 +h2,.. s XN +hN)h1+

0

+ —f(xl,xz + &, ., xy + hy) o+
8)62

+ ...+
0

+ —f(xl,---,xN—l,xN +&n) hy,

8XN
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ou

0 0
fGx+h) - f(x)= (—af(xl +&L,x2+hy, . o Xy + hy) — —f(xl,xz,---,xN))hl'l'
X1 0xy

0 0
+ (—f(xl,xz +&, ., xy + hy) — —f(xl, X2, ..., XN)) hot
0x (%)

+ .4

0 0
+ (X1, xy—1, Xy +EN) — —f(xl, s XN-1, XN)) hy+
oxy Oxy

+ ——(x1, x2,...,x5) I+
6x1

+ _(xl’x2’ s axN) h2+
6x2

+ -4

+ ——(x1, X2, ..., xN) hy.
aXN

On remarque que, Si on pose a = (%(x), e, %(x)), alors

a-h=——(x,x,...,xn) 0+
6)61

+ —()C],Xz, A ,XN) h2+
6x2

+ -4

+ a—(xl, X)yevny )CN) hN.
XN
La continuité des dérivées partielles donne donc
o MO+ =~ fC) —a bl
h=0 llAl]

T of Ay
< _of Likdd}
< }g%bm(xl + &, %+ hy, .o, xy + hy) axl()q,xz,...,XN)l ||h||+
ar of |72
+l — ) + 90y +h - ? e +
hl—r>%|6x2(x1 X+ & Xy + hy) 8xz(xl 2 XN)| [|72]]

+ -4

il

. 10 0
+ 11m|8—f(x1, e XN_1, XN+ EN) — ; (X15. .- ,XN-l,XN)| Tl
N

=0,

ce qui veut dire que f est dérivable en x. Comme f’(x) = (aan](x)’ e %(x)), et

comme les dérivées partielles sont continues, on voit que f” est continue. O
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1.0.1. Criteres de dérivabilité.

2. Dérivées partielles d’ordre supérieur

Soit U € R" un ouvert et soit f : U — R une fonction. On définit
’r 9 of

o, ox o,
of

6xj

) e . f) 5 .
si les dérivées partielles a—g et a‘—xl_( ) existent.

TuEOREME 4.5 (Schwarz). Soit U € RYN un ouvert et soit f : U — R une fonction.

P . ’f Pf . .
On suppose que les dérivées partielles awox; €1 auow €Xistent et sont continues. Alors
f B O f
axiﬁxj (9)(,']'(9)61'
DEMONSTRATION. O

3. Le théoreme de Taylor
4. Extréma

Soit U C RY et soit f : U — R une fonction. On dit qu’un point x € U est un
minimum local (respectivement, un maximum local) s’il exist un voisinage V € RY
de xtel que f(y) > f(x) (respectivement, f(y) < f(x)) pour touty € VNU. On dit que
x € U est un minimum global (respectivement, un maximum global) si f(y) > f(x)
(respectivement, f(y) < f(x)) pour touty € U. On a déja vu que si f est une fonction
continue sur un ensemble K € RY compact, alors il existe un minimum global et un
maximum global pour f (Théoreme 3.12. Mais ce résultat est uniquement un résultat
d’existence qui n’est pas constructif dans le sens qu’il ne permet pas de localiser des
minima / maxima globaux. Pour les localiser, la dérivabilité de f peut aider.

LemME 4.6 (Condition nécessaire pour un extremum). Soit U C RY un ouvert, et
soit f : U — R une fonction dérivable. Si x € U est un extremum local (c.d.d. un
minimum local ou un maximum local), alors f'(x) = 0.

DEmonsTRATION. On suppose que x € U est un minimum local. Alors il existe
un voisinage V C RY de x tel que f(y) > f(x) pour tout x € V N U. On a donc
f(x + he) — f(x) > 0 pour tout e € R et tout & € R suffisamment petit (tel que
x+heeVnU). Soite e RY, |le|]| = 1. Alors

, _ i S X) - he
Fefim s

_ lim [f’(x) ~he + f(x) — f(x + he)
h—0 h
> 0.

Comme cette inégalité reste vraie si on remplace e par —e, on obtient donc f'(x)-e =
0, et comme e était arbitraire, ceci n’est possible que si f’(x) = 0.
La démonstration en un maximum local est similaire. O

+ fracf(x + he) — f(x)h]



THEOREME 4.7.

5. LE THEOREME DE LA FONCTION IMPLICITE

5. Le théoreme de la fonction implicite
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