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Introduction

1. Notations

Dans tout ce qui suit, soitΩ ⊂ Rn un ouvert,n ≥ 1. En général, les éléments de
Ω seront notésx, y, . . . avecx = (xi)1≤i≤n, y = (yi)1≤i≤n. Dans quelques exemples,
les éléments deΩ seront notés (t, x) où t représente une variable réelle (le temps) et
x ∈ Rn−1.

1.1. Dérivées partielles du premier ordre. Soit u ∈ C1(Ω). On utilisera les
notations suivantes pour la dérivée partielle enx ∈ Ω par rapport àxi:

∂u
∂xi

(x) ou

∂xi u(x) ou

∂iu(x) ou

uxi (x).

1.2. Dérivées partielles d’ordre suṕerieur. Pour les dérivées partielles d’ordre
supérieure d’une fonctionu ∈ Ck(Ω) on utilisera les multi-indices. Unmulti-indice
est un élémentα ∈ Nn

0. Pour tout multi-indiceα on définit

Dαu(x) := ∂αu(x) :=
∂|α|u

∂
α1
x1 . . . ∂

αn
xn

(x),

où |α| :=
∑n

i=1αi ≤ k est lalongueurdeα.

1.3. Dérivées totales.La dérivée totaleoudérivée de Fréchetou simplement la
dérivéed’une fonctionu ∈ C1(Ω) en un pointx ∈ Ω est notéeDu(x). Par définition,
la dérivée totale est une application linéaire deRn dansR. Cette application linéaire
peut être identifiée à un vecteur deRn qu’on appelle aussi legradientdeu enx, noté
∇u(x). On a

∇u(x) =
( ∂u
∂xi

(x)
)

1≤i≤n
.

La dérivée seconded’une fonctionu ∈ C2(Ω) est la dérivée de la fonctionDu ∈
C(Ω;Rn), et elle est notéeD2u. Par définition, c’est une application linéaire deRn

dansRn ou bien une application bi-linéaire deRn × Rn dansR. On peut identifier la
dérivée seconde en un pointx ∈ Ω à une matrice dansRn×n qu’on appelle lamatrice
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6 INTRODUCTION

hessienne, notéeHu(x). On a

Hu(x) =
( ∂2u
∂xi∂xj

(x)
)

1≤i, j≤n.

On ne va pas considerer des dérivées d’ordre supérieur à2.

2. Exemples d’́equationsà dérivées partielles

2.1. L’équation de transport.














ut(t, x) + b ux(t, x) = 0, t > 0, x ∈ R,
u(0, x) = g(x), x ∈ R.

2.2. L’équation de Hamilton-Jacobi.














ut(t, x) + f (∇u(t, x)) = 0, t > 0, x ∈ Rn,

u(0, x) = g(x), x ∈ Rn.

2.3. Loi de conservation.














∂tu(t, x) + ∂x f (u(t, x)) = 0, t > 0, x ∈ R,
u(0, x) = g(x), x ∈ R.

2.4. L’équation de Laplace.














−∆u(x) = f (x), x ∈ Ω,
u(x) = 0, x ∈ ∂Ω.

2.5. L’équation de Poisson.














−∆u(x) = 0, x ∈ Ω,
u(x) = g(x), x ∈ ∂Ω.

2.6. L’équation de la chaleur.


























ut(t, x) − ∆u(t, x) = 0, t > 0, x ∈ Ω,
u(t, x) = 0, t > 0, x ∈ ∂Ω,
u(0, x) = g(x), x ∈ Ω.

2.7. L’équation des ondes.










































utt(t, x) − ∆u(t, x) = 0, t > 0, x ∈ Ω,
u(t, x) = 0, t > 0, x ∈ ∂Ω,
u(0, x) = g(x), x ∈ Ω
ut(0, x) = h(x), x ∈ Ω.



CHAPITRE 1

Equations à dérivées partielles du premier ordre

SoitΩ ⊂ Rn un ouvert et soitF : Ω × R × Rn → R, (x, u, p) 7→ F(x, u, p) une
fonction de classeC1. L’équation à dérivées partielles du premier ordre estl’équation

(1.1) F(x, u(x),∇u(x)) = 0 pour toutx ∈ Ω.
Cette équation est parfois complémentée d’une condition ”au bord”:

(1.2) u(x) = g(x) pour toutx ∈ Γ,
où Γ est un sous-ensemble du bord∂Ω et g : Γ → R est une fonction donné.
ParfoisΓ est seulement un sous-ensemble deΩ̄; dans ce cas la condition (1.2)
n’est pas forcément une condition au bord, mais on peut l’appeler une condition
complémentaire.

Dans ce chapitre on veut essayer de résoudre l’équation (1.1). Plus précisement,
on cherche unesolution classique, c.à.d. une fonctionu ∈ C1(Ω) tel que l’équation
(1.1) est vérifiée. Dans certains cas, on exige aussi queu ∈ C(Ω̄) est queu vérifie
aussi la condition complémentaire (1.2).

On verra dans ce chapitre que l’équation à dérivées partielles du premier ordre
n’admet pas toujours une solution (classique). Ceci montreune différence par rap-
port à la théorie des équations differentielles où le théorème de Peano ou le théorème
de Cauchy-Lipschitz impliquent qu’on a toujours une solution classique locale sous
de très faibles hypothèses. On verra aussi que la notion desolution classique ne suffit
pas en général et on va introduire une notion desolution faibleousolution intégrale.

1. La méthode des caract́eristiques

On fait une première observation importante concernant leproblème (1.1). On
suppose queu ∈ C1(Ω) est une solution classique de (1.1).

Soit x : I → Ω une courbe de classeC1 définie sur un intervalleI ⊂ R. On pose

z(s) := u(x(s)) et p(s) := ∇u(x(s)).

Pour un moment, on va supposer queu ∈ C2(Ω). Alors les fonctionsz et p sont de
classeC1 sur I , l’une à valeurs réelles, l’autre à valeurs vectorielles. En dérivant les
deux fonctions par rapport às, on obtient

ż(s) =
∑

j=1

∂u
∂xj

(x(s)) ẋj(s) =
n
∑

j=1

p j(s) ẋj(s)
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et pour toutj = 1, . . . , n,

ṗ j(s) =
n
∑

i=1

∂2u
∂xi∂xj

(x(s)) ẋi(s).

Puis, en dérivant l’équation (1.1) par rapport àxj, on obtient

0 =
∂F
∂xj

(x, u(x),∇u(x)) +
∂F
∂u

(x, u(x),∇u(x))
∂u
∂xj

(x) +

+

n
∑

i=1

∂F
∂pi

(x, u(x),∇u(x))
∂2u
∂xi∂xj

(x).

Supposons que la courbex est choisie telle que ˙x(s) = ∇pF(x(s), z(s), p(s)). Alors
on peut simplifier les trois équations ci-dessus. Les fonctions x, z et p vérifient
un système d’équations différentielles, dit lesystème des équations différentielles
caractéristiques:

ẋj(s) =
∂F
∂p j

(x(s), z(s), p(s)) (1 ≤ j ≤ n),

ż(s) =
n
∑

j=1

∂F
∂p j

(x(s), z(s), p(s)) p j(s),

ṗ j(s) = −
∂F
∂xj

(x(s), z(s), p(s)) −

− ∂F
∂u

(x(s), z(s), p(s)) p j(s) (1 ≤ j ≤ n).

Ce système peut servir à montrer l’unicité et l’existence de solutions, et même pour
résoudre l’équation (1.1). En fait, la fonctionF et donc les dérivées partielles deF
sont connues. On essayera donc de résoudre ce système et d’obtenir ainsi une courbe
x, la fonctionz (c’est la fonctionu restreint à cette courbe) et la fonctionp (c’est le
gradient deu restreint à cette courbe). Si on trouve ”assez” de courbes comme
solutions, dans le sens que la réunion des images de toutes ces courbes est toutΩ, on
peut espérer de pouvoir trouver/construire une solutionu de notre équation de départ
(1.1).

Exemple 1.1. Essayons de résoudre l’équation

(1.3)















x1ux2 − x2ux1 = u, x1, x2 > 0,

u(x1, 0) = g(x1), x1 > 0.

Ce problème est en effet une EDP du premier ordre et donc un cas particulier de
(1.1) et (1.2).

Si on définit l’ouvert

Ω := {(x1, x2) ∈ R2 : x1, x2 > 0},
et si on définit la fonctionF : Ω × R × R2 → R par

F(x1, x2, u, p1, p2) = x1p2 − x2p1 − u,
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alors on voit que le problème (1.3) est un cas particulier duproblème (1.1). Les
équations différentielles caractéristiques sont

ẋ1(s) = −x2(s),

ẋ2(s) = x1(s),

ż(s) = −x2(s)p1(s) + x1(s)p2(s) = z(s),

avec données initiales

x1(0) = x > 0, x2(0) = 0 etz(0) = g(x).

On obtient comme solution de ce système d’équations différentielles:

(x1(s), x2(s)) = (x coss, x sins) et

z(s) = esg(x).

Si on veut alors calculer la solutionu du problème (1.3) en un point (x1, x2) ∈ Ω,
alors il faut encore résoudre le système

x1 = x coss,

x2 = x sins,

c.à.d. calculerx et sen fonction dex1 et x2. On obtient

x =
√

x2
1 + x2

2 et s= arctan
x2

x1
.

Finalement, on peut calculer la solutionu du problème (1.3):

u(x1, x2) = g(
√

x2
1 + x2

2)e
arctan

x2
x1 , (x1, x2) ∈ Ω.

On vérifie que c’est vraiment une solution du problème (1.3).

Par la méthode des caractéristiques, on peut aussi résoudre l’équation de trans-
port linéaire.

Théorème 1.2 (Equation de transport linéaire à coefficients variables).Soient
g, b ∈ C1(R) tels quesupx∈R |b(x)| < ∞. Alors il existe une unique solution u∈
C1([0,∞) × R) du problème

(1.4)















∂tu(t, x) + b(x) ∂xu(t, x) = 0, t > 0, x ∈ R,
u(0, x) = g(x).

Démonstration. L’équation de transport est une équation d’évolution,d’où la
variablet pour le temps et la variablex pour l’espace. Mais pour utiliser la notation
de l’EDP du premier ordre (1.1), on va remplacert par x0 et x par x1. L’équation
(1.4) devient

(1.5)















∂x0u(x0, x1) + b(x1) ∂x1u(x0, x1) = 0, x0 > 0, x1 ∈ R,
u(0, x1) = g(x1).
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Si on poseΩ := {(x0, x1) ∈ R2 : x0 > 0} et si on définitF : Ω × R × R2 → R
par F(x0, x1, u, p0, p1) := p0 + b(x1)p1, alors on voit que l’équation (1.5) est un cas
spécial de l’équation (1.1).

Unicité: Soit u une solution du problème (1.5).
Les équations différentielles caractéristiques pour ce problème sont:

ẋ0(s) = 1,

ẋ1(s) = b(x1(s)),

ż(s) = p0(s) + b(x1(s))p1(s) = 0.

La dernière égalité suit de la définition dez et du fait queu est une solution de
(1.5). Le problème (1.5) étant linéaire, il suffit de résoudre ces trois équations
différentielles qui sont indépendantes des équations différentielles pourp0 et p1.

Pour les données initialesx0(0) = 0, x1(0) = x ∈ R et z(0) = u(0, x) = g(x) on
obtient:

x0(s) = s,

z(s) = z(0) = g(x).

En particulier, on sait que toute solutionu est constante sur toute courbe car-
actéristique.

En général, on ne peut pas résoudre l’équation différentielle ˙x1(s) = b(x1(s))
explicitement, mais d’après la théorie des équations différentielles (théorème de
Cauchy-Lipschitz, existence d’une solution maximale) on sait que cette équation
différentielle admet pour toute donnée initialex1(0) = x ∈ R une solutionunique
définie pour touts ∈ R (utiliser queb est localement lipschitzienne et globalement
bornée).

Le même argument montre que pour tout point (x0, x1) du demi-planΩ il existe
une courbe caractéristiqueuniquequi traverse à la fois le point (x0, x1) et un point
unique de la forme (0, x) pour unx ∈ R (utiliser quex0(s) = s et quex1 est définie
globalement).

La solutionu étant constante sur toute courbe caractéristique,u(x0, x1) est alors
détérminée par la valeur deu en (0, x), c.à.d. parg(x). Ceci montre l’unicité d’une
solutionu de l’équation de transport.

Existence:On utilisera les équations caractéristiques pour définir un candidat de
solution. On repète ce que l’on vient de dire sur les courbescaractéristiques: pour
tout point (x0, x1) du demi-planΩ il existe une courbe caractéristiqueuniquequi
traverse à la fois le point (x0, x1) et un point unique de la forme (0, x) pour unx ∈ R.
Alors, étant donné un point (x0, x1) ∈ Ω, on prend cette courbe caractéristique et le
point (0, x) sur cette courbe, et on définit

u(x0, x1) := g(x).

En exercice, démontrer que la fonctionu ainsi définie est de classeC1 et qu’elle est
solution de l’équation de transport. �
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Remarque 1.3. On montrera de la même manière que pour toutg, b, f ∈ C1(R)
tel que supx∈R |b(x)| < ∞ le problème non-homogène















∂tu(t, x) + b(x) ∂xu(t, x) = f (t, x), t > 0, x ∈ R,
u(0, x) = g(x),

admet une solution unique.

Exemple 1.4 (Le cas de coefficients constants). Pour toutg ∈ C1(R) et toutb ∈ R,
l’équation de transport linéaire à coefficients constants















∂tu(t, x) + b∂xu(t, x) = 0, t > 0, x ∈ R,
u(0, x) = g(x),

admet une solution unique. Celle-ci est donnée par

u(t, x) := g(x− tb).

Les équations différentielles caractéristiques sont ici particulièrement simples:

ẋ0(s) = 1,

ẋ1(s) = b,

ż(s) = 0.

Comme dans la démonstration du Théorème 1.2 on fait l’identification x0 ↔ t et
x1 ↔ x.

Plus généralement, le problème














∂tu(t, x) + b∂xu(t, x) = f (t, x), t > 0, x ∈ R,
u(0, x) = g(x),

admet la solution unique donnée par

u(t, x) = g(x− bt) +
∫ t

0
f (τ, x− bt+ bτ) dτ.

2. Lois de conservation, solutions int́egrales

2.1. Le mod̀ele. On considère l’équation à dérivées partielles

(1.6)















ut + f (u)x = 0, t > 0, x ∈ R,
u(0, x) = g(x), x ∈ R,

où f , g ∈ C1(R) sont des fonctions données. En fait, dans la suite on suppose queg
est seulement continue ou queg est mesurable et localement bornée:g ∈ L∞loc(R).
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On veut utiliser la méthode des caractéristiques pour montrer unicité et existence
de solutions. Si on refait l’identificationt ↔ x0 et x ↔ x1, alors les équations
différentielles caractéristiques pour le problème (1.6) sont

ẋ0(s) = 1,

ẋ1(s) = f ′(z(s)),

ż(s) = 0.

Ces trois équations sont déjà indépendantes des variables p0 et p1. Il ne faut donc
ni écrire ni résoudre les équations différentielles pourp0 et p1. Les trois équations
différentielles pourx0, x1 et z sont complémentées de conditions initiales:

x0(0) = 0, x1(0) = x ∈ R et z(0) = g(x).

Alors on obtient comme solutions:

x0(s) = s,

x1(s) = x+ f ′(g(x))s,

z(s) = g(x).

En particulier, les courbes caractéristiques sont des droites, etu est constante sur
toute courbe caractéristique.

2.2. L’équation de Burger. Un cas particulier d’une loi de conservation est
l’équation de Burger:

(1.7)















ut + u ux = 0, t > 0, x ∈ R,
u(0, x) = g(x), x ∈ R,

Cette équation est un cas particulier d’une loi de conservation si on posef (u) = 1
2u2.

Les courbes caractéristiques sont les droites

(x1(s), x2(s)) = (s, x+ g(x)s)

avecx ∈ R donné, etu ≡ g(x) sur chaque droite caractéristique.

Exemple 1.5. Si

g(x) :=















0, x ≤ 0,

x, x > 0,

alors les courbes caractéristiques sont données par

(x1(s), x2(s)) :=















(s, x) si x2(0) = x ≤ 0,

(s, x(1+ s)) si x2(0) = x > 0.

Pour tout point (x1, x2) ∈ R+ × R il existe une courbe caractéristique unique qui
passe par (x1, x2) et un point de la forme (0, x).
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t

x

Figure 1. Courbes caractéristiques pour l’exemple 1.5

La solutionu dans cet exemple est donnée par

u(t, x) :=















0, x ≤ 0,
x

t+1, x > 0,

Exemple 1.6. Si

g(x) :=



























1, x ≤ 0,

1− x, 0 < x < 1,

0, x ≥ 1,

alors les courbes caractéristiques sont données par

(x1(s), x2(s)) :=



























(s, x(1+ s)) si x2(0) = x ≤ 0,

(s, s+ (1+ s)x) si 0< x2(0) = x < 1,

(s, x) si x2(0) = x ≥ 1.

On voit dans cet exemple que les courbes caractéristiques s’intersectent dans

t

x

Figure 2. Courbes caractéristiques pour l’exemple 1.6

l’ensemble{(t, x) : t > 1}. Il n’est plus possible de définir une solutionu dans
cet ensemble à partir de la méthode des caractéristiques.
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La solutionu dans l’ensemble{(t, x) : 0 ≤ t ≤ 1} est donnée par

u(t, x) :=



























1, x ≤ t et 0≤ t ≤ 1,
1−x
1−t , 0 ≤ t ≤ x ≤ 1,

0, x ≥ 1 et 0≤ t ≤ 1.

La solutionu n’est pas définie pourt > 1!

Exemple 1.7. Si

g(x) :=















0, x ≤ 0,

1, x > 0,

alors les courbes caractéristiques sont données par

(x1(s), x2(s)) :=



























(s, x(1+ s)) si x2(0) = x ≤ 0,

(s, s+ (1+ s)x) si 0< x2(0) = x < 1,

(s, x) si x2(0) = x ≥ 1.

On voit dans cet exemple que les courbes caracteristiques necouvrent pas le

t

x

Figure 3. Courbes caractéristiques pour l’exemple 1.7

demi-planΩ; en particulier, il n’est pas clair comment définir une solution u dans
l’ensemble{(t, x) : 0 < x < t}. Donc, on ne peut pas donner une solution pourt > 0.

2.3. Solutions int́egrales, condition de Rankine-Hugoniot.Dans ce para-
graphe, on définit le demi-plan ouvertΩ := {(t, x) ∈ R2 : t > 0}. On écritu ∈ C1(Ω̄)
si u ∈ C1(Ω) et siu et ses dérivées partielles sont continues surΩ̄. Pour une fonction
ϕ ∈ C∞(Ω̄) on définit lesupport

suppϕ := {x ∈ Ω̄ : ϕ(x) , 0} ⊂ Ω̄.
Puis on définit l’espace

D(Ω̄) := C∞c (Ω̄) := {ϕ ∈ C∞(Ω̄) : suppϕ ⊂ Ω̄ est compact}.
Les éléments deD(Ω̄) sont lesfonctions de testsurΩ̄, etD(Ω̄) est l’espace des fonc-
tions de test sur̄Ω.
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Si u ∈ C1(Ω̄) est une solution (classique) de la loi de conservation (1.6), alors
une intégration par parties implique que pour toute fonction de testϕ ∈ D(Ω̄) on a

0 =

∫

Ω̄

(ut + f (u)x)ϕ dx dt

= −
∫

R

∫ ∞

0
uϕt dt dx+

∫

R

[uϕ]∞t=0 dx−

−
∫ ∞

0

∫

R

f (u)ϕx dx dt+
∫ ∞

0
[ f (u)ϕ]∞x=−∞ dt

= −
∫

Ω̄

(uϕt + f (u)ϕx) dx dt−
∫

R

g(x)ϕ(0, x) dx.

Définition 1.8. On dit queu ∈ L∞loc(Ω̄) est unesolution intégraledu problème
(1.6) si pour toute fonction de testϕ ∈ D(Ω̄) on a

∫

Ω̄

(uϕt + f (u)ϕx) dx dt+
∫

R

g(x)ϕ(0, x) dx= 0.

Remarques 1.9. (a) Siv ∈ L∞loc(R
2
+) est une fonction telle que

∫

Ω̄

vϕ dx dt= 0

pour toutϕ ∈ D(Ω̄), alorsv = 0. Ce fait va être démontré plus tard.
(b) Si u est une solution intégrale du problème (1.6) et si en plusu ∈ C1(Ω̄),

alorsu est une solution classique du problème (1.6); il suffit d’intégrer par parties et
d’utiliser la remarque (a) pour voir ça.

Comment calculer des solutions intégrales? Supposons qu’il existe une courbe
C : t 7→ (t, x(t)) de classeC1 qui divise le demi-planΩ en deux sous-ensembles
Ω− := {(t, x) ∈ Ω : x < x(t)} etΩ+ := {(t, x) ∈ Ω : x > x(t)}. Supposons qu’il existe
une solution intégraleu ∈ L∞loc(Ω̄) qui est en fait une solution classique à l’interieure
deΩ− et deΩ+. On suppose que pour (presque) touts≥ 0 les limites

u±(s) := lim
(t,x)→(s,x(s))

(t,x)∈Ω±

u(t, x)
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existent. Alors la définition de solution intégrale et la formule de Green (intégration
par parties dansRn) impliquent que pour toute fonction de testϕ ∈ D(Ω̄) on a

0 =

∫

Ω

(uϕt + f (u)ϕx) +
∫

R

g(x)ϕ(0, x) dx

=

∫

Ω−

uϕt +

∫ x(0)

−∞
g(x)ϕ(0, x) dx+

∫

Ω−

f (u)ϕx +

+

∫

Ω+

uϕt +

∫ ∞

x(0)
g(x)ϕ(0, x) dx+

∫

Ω+

f (u)ϕx

= −
∫

Ω−

utϕ +

∫

∂Ω−

uϕνt +

∫ x(0)

−∞
g(x)ϕ(0, x) dx−

−
∫

Ω−

f (u)xϕ +

∫

∂Ω−

uϕνx −

−
∫

Ω+

utϕ +

∫

∂Ω+

uϕνt +

∫ ∞

x(0)
g(x)ϕ(0, x) dx−

−
∫

Ω+

f (u)xϕ +

∫

∂Ω+

uϕνx,

oùνx etνt désignent les deux coordonnées de la normale extérieureàΩ− ouΩ+. Les
intégrales sur les bords sont des intégrales par rapport `a la mesure de surface.

Rappelons queu est solution classique dansΩ− etΩ+. On a donc
∫

Ω±

(ut + f (u)x)ϕ = 0.

La frontière deΩ− consiste des deux courbesΓ− := {(0, x) : x ≤ x(0)} et Γ :=
{(s, x(s)) : s ≥ 0} qui sont paramétrées par les fonctionsγ− : (−∞, x(0)] → R2,
s 7→ (0, s) et γ : [0,∞) → R2, s 7→ (s, x(s)). L’intégrale sur la frontière deΩ− est
donnée par

∫

Ω−

uϕνt =

∫

Γ−

uϕνt +

∫

Γ

uϕνt

=

∫ x(0)

−∞
u(γ−(s))ϕ(γ−(s))νt(γ−(s))|γ′−(s)| ds+

+

∫ ∞

0
u(γ(s))ϕ(γ(s))νt(γ(s))|γ′(s)| ds.

SurΓ− on aνt = −1 etνx = 0, ce qui implique
∫

Γ−

uϕνt = −
∫ x(0)

−∞
u(0, x)ϕ(0, x) dx= −

∫ x(0)

−∞
g(x)ϕ(0, x) dx.

SurΓ on aνt = − ẋ√
1+ẋ2

et νx =
1√

1+ẋ2
ce qui implique,

∫

Γ

uϕνt = −
∫ ∞

0
u−(s, x(s))ϕ(s, x(s))ẋ(s) ds
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et
∫

Γ

f (u)ϕνx =

∫ ∞

0
f (u−(s, x(s))ϕ(s, x(s)) ds.

La frontière deΩ+ consiste des deux courbesΓ+ := {(0, x) : x ≥ x(0)} et Γ
comme défini ci-dessus. On notera seulement que surΓ la normale extérieure change
maintenant de signe (par rapport à la normale extérieure `aΩ−). On obtient finalement

0 =

∫ ∞

0
( f (u−(s, x(s)) − f (u+(s, x(s))))ϕ(s, x(s)) ds−

−
∫ ∞

0
(u−(s, x(s)) − u+(s, x(s)))ϕ(s, x(s))ẋ(s) ds

Cette égalité est alors une condition nécessaire et aussi suffisante (il suffit de refaire
le calcul ci-dessus inversement) pour queu soit solution intégrale. Cette égalité est
vraie pour toute fonction de testϕ ∈ D(Ω̄) si la condition suivante est vérifiée:

(1.8) (u+ − u−)ẋ(s) = ( f (u+) − f (u−)) pour touts≥ 0.

Cette condition est appellé lacondition de Rankine-Hugoniot. Si on connait les
fonctionsu+ et u− (et si u+(s) , u−(s)), alors la condition de Rankine-Hugoniot
est une équation différentielle pour la fonctionx. Elle nous permet de calculer
éventuellement la courbex et donc une solution intégrale.

Exemple 1.10. On reconsidère l’équation de Burger (1.7) avec donnée initiale
comme dans l’exemple 1.6. En fait, dans l’exemple 1.6, on a d´ejà définit une solution
u pour 0≤ t ≤ 1. Il suiffit de prolonger la solution en une solution intégrale pour
t ≥ 1. Alors, on veut en fait résoudre l’équation de Burger pour la donnée initiale

g(x) = u(1, x) =















1, x ≤ 1,

0, x > 0.

Soit u une solution intégrale de l’équation de Burger pour cettedonnée initiale, et
soit x : R+ → R une fonction telle quex(0) = 1 (le point de discontinuité de la
donnée initiale) et telle queu est solution classique dans les ensemblesΩ+ = {(t, x) :
x > x(t)} etΩ− = {(t, x) : x < x(t)}. En fait, par la donnée initial on voit queu = 0
dansΩ+ et u = 1 dansΩ−. La condition de Rankine-Hugoniot devient,

−ẋ(s) = −1
2
, s≥ 0,

parce quef (u) = 1
2u2. Donc,x(s) = 1+ 1

2s.
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x

t

Figure 4. Courbes caractéristiques pour l’exemple 1.10

Une solution intégraleu de l’équation de Burger avec donnée initiale comme
dans l’exemple 1.6 est alors

u(t, x) :=























































1, x ≤ t et 0≤ t ≤ 1,
1−x
1−t , 0 ≤ t ≤ x ≤ 1,

0, x ≥ 1 et 0≤ t ≤ 1,

1, t > 1 etx < t+1
2 ,

0, t > 1 etx > t+1
2 .

Remarque 1.11. En général, les solution intégrales ne sont pas uniques! Par
exemple,

u(t, x) :=















0, x < t
2,

1, x > t
2,

et

u(t, x) :=



























0, x ≤ 0,
x
t , 0 < x < t,

1, x ≥ t,

sont des solutions intégrales de l’équation de Burger avec donnée initiale comme
dans l’exemple 1.7.

3. L’ équation des ondes en une dimension

3.1. L’équation des ondes surR. Nous considérons l’équation des ondes en
une dimension:

(1.9)



























utt(t, x) − uxx(t, x) = 0, t > 0, x ∈ R,
u(0, x) = u0(x), x ∈ R,
ut(0, x) = u1(x), x ∈ R.

Les fonctionsu0, u1 : R → R sont données. L’équation des ondes est une équation
à dérivées partielles du deuxième ordre, mais on peut laréécrire comme un système
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d’équations à dérivées partielles du premier ordre. Onobserve qu’on peut factoriser
l’équation (ou l’opérateur différentiel) des ondes:

(
∂

∂t
+
∂

∂x
)(
∂

∂t
− ∂

∂x
)u = utt − uxx = 0.

Si on posev(t, x) = ( ∂
∂t −

∂
∂x)u(t, x), alors on obtient un système d’équations de

transport pour les fonctionsu et v:










































vt + vx = 0, t > 0, x ∈ R,
ut − ux = v, t > 0, x ∈ R,
v(0, x) = u1(x) − u′0(x), x ∈ R,
u(0, x) = u0(x), x ∈ R.

Comme dans l’Exemple 1.4, on obtient comme solution:

v(t, x) = a(x− t),

où a(x) = v(0, x), et

u(t, x) = u0(x+ t) +
∫ t

0
v(τ, x+ t − τ) dτ

= u0(x+ t) +
∫ t

0
a(x+ t − 2τ) dτ

= u0(x+ t) +
1
2

∫ x+t

x−t
a(τ) dτ.

Par définition,

a(x) = v(0, x) = ut(0, x) − ux(0, x) = u1(x) − u′0(x), x ∈ R.
On obtient alors la solutionu de l’équation des ondes par la formule de d’Alembert:

(1.10) u(t, x) =
1
2
(

u0(x+ t) + u0(x− t)
)

+
1
2

∫ x+t

x−t
u1(τ)dτ.

Théorème 1.12. Pour tout u0 ∈ C2(R) et tout u1 ∈ C1(R) l’équation des ondes
(1.9)admet une solution u∈ C2(R+ × R) unique. Celle-ci est donnée par la formule
de d’Alembert(1.10).

3.2. L’équation des ondes sur un intervalle borńe. On considère maintenant
l’équation des ondes sur un intervalle borné avec conditions au bord de Dirichlet:

(1.11)











































utt(t, x) − uxx(t, x) = 0, t > 0, x ∈ (0, L),

u(t, 0) = u(t, L) = 0, t ≥ 0,

u(0, x) = u0(x), x ∈ (0, L),

ut(0, x) = u1(x), x ∈ (0, L).

Ici, les fonctionsu0, u1 : [0, L] → R sont données.
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Le problème (1.11) est aussi l’équation d’une corde vibrante. L’intervalle (0, L)
représente la corde, la valeuru(t, x) le déplacement (en direction orthogonale) en
tempst ≥ 0 d’un pointx de la corde. La condition au bord de Dirichlet veut dire
que les deux extrémités de la corde sont fixées (pas de déplacement possible). La
fonctionu0 est le déplacement initial de la corde, la fonctionu1 est la vitesse initiale
de la corde.

Théorème 1.13. Pour tout u0 ∈ C2([0, L]) tel que u0(0) = u0(L) = 0 et pour tout
u1 ∈ C1([0, L]) il existe une solution u∈ C2(R+ × [0, L]) unique du problème(1.11).

Démonstration. Unicité: Par linéarité, il suffit de montrer que siu est une so-
lution de (1.11) pour les données initialesu0 = u1 ≡ 0, alorsu = 0. Soit doncu
une solution pour ces données initiales. On prolonge la solution u en une fonction
impaire (par rapport à la variablex) surR+ × [−L, L] et puis en une fonction 2L-
périodique (par rapport à la variablex) surR+ × R. La fonction ainsi obtenu est une
solution de l’équation des ondes surR (problème (1.9)) pour les données initiales
u0 = u1 ≡ 0. Par unicité (Théorème 1.12), on au = 0.

Existence: On prolonge les fonctionsu0 et u1 en des fonctions impaires sur
l’intervalle [−L, L] et puis en des fonctions 2L-périodiques sur toutR. Les fonc-
tions qu’on obtient ainsi seront aussi appeléesu0 et u1. On définitu comme dans la
formule d’Alembert. Alors on montre facilement que la restriction de cette fonction
u à l’ensembleR+ × [0, L] est une solution du problème (1.11). �

4. Commentaires sur le deuxìeme chapitre

On récapitule ici quelques propriétés des équations àdérivées partielles du pre-
mier ordre qu’on a vu dans ce chapitre:

- On a vu que la méthode des caractéristiques nous donne unepossibilité de
résolution explicite ou au moins une possibilité de démontrer existence et (surtout)
unicité de solutions. Le problème du premier ordre est reduit à la résolution d’un
système d’équations différentielles.

- Néanmoins, la méthode des caractéristiques ne marche pas toujours et on n’a
en fait pas toujours existence d’une solution classique. Onest obligé de considérer
des solutions faibles pour lesquelles on n’a pas toujours unicité. En général, pour
montrer unicité des solutions faibles, on a besoin d’une théorie supplémentaire.

- Les équations à dérivées partielles du premier ordre ne sont pas régularisantes:
les solutions (si elles existent) ont la même régularitéque les données initiales (voir
l’équation du transport linéaire). Si la donnée initiale est par exemple de classeCk,
alors la solution est de classeCk aussi, mais en général pas mieux. Des fois, on
a même une perte de régularité (voir l’équation de Burger): on a vu des solutions
(intégrales) non continues pour des données initiales continues.



CHAPITRE 2

L’op érateur de Laplace

Dans ce chapitre on va étudier le problème

(2.1)















λu(x) − ∆u(x) = f (x), x ∈ Ω,
u(x) = g(x), x ∈ ∂Ω,

oùΩ ⊂ Rn est un ouvert,λ ∈ R, f : Ω → R et g : ∂Ω → R sont des fonctions
données, et∆ est l’opérateur de Laplace:

∆u(x) :=
n
∑

i=1

∂2u

∂x2
i

(x).

1. Convolution et régularisation

SoitΩ ⊂ Rn un ouvert. On définit

L1
loc(Ω) := {u : Ω→ R : u|K ∈ L1(K) pour toutK ⊂ Ω compact}

l’espace des fonctions localement intégrables (par rapport à la mesure de Lebesgue)
surΩ. Cet espace contientLp(Ω) (1 ≤ p ≤ ∞) etC(Ω).

On définit aussi

D(Ω) := C∞c (Ω) := {ϕ ∈ C∞(Ω) : suppϕ ⊂ Ω et suppϕ compact}
l’espace des fonctions de test surΩ. Ici,

suppϕ := {x ∈ Ω : ϕ(x) , 0} (fermeture dansRn)

est lesupportd’une fonctionϕ ∈ C∞(Ω).

Exemple 2.1. Soit

ϕ(x) :=















exp(− 1
1−|x|2 ), |x|2 :=

∑n
i=1 x2

i < 1,

0, |x|2 ≥ 1.

Alors ϕ ∈ D(Rn).

Définition 2.2 (Convolution). Pour toute fonctionf ∈ L1
loc(R

n) et toute fonction
testϕ ∈ D(Rn) on définit laconvolution f∗ ϕ : Rn → R par

f ∗ ϕ(x) :=
∫

Rn

f (x− y)ϕ(y) dy

=

∫

Rn
f (y)ϕ(x− y) dy, x ∈ Rn.

21
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Proposition 2.3. Pour toute fonction f∈ L1
loc(R

n) et toute fonction testϕ ∈ D(Rn)
on a f ∗ ϕ ∈ C∞(Rn) et

∂

∂xi
( f ∗ ϕ)(x) = f ∗ ∂ϕ

∂xi
(x), x ∈ Rn.

Démonstration. Continuité de la convolution:

| f ∗ ϕ(x+ h) − f ∗ ϕ(x)| = |
∫

Rn

f (y)
(

ϕ(x+ h− y) − ϕ(x− y)
)

dy|

≤
∫

Rn
| f (y)| |ϕ(x+ h− y) − ϕ(x− y)| dy

→ 0 (h→ 0),

parce quef est localement intégrable,ϕ est continue et à support compact, etϕ(x+
h− y)→ ϕ(x− y) lorsqueh→ 0, uniformément enx, y ∈ Rn.

Différentiabilité de la convolution:
f ∗ ϕ(x+ hei) − f ∗ ϕ(x)

h
=

∫

Rn
f (y)

ϕ(x+ hei − y) − ϕ(x− y)
h

dy

→
∫

Rn

f (y)
∂ϕ

∂xi
(x− y) dy

= f ∗ ∂ϕ
∂xi

(x) (h→ 0),

parce quef est localement intégrable,ϕ est continument différentiable et à support
compact, etϕ(x+hei−y)−ϕ(x−y)

h → ∂ϕ

∂xi
(x− y) lorsqueh→ 0, uniformément enx, y ∈ Rn.

On a donc démontre que la convolutionf ∗ ϕ est continue et que les dérivées
partielles ∂

∂xi
( f ∗ϕ) existent en tout pointx ∈ Rn. Comme ∂

∂xi
( f ∗ϕ) = f ∗ ∂ϕ

∂xi
et comme

∂ϕ

∂xi
∈ D(Rn), les dérivées partielles sont toutes continues, et doncf ∗ ϕ ∈ C1(Rn). Le

fait que f ∗ ϕ ∈ C∞(Rn) suit maintenant d’un argument de récurrence. �

Dans la suite, siΩ ⊂ Rn est un ouvert et siε > 0, alors on définit

Ωε := {x ∈ Ω : dist (x, ∂Ω) > ε}.
Ici, dist (x,A) := inf{‖x − y‖ : y ∈ A} est la distance entre un pointx ∈ Rn et un
ensembleA ⊂ Rn.

Définition 2.4 (Convolution). Pour toute fonctionf ∈ L1
loc(Ω) et toute fonction

testϕ ∈ D(Rn) tel que suppϕ ∈ B̄(0, ε) (boule fermé de centre 0 et de rayonε > 0)
on définit laconvolution f∗ ϕ : Ωε → R par

f ∗ ϕ(x) :=
∫

Ω

f (y)ϕ(x− y) dy, x ∈ Ωε.

Proposition 2.5. Pour toute fonction f∈ L1
loc(Ω) et toute fonction testϕ ∈ D(Rn)

tel quesuppϕ ∈ B̄(0, ε) on a f ∗ ϕ ∈ C∞(Ωε) et

∂

∂xi

( f ∗ ϕ)(x) = f ∗ ∂ϕ
∂xi

(x), x ∈ Ωε.
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Démonstration. Cette proposition se démontre de la même façon que la Propo-
sition 2.3. �

2. Fonctions harmoniques et principe du maximum

Définition 2.6. On dit qu’une fonctionu ∈ C2(Ω) estharmoniquesi−∆u = 0.

Pour la suite on va introduire l’intégrale moyenne. Soit B(x, r) ⊂ Rn la boule de
centrex et de rayonr, et soit∂B(x, r) la sphère de centrex et de rayonr. Pour une
fonction intégrableu : B(x, r)→ R l’intégrale moyenne est?

B(x,r)
u(y) dy :=

1
rnωn

∫

B(x,r)
u(y) dy,

où rnωn est le volume de la boule de rayonr etωn est le volume de la boule unité
dansRn.

Pour une fonction intégrableu : ∂B(x, r)→ R (où intégrable veut dire intégrable
par rapport à la mesure de surface) l’intégrale moyenne est?

∂B(x,r)
u(y) dσ(y) :=

1
rn−1σn−1

∫

∂B(x,r)
u(y) dσ(y),

où rn−1σn−1 est le volume de la sphère de rayonr etσn−1 est le volume de la sphère
unité dansRn. Notons qu’on anωn = σn−1 (voir l’annexe sur la mesure de surface).

Théorème 2.7 (Egalités de la moyenne).Soit u∈ C2(Ω) harmonique. Alors pour
tout x∈ Ω, r > 0 tel queB̄(x, r) ⊂ Ω (boule fermé!) on a

(2.2) u(x) =
?

B(x,r)
u(y) dy

et

(2.3) u(x) =
?
∂B(x,r)

u(y) dσ(y).

Démonstration. Soit u ∈ C2(Ω). Pour x ∈ Ω et r > 0 assez petit on pose
Φ(r) :=

>
∂B(x,r)

u(y) dσ(y). Alors la substitutiony = x+ rz donne

Φ(r) =
1

nωnrn−1

∫

∂B(x,r)
u(y) dσ(y)

=
1

nωn

∫

∂B(0,1)
u(x+ rz) dσ(z).

En conséquent, la formule de Green implique

Φ′(r) =
1

nωn

∫

∂B(0,1)
∇u(x+ rz) · z dσ(z)

=
1

nωn

∫

B(0,1)
∆u(x+ rz) dz.(2.4)
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Donc, siu ∈ C2(Ω) est harmonique, alorsΦ est constante. Ceci implique

Φ(r) = lim
h→0
Φ(h)

= lim
h→0

?
∂B(x,h)

u(y) dσ(y)

= u(x),

par continuité deu. On a donc démontré la deuxième égalité de la moyenne.
La première égalité de la moyenne vient de la deuxième enutilisant les coor-

données polaires:?
B(x,r)

u(y) dy =
1

ωnrn

∫

B(x,r)
u(y) dy

=
1

ωnrn

∫ r

0

∫

∂B(x,s)
u(y) dσ(y) ds

=
1

ωnrn

∫ r

0
σn−1sn−1u(x) ds

=
σn−1

nωn
u(x)

= u(x).

�

Théorème 2.8. Soit u ∈ C(Ω) tel que pour tout x∈ Ω et tout r > 0 vérifiant
B̄(x, r) ⊂ Ω on a

u(x) =
?
∂B(x,r)

u(y) dσ(y),

c.à.d. u vérifie l’égalité de la moyenne. Alors u∈ C∞(Ω) et u est harmonique.

Démonstration. On montre d’abord que siu ∈ C2(Ω) vérifie l’égalité de la
moyenne, alorsu est harmonique. Pour cela, on définit la fonctionΦ comme dans
la démonstration du théorème 2.7. La fonctionu vérifiant l’égalité de la moyenne et
l’égalité (2.4) impliquent

0 = Φ′(r) =
1

nωn

∫

B(0,1)
∆u(x+ rz) dz.

Si u n’est pas harmonique, alors il existex ∈ Ω tel que∆u(x) , 0; on peut supposer
que∆u(x) > 0. Par continuité, il exister > 0 tel que∆u(y) > 0 pour touty ∈ B(x, r),
une contradiction à l’égalitè ci-dessous. Donc, toute fonctionu ∈ C2(Ω) vérifiant
l’égalité de la moyenne est harmonique.

Il reste alors à montrer que toute fonction continue et vérifiant l’égalité de la
moyenne est de classeC∞. Soit ϕ ∈ D(Rn) la fonction de test de l’exemple 2.1,
multiplié par une constantec > 0 de sorte que

∫

Rn ϕ = 1. Pourε > 0 on pose
ϕε(x) := ε−nϕ(x/ε) (x ∈ Rn). Alors on a

∫

Rn ϕε = 1 et suppϕε ⊂ B̄(0, ε). Pour tout
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x ∈ Ωε on a, par Fubini, la définition deϕ, et l’égalité de la moyenne,

u ∗ ϕε(x) =
∫

B(0,ε)
ϕε(y)u(x− y) dy

=
1
εn

∫

B(0,ε)
ϕ(

y
ε

)u(x− y) dy

=
1
εn

∫ ε

0

∫

∂B(0,r)
ϕ(

y
ε

)u(x− y) dσ(y) dr

=
1
εn

∫ ε

0

∫

∂B(0,r)
c exp(

1
1− r2/ε2

)u(x− y) dσ(y) dr

=
1
εn

∫ ε

0
c exp(

1
1− r2/ε2

)nωnr
n−1u(x) dr

= u(x).

Donc,u ∗ ϕε = u surΩε. Il suit de la Proposition 2.5 queu|Ωε ∈ C∞(Ωε). Comme
ε > 0 était arbitraire et commeΩ =

⋃

ε>0Ωε, on obtientu ∈ C∞(Ω). �

Les Théorèmes 2.7 et 2.8 impliquent le corollaire remarquable suivant.

Corollaire 2.9. Toute fonction harmonique est de classe C∞.

Définition 2.10. On dit qu’une fonctionu ∈ C(Ω) estsous-harmoniquesi pour
tout x ∈ Ω et toutr > 0 vérifiantB̄(x, r) ⊂ Ω on a

u(x) ≤
?

B(x,r)
u(y) dy.

Remarque 2.11. D’après le Théorème 2.8 une fonctionu ∈ C(Ω) est harmonique
si et seulement siu et−u sont sous-harmoniques.

Théorème 2.12 (Principe du maximum).Soit u∈ C(Ω̄) sous-harmonique surΩ,
oùΩ ⊂ Rn est un ouvert borné. Alors:

(i) maxΩ̄ u = max∂Ω u.
(ii) SiΩ est en plus connexe, et s’il existe x0 ∈ Ω tel que u(x0) = maxΩ̄ u, alors

u est constante.

Démonstration. L’assertion (ii) implique facilement l’assertion (i). Ilsuffit alors
de démontrer (ii).

Soit x0 ∈ Ω tel queu(x0) = maxΩ̄ u =: M. La fonctionu étant sous-harmonique,
on a

M = u(x0) ≤
?

B(x0,r)
u(y) dy

pour toutr > 0 tel queB̄(x0, r) ⊂ Ω. Ceci implique queu ≡ M dans un voisinage de
x0.

Soit A := {x ∈ Ω : u(x) = M}. D’après ce qu’on vient de démontrer, l’ensemble
A est ouvert et non-vide (commex0 ∈ A). En plus, par continuité deu, A est fermé
dansΩ. CommeΩ est connexe, on obtient queA = Ω, c.à.d. queu est constante sur
Ω. �
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Dans la suite, on aura souvent besoin de la version suivante du principe du max-
imum.

Corollaire 2.13 (Principe de comparaison).Soient u, v∈ C(Ω̄) deux fonctions
telles que u est sous-harmonique et v est harmonique dansΩ. Si u≤ v sur∂Ω, alors
u ≤ v dansΩ̄.

Démonstration. La fonctionu− v est sous-harmonique dansΩ et u− v ≤ 0 sur
∂Ω. D’après le principe du maximum (Théorème 2.12 (i)), ceci impliqueu− v ≤ 0
dansΩ̄. �

On conclut cette section avec un résultat d’unicité pour le problème de Dirichlet.

Corollaire 2.14. SoitΩ ⊂ Rn un domaine borné. Pour tout f∈ C(Ω) et tout
g ∈ C(∂Ω) il existe au plus une fonction u∈ C2(Ω) ∩C(Ω̄) solution du problème

(2.5)















−∆u(x) = f (x), x ∈ Ω,
u(x) = g(x), x ∈ ∂Ω.

Démonstration. Soientu1, u2 ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄) deux solutions de (2.5). Alors
u := u1− u2 ∈ C2(Ω)∩C(Ω̄) est une solution du problème (2.5) pourf = 0 etg = 0.
En particulier, la fonctionu est harmonique, c.à.d.u et −u sont sous-harmoniques.
D’après le principe du maximum,u ≤ 0 = max∂Ω u et−u ≤ 0 = max∂Ω(−u). Donc,
u = 0, d’oùu1 = u2. �

3. Solution fondamentale

Définition 2.15. Pourn ≥ 2 etx ∈ Rn \ {0} on définit

En(x) :=















− 1
2π log |x|, n = 2,

1
n(n−2)ωn

|x|−(n−2), n ≥ 3,

où |x| := (
∑

x2
i )

1
2 etωn = |B(0, 1)| est la mesure de Lebesgue de la boule unité dans

R
n. On appelleEn solution fondamentalede l’opérateur de Laplace dansRn.

Remarque 2.16. La fonctionEn et les dérivées partielles∂xi En sont localement
intégrables surRn. En fait, on a

|D1En(x)| ≤ C |x|−(n−1)

et
|D2En(x)| ≤ C |x|−n.

La dérivée seconde n’est pas intégrable en 0!

Lemme 2.17. Pour tout n≥ 2, En est harmonique dansRn \ {0}.

Démonstration. C’est un simple exercise. �

Théorème 2.18. Soit ϕ ∈ D(Rn) et soit u := En ∗ ϕ. Alors u ∈ C∞(Rn) et
−∆u(x) = ϕ(x) pour tout x∈ Rn.
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Démonstration. Par le Lemme 2.3, on au ∈ C∞(Rn), et pour toutx ∈ Rn,

∆u(x) = ∆(En ∗ ϕ)(x) = En ∗ ∆ϕ(x).

Donc, pour toutε > 0,

∆u(x) =
∫

Rn
En(y)∆ϕ(x− y) dy

=

∫

B(0,ε)
En(y)∆ϕ(x− y) dy+

∫

Rn\B(0,ε)
En(y)∆ϕ(x− y) dy.

Une simple estimation donne

|
∫

B(0,ε)
En(y)∆ϕ(x− y) dy| ≤ ‖∆ϕ‖L∞(Rn)

∫

B(0,ε)
|En(y)| dy

≤














C ε2| logε|, n = 2,

C ε2, n ≥ 3.

Une intégration par parties surΩ = Rn \ B(0, ε) implique

∫

Rn\B(0,ε)
En(y)∆ϕ(x− y) dy = −

∫

Rn\B(0,ε)
∇En(y)∇ϕ(x− y) dy+

+

∫

∂B(0,ε
En(y)

∂ϕ

∂ν
(x− y) dσ(y),

oùσ est la mesure de surface sur la sphère∂B(0, ε).
On estime que

|
∫

∂B(0,ε
En(y)

∂ϕ

∂ν
(x− y) dσ(y)| ≤ ‖∇ϕ‖L∞(Rn)

∫

∂B(0,ε
|En(y)| dσ(y)

≤














C ε| logε|, n = 2,

C ε, n ≥ 3.

Une séconde intégration par parties surΩ = Rn \ B(0, ε) donne

−
∫

Rn\B(0,ε)
∇En(y)∇ϕ(x− y) dy =

∫

Rn\B(0,ε)
∆En(y)ϕ(x− y) dy−

−
∫

∂B(0,ε)

∂En

∂ν
(y)ϕ(x− y) dσ(y)

= −
∫

∂B(0,ε)

∂En

∂ν
(y)ϕ(x− y) dσ(y),
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parce queEn est harmonique surRn \ {0} (Lemme 2.17). Comme, pour touty ∈
∂B(0, ε),

∂En

∂ν
(y) = ∇En(y) (− y

|y| )

= (− 1
nωn

y
|y|n

) (− y
|y|

)

=
1

nωn
ε−(n−1),

on obtient alors

−
∫

Rn\B(0,ε)
∇En(y)∇ϕ(x− y) dy = − 1

nωnεn−1

∫

∂B(0,ε)
ϕ(x− y) dσ(y)

= −
?
∂B(0,ε)

ϕ(x− y) dσ(y)

→ −ϕ(x) (ε→ 0),

parce queϕ est continue et parce que
>
∂B(0,ε)

dσ(y) = 1.
L’assertion suit. �

Corollaire 2.19. Soit n ≥ 2. Pour toutϕ ∈ D(Rn) il existe une solution u∈
C∞(Rn) du problème

−∆u(x) = ϕ(x) pour tout x∈ Rn.

Une solution u est donnée par u= En ∗ ϕ.

Définition 2.20. SoitΩ ⊂ Rn ouvert et f ∈ L1
loc(R

n). On appelle une fonction
u ∈ L1

loc(R
n) unesolution faibledu problème

−∆u(x) = f (x) pour toutx ∈ Rn,

si pour toute fonction de testϕ ∈ D(Rn) on a

−
∫

Rn
u(x)∆ϕ(x) dx=

∫

Rn
f (x)ϕ(x) dx.

Théorème 2.21. Pour tout f ∈ L1(Rn) à support compact la fonction u= En∗ f ∈
L1

loc(R
n) est une solution faible du problème

−∆u(x) = f (x) pour tout x∈ Rn.
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Démonstration. Soitϕ ∈ D(Rn). Alors Fubini et le Théorème 2.18 impliquent
∫

Rn

u(x)∆ϕ(x) dx =
∫

Rn

∫

Rn

En(x− y) f (y) dy∆ϕ(x) dx

=

∫

Rn

∫

Rn

En(x− y)∆ϕ(x) dx f(y) dy

=

∫

Rn

∫

Rn
En(y− x)∆ϕ(x) dx f(y) dy

=

∫

Rn
∆(En ∗ ϕ)(y) f (y) dy

= −
∫

Rn
ϕ(y) f (y) dy.

Donc,u est solution faible. �

4. Le problème de Dirichlet (fonctions de Green)

SoitΩ ⊂ Rn un ouvertrégulier (de classeC1) tel que l’intégration par parties est
vraie dansΩ (voir Annexe). Il existe donc une mesureσ sur∂Ω tel que pour toutu,
v ∈ C1(Ω̄) et tout 1≤ i ≤ n on a

∫

Ω

u∂iv dx=
∫

∂Ω

uvνi dσ −
∫

Ω

∂iu v dx.

Soient f ∈ C(Ω̄) et g ∈ C(∂Ω). On veut résoudre le problème de Dirichlet

(2.6)















−∆u(x) = f (x), x ∈ Ω,
u(x) = g(x), x ∈ ∂Ω.

Si Ω est borné, alors on sait que ce problème admet au plus une solution u ∈
C2(Ω) ∩ C(Ω̄) (Corollaire 2.14; c’était une conséquence du principe du maximum).
Dans ce paragraphe, on veut montrer existence d’une solution, au moins siΩ est une
boule et au moins au sens faible.

Dans la suite,En désigne la solution fondamentale pour l’opérateur de Laplace.

Théorème 2.22 (Théorème des trois potentiels).Soit u∈ C2(Ω̄). Alors, pour tout
x ∈ Ω,

u(x) = −
∫

Ω

∆u(y)En(x− y) dy+

+

∫

∂Ω

∂u
∂ν

(y)En(x− y) dσ(y) −

−
∫

∂Ω

u(y)
∂

∂ν
En(x− y) dσ(y).
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Démonstration. On fixe x ∈ Ω et ε > 0 assez petit. Alors des intégrations par
parties impliquent

−
∫

Ω

∆u(y)En(x− y) dy+
∫

∂Ω

∂u
∂ν

(y)En(x− y) dσ(y) −

−
∫

∂Ω

u(y)
∂

∂ν
En(x− y) dσ(y)

=

∫

Ω

∇u(y)∇En(x− y) dy−
∫

∂Ω

u(y)
∂

∂ν
En(x− y) dσ(y)

=

∫

Ω\B(x,ε)
∇u(y)∇En(x− y) dy+

∫

B(x,ε)
∇u(y)∇En(x− y) dy−

−
∫

∂Ω

u(y)
∂

∂ν
En(x− y) dσ(y) −

∫

∂B(x,ε)
u(y)

∂

∂ν
En(x− y) dσ(y) +

+

∫

∂B(x,ε)
u(y)

∂

∂ν
En(x− y) dσ(y)

= −
∫

Ω\B(x,ε)
u(y)∆En(x− y) dy+

∫

B(x,ε)
∇u(y)∇En(x− y) dy+

+

∫

∂B(x,ε)
u(y)∇En(x− y)

−(x− y)
‖x− y‖

dσ(y)

=

?
∂B(x,ε)

u(y) dσ(y) +O(ε)

→ u(x) (ε→ 0).

�

Théorème 2.23. On fait l’hypothèse suivante:

(2.7)

il existe une fonctionΦ ∈ C2(Ω × Ω̄), Φ = Φ(x, y),

tel que pour tout x∈ Ω on a

−∆yΦ(x, y) = 0, y ∈ Ω,
Φ(x, y) = En(x− y), y ∈ ∂Ω.

On pose G(x, y) := En(x− y) −Φ(x, y).
Si u∈ C2(Ω) ∩C(Ω̄) est solution du problème de Dirichlet(2.6), alors pour tout

x ∈ Ω

(2.8) u(x) =
∫

Ω

f (y)G(x, y) dy+
∫

∂Ω

g(y)
∂

∂ν
G(x, y) dσ(y).
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Démonstration. SoitΦ la fonction de l’hypothèse (2.7). Des intégrations par
parties et la définition deΦ impliquent que pour toutx ∈ Ω on a

−
∫

Ω

∆u(y)Φ(x, y) dy =
∫

Ω

(

u(y)∆yΦ(x, y) − ∆u(y)Φ(x, y)
)

dy

=

∫

∂Ω

u(y)
∂

∂ν
Φ(x, y) dσ(y) −

∫

Ω

∇u(y)∇yΦ(x, y) dy−

−
∫

∂Ω

∂

∂ν
u(y)Φ(x, y) dσ(y) +

∫

Ω

∇u(y)∇yΦ(x, y) dy

=

∫

∂Ω

u(y)
∂

∂ν
Φ(x, y) dσ(y) −

∫

∂Ω

∂

∂ν
u(y)Φ(x, y) dσ(y)

=

∫

∂Ω

u(y)
∂

∂ν
Φ(x, y) dσ(y) −

∫

∂Ω

∂

∂ν
u(y) En(x− y) dσ(y).

Cette équation et le théorème des trois potentiels impliquent que

u(x) = −
∫

Ω

∆u(y)En(x− y) dy+
∫

∂Ω

∂u
∂ν

(y)En(x− y) dσ(y) −

−
∫

∂Ω

u(y)
∂

∂ν
En(x− y) dσ(y)

=

∫

Ω

∆u(y)
(

Φ(x, y) − En(x− y)
)

dy+

+

∫

∂Ω

u(y)
∂

∂ν

(

Φ(x, y) − En(x− y)
)

dσ(y).

En remplaçant−∆u par f dansΩ et u parg sur∂Ω, et en utilisant la définition deG,
on conclut. �

Définition 2.24. On suppose que l’hypothèse (2.7) est vérifiée. La fonctionG
définie dans le théorème 2.23 s’appellefonction de GreenpourΩ.

Définition 2.25. Soientf ∈ C(Ω̄) et g ∈ C(∂Ω). On appelle une fonctionu ∈
C(Ω̄) unesolution faibledu problème de Dirichlet (2.6) siu|∂Ω = g et si pour tout
ϕ ∈ D(Ω) on a

−
∫

Ω

u(x)∆ϕ(x) dx=
∫

Ω

f (x)ϕ(x) dx.

Remarque 2.26. Une double application du théorème de Green (intégration par
parties) montre que siu ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄) est une solution classique du problème de
Dirichlet (2.6), alorsu est aussi une solution faible.

Théorème 2.27. Soient f ∈ C(Ω̄) et g ∈ C(∂Ω). On suppose que l’hypothèse
(2.7) est vérifiée. Soit G la fonction de Green pourΩ. Alors la fonction u∈ C(Ω̄)
définit par

u(x) :=
∫

Ω

f (y)G(x, y) dy+
∫

∂Ω

g(y)
∂

∂ν
G(x, y) dσ(y)

est solution faible du probléme de Dirichlet(2.6).
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On ne démontre pas ce théorème, mais on veut plutôt montrer que dans un cas
simple, notamment siΩ est une boule, on peut vérifier l’hypothèse (2.7).

Exemple 2.28. SoitR> 0 etΩ := B(0,R) une boule de rayonR dansRn (n ≥ 3).
Soit x ∈ Ω. On doit trouver une fonctionΦx ∈ C2(Ω) ∩C(Ω̄) solution de

(2.9)















−∆Φx(y) = 0, y ∈ Ω,
Φx(y) = En(x− y), y ∈ ∂Ω.

Si x = 0, alors une fonction constante est solution de ce problème. Si x , 0, alors
on peut définir

x̃ :=
R2x
‖x‖2 ,

et

Φx(y) :=
( R
‖x‖
)n−2En(x̃− y), y ∈ Ω̄;

noter que ˜x < Ω̄ et queΦ est donc bien définie. CommeEn est harmonique dans
R

n \ {0}, la fonctionΦ est harmonique dansΩ.
On montre queΦx(y) = En(x− y) pour touty ∈ ∂Ω et queΦ est donc la solution

cherchée.
Soit y ∈ ∂Ω, c.à.d.‖y‖ = R. On considère les deux triangles∆1 := ∆(0, y, x̃) et

y

0

~x

x

R

Figure 1. Les pointsx, x̃ ety

∆2 := ∆(0, x, y). L’angle en point 0 est commun aux deux triangles. En plus,

‖x‖
‖y‖ =

‖x‖
R
=

R
‖x̃‖ =

‖y‖
‖x̃‖ ,

par la définition de ˜x. Comme les deux triangles ont un angle en commun, et comme
les proportions des côtes voisins sont égales, les deux triangles sont similaires.

On en déduit que
‖x− y‖

R
=
‖x− y‖
‖y‖ =

‖x̃− y‖
‖x̃‖ ,

ou

‖x− y‖ = R
‖x̃‖
‖x̃− y‖ = ‖x‖

R
‖x̃− y‖.
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Donc,
En(x− y) = Φx(y).

Commey ∈ ∂Ω était arbitraire, on a résolu le problème (2.9).
L’expression explicite de la solutionΦx montre que la fonctionΦ(x, y) := Φx(y)

est de classeC2, et qu’elle est donc la fonction cherchée dans l’hypothèse (2.7).

Remarque 2.29. L’exemple montre que pour la bouleΩ = B(0,R) et n ≥ 3, la
fonction de Green est donnée par la formule

G(x, y) =
1

nωn(n− 2)
(

‖x− y‖−(n−2) − (
‖x‖
R
‖x R2

‖x‖ − y‖)−(n−2)).

5. Le problème de Dirichlet (solution de Perron)

SoitΩ ⊂ Rn un ouvert borné,g ∈ C(∂Ω). Comme dans le paragraphe précédent,
on veut résoudre le problème de Dirichlet

(2.10)















−∆u(x) = 0, x ∈ Ω,
u(x) = g(x), x ∈ ∂Ω.

Dans ce paragraphe, on va étudier la méthode de Perron. On définit la famille

S(g) := {v ∈ C(Ω̄) : v est sous-harmonique dansΩ

et v ≤ g sur∂Ω}.
Cette famille est non-vide, parce que la fonction constante≡ m := min∂Ω g appartient
à S(g). De plus, toute fonctionv ∈ S(g) est borné parM := max∂Ω g. En fait, la
fonction constante≡ M est harmonique et pour toutv ∈ S(g) on av ≤ M sur∂Ω. Le
fait quev ≤ M surΩ̄ vient du principe du maximum. On appelleS(g) la famille de
Perron.

Définition 2.30 (Solution de Perron). La fonction

Pg(x) := sup
v∈S(g)

v(x), x ∈ Ω̄,

s’appelle lasolution de Perrondu problème (2.10).

Théorème 2.31. Soit Pg la solution de Perron du problème(2.10). Alors Pg est
harmonique.

Démonstration. Soit x0 ∈ Ω. On choisitr > 0 tel queB̄(x0, r) ⊂ Ω. Par
définition, il existe une suite (vn) ⊂ S(g) telle que

lim
n→∞

vn(x0) = Pg(x0).

Si u, v ∈ C(Ω) sont deux fonctions sous-harmoniques, et siu∨ v est le supremum de
u et v, alors pour toutx ∈ Ω

u(x) ≤
?

B(x,r ′)
u(y) dy≤

?
B(x,r ′)

u∨ v(y) dy,
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et

v(x) ≤
?

B(x,r ′)
u∨ v(y) dy.

Doncu∨ v est sous-harmonique.
En conséquent, en remplaçantvn parv1∨· · ·∨vn ∈ S(g), on peut et on va supposer

que la suite (vn) ⊂ S(g) est croissante.
Soit ṽn ∈ C2(B(x0, r)) ∩C(B̄(x0, r)) la solution (faible) du probléme de Dirichlet















−∆ṽn(x) = 0, x ∈ B(x0, r),

ṽn(x) = vn(x), x ∈ ∂B(x0, r).

Une telle solution existe (voir le paragraphe précédent sur la résolution du problème
de Dirichlet en utilisant les fonctions de Green; ici, on n’aque besoin de la fonction
de Green pour une boule). On peut montrer que la solution faible est ici en faite
une solution classique, c.à.d. ˜vn est harmonique. Comme ˜vn est harmonique etvn est
sous-harmonique, et comme ˜vn = vn sur∂B(x0, r), on avn ≤ ṽn sur B(x0, r) par le
principe du comparaison (principe du maximum). En particulier, vn(x0) ≤ ṽn(x0).

Si on prolonge ˜vn en posant ˜vn = vn surΩ̄ \ B(x0, r), alors ˜vn ∈ S(g). Donc, par
définition, ˜vn ≤ Pg dansΩ̄ et en particulier ˜vn(x0) ≤ Pg(x0). Donc,

lim
n→∞

ṽn(x0) = Pg(x0).

Comme la suite (vn) est croissante, la suite ( ˜vn) est croissante aussi (principe de
comparaison). Soit

u(x) := lim
n→∞

ṽn(x), x ∈ Ω̄.

Alors u est mesurable et bornée. En plus, pour toutx ∈ B(x0, r) et tout r ′ > 0
suffisamment petit l’égalité de la moyenne implique

u(x) = lim
n→∞

ṽn(x)

= lim
n→∞

?
B(x,r ′)

ṽn(y) dy

=

?
B(x,r ′)

u(y) dy.

Le théorème 2.8 implique queu est harmonique dansB(x0, r); en fait, le théorème
2.8 n’était énoncé que pour des fonctions continues vérifiant l’égalité de la moyenne,
mais on voit d’après la démonstration que ce théorème reste vrai pour les fonctions
mesurables et bornées vérifiant l’égalité de la moyenne.

On va montrer queu = Pg dansB(x0, r).
L’inégalitéu ≤ Pg vient du fait que ˜vn ≤ Pg pour toutn.
Pour montrer l’inégalitéu ≥ Pg (dansB(x0, r)) il suffit de montrer queu ≥ v

pour toutv ∈ S(g). Soit doncv ∈ S(g).
Soit wn := ṽn ∨ v ∈ S(g). Alors (wn) est croissante et limn→∞wn(x0) = Pg(x0) =

u(x0).
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Soit w̃n ∈ C2(B(x0, r)) ∩C(B̄(x0, r)) la solution du problème de Dirichlet














−∆w̃n(x) = 0, x ∈ B(x0, r),

w̃n(x) = wn(x), x ∈ ∂B(x0, r).

Par le principe du comparaison, ˜vn ∨ v = wn ≤ w̃n sur B̄(x0, r). Comme avant, on
prolongew̃n en posant ˜wn = wn sur Ω̄ \ B(x0, r). Alors la w̃n ∈ S(g), la suite (w̃n)
est croissante, limn→∞ w̃n(x0) = Pg(x0) = u(x0), et w̃n est harmonique dansB(x0, r).
L’égalité de la moyenne implique?

B(x0,r)
u(y) dy = u(x0)

= lim
n→∞

w̃n(x0)

= lim
n→∞

?
B(x0,r)

w̃n(y) dy

≥ lim
n→∞

?
B(x0,r)

ṽn ∨ v(y) dy

=

?
B(x0,r)

u∨ v(y) dy.

Cette inégalité impliqueu ≥ v dansB(x0, r), et doncu = Pg dansB(x0, r).
En conséquent,Pgest harmonique dansB(x0, r). Commex0 ∈ Ω était arbitraire,

Pg est harmonique dansΩ. �

Définition 2.32. Soitξ ∈ ∂Ω. Une fonctionu ∈ C(Ω̄) est appelée unebarrière
pourΩ en ξ si u est sous-harmonique dansΩ, u(x) < 0 pour toutx ∈ Ω̄ \ {ξ} et
u(ξ) = 0.

On dit queΩ admet une barrière enξ s’il existe une barrière pourΩ enξ.

Théorème 2.33. Soit Pg la solution de Perron du probléme(2.10). On suppose
queΩ admet une barrière enξ ∈ ∂Ω. Alors

lim
x→ξ

Pg(x) = g(ξ),

c.à.d. la solution de Perron est continue enξ et Pg(ξ) = g(ξ).

Démonstration. Soitu une barrière pourΩ enξ. Soitε > 0.
Par continuité deg, il existeδ > 0 tel que

g(ξ) − ε ≤ g(η) ≤ g(ξ) + ε pour toutη ∈ B(ξ, δ) ∩ ∂Ω.

Commeu est strictement négative sur̄Ω \ B(ξ, δ), il existeC ≥ 0 tel que

g(ξ) − ε +Cu(η) ≤ g(η) ≤ g(ξ) + ε −Cu(η) pour toutη ∈ ∂Ω.

Ceci implique que

(2.11) g(ξ) − ε +Cu(x) ≤ Pg(x) ≤ g(ξ) + ε −Cu(x) pour toutx ∈ Ω̄.
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En effet,g(ξ)−ε+Cu ∈ S(g) ce qui implique la première inégalité dans (2.11). Pour
montrer la deuxième inégalité, on prendv ∈ S(g). Par définition,

v(η) ≤ g(ξ) + ε −Cu(η) pour toutη ∈ ∂Ω.
Le principe du comparaison implique que

v(x) +Cu(x) ≤ g(ξ) + ε pour toutx ∈ Ω̄.
Par définition de la solution de Perron,

Pg(x) +Cu(x) ≤ g(ξ) + ε pour toutx ∈ Ω̄,
ce qui est justement la deuxième inégalité dans (2.11).

Les inégalités (2.11), la continuité deu et le fait queu(ξ) = 0 impliquent que

g(ξ) − ε ≤ lim inf
x→ξ

Pg(x) ≤ lim sup
x→ξ

Pg(x) ≤ g(ξ) + ε.

Commeε > 0 était arbitraire, on obtient

lim
x→ξ

Pg(x) = g(ξ).

�

Corollaire 2.34. Le problème de Dirichlet(2.10)admet pour tout g∈ C(∂Ω)
une solution si et seulement siΩ admet une barrière en toutξ ∈ ∂Ω.

Démonstration. Supposons d’abord que le probléme de Dirichlet (2.10) admet
pour toutg ∈ C(∂Ω) une solution. Soitξ ∈ ∂Ω. Alors le probléme de Dirichlet
(2.10) admet en particulier une solutionu ∈ C2(Ω)∩C(Ω̄) pour la fonctiong définie
parg(η) = −‖η − ξ‖. Cette solutionu est une barrière pourΩ enξ par le principe du
maximum.

L’inverse vient des théorèmes 2.31 et 2.33. En fait, pour tout g ∈ C(∂Ω) la
solution de PerronPg est solution du problème de Dirichlet (2.10). �

Corollaire 2.35. On suppose queΩ admet une barrière en tout pointξ ∈ ∂Ω.
Alors il existe une fonction de Green G pourΩ, et pour la solution u du problème de
Dirichlet on a

u(x) = Pg(x) =
∫

∂Ω

g(ξ)
∂

∂ν
G(x, ξ)dσ(ξ).

Il y a plusieurs conditions géométriques sur le bord∂Ω qui impliquent l’existence
d’une barrière et donc la solvabilité du problème de Dirichlet. On en présente une.

Proposition 2.36 (Condition de la boule extérieure).SoitΩ ⊂ Rn ouvert, borné,
et soitξ ∈ ∂Ω. On suppose qu’il existe une boule B(a, r) ⊂ Rn \Ω telle queB̄(a, r)∩
Ω̄ = {ξ}. AlorsΩ admet une barrière enξ.

Démonstration. Soit En la solution fondamentale pour l’opérateur de Laplace.
La fonction

u(x) := En(x− a) − E(ξ − a), x ∈ Ω̄,
est une barrière pourΩ enξ. �



CHAPITRE 3

L’ équation de la chaleur

Dans ce chapitre on étudie l’equation de la chaleur

(3.1)















ut − ∆u = f (t, x), (t.x) ∈ (0,T) ×Ω,
u(0, x) = g(x), x ∈ Ω,

oùΩ ⊂ Rn est un ouvert, etf : [0,T] × Ω̄ → R et g : Ω̄ → R sont des fonctions
données.

1. Le noyau de la chaleur

Définition 3.1 (Noyau de la chaleur). On définit lenoyau de la chaleur

k(t, x) :=
1

(4πt)n/2
e−x2/4t, t > 0, x ∈ Rn,

où x2 :=
∑n

i=1 x2
i est le produit scalaire dex avec lui même.

Le noyau de la chaleur est la solution fondamentale de l’opérateur différentiel
∂t − ∆, c.à.d. l’opérateur de l’équation de la chaleur. Comme pour l’opérateur de
Laplace et l’équation−∆u = f dansRn, le noyau de la chaleur permet de résoudre
explicitement l’équation de la chaleur dans le cas oùΩ = Rn (voir le Théorème 3.3
ci-dessous).

Lemme 3.2. Soit k le noyau de la chaleur. Alors:

(i) k(t, x) > 0 pour tout t> 0, x ∈ Rn.
(ii)
∫

Rn k(t, x) dx= 1 pour tout t> 0.

(iii) k ∈ C∞((0,∞) × Rn) et

kt − ∆k = 0, t > 0, x ∈ Rn.

Démonstration. Les démonstrations des propriétés (i) et (iii) sont dessimples
exercices.

Pour la démonstration de (ii), il faut savoir que
∫

R

e−x2
dx=

√
π.

37
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Alors
∫

Rn
k(t, x) dx =

1
(4πt)n/2

∫

Rn
e−x2/4t dx

=
1
√
πn

∫

Rn

e−x2
dx

=
1
√
πn

∫

R

. . .

∫

R

e−x2
1 · · ·e−x2

n dxn . . .dx1

=
( 1
√
π

∫

R

e−x2
dx
)n
= 1.

�

Théorème 3.3. Soit g∈ Lp(Rn) (1 ≤ p ≤ ∞) et soit

u(t, x) :=
∫

Rn

k(t, x− y)g(y) dy= (k(t, ·) ∗ g)(x),

où k est le noyau de la chaleur. Alors:

(i) Si g≥ 0 et g. 0, alors u(t, x) > 0 pour tout t> 0, x ∈ Rn.
(ii) u ∈ C∞((0,∞) × Rn) et

ut − ∆u = 0, t > 0, x ∈ Rn.

(iii) Si g∈ L∞(Rn) et si g est continue en x0 ∈ Rn, alors

lim
(t,x)→(0,x0)

u(t, x) = g(x0).

En particulier, si g est continue et bornée, alors u est continue sur[0,∞) ×
R

n et u(0, x) = g(x).
(iv) Pour tout t> 0 on a‖u(t, ·)‖Lp(Rn) ≤ ‖g‖Lp(Rn).

Démonstration. La propriété (i) vient immédiatement de Lemme 3.2 (i), et (ii)
vient du Lemme 3.2 (iii) en utilisant Fubini.

(iii) Soit g ∈ L∞(Rn) continue enx0 ∈ Rn. Soitε > 0. Alors, en utilisant Lemme
3.2 (ii), on obtient

|u(t, x) − g(x0)|

=
∣

∣

∣

∫

Rn

k(t, x− y)(g(y) − g(x0)) dx
∣

∣

∣

≤ 2
∫

Rn\B(x0,ε)
k(t, x− y) dy‖g‖∞ +

∫

B(x0,ε)
k(t, x− y)|g(y) − g(x0)| dy

≤ 2‖g‖∞
(4πt)n/2

∫

Rn\B(0,ε)
e−y2/4t dy+ sup

y∈B(x0,ε)
|g(y) − g(x0)|

=
2‖g‖∞√

πn

∫

Rn\B(0,ε/
√

4t)
e−y2

dy+ sup
y∈B(x0,ε)

|g(y) − g(x0)|

et donc
lim sup

(t,x)→(0,x0)
|u(t, x) − g(x0)| ≤ sup

y∈B(x0,ε)
|g(y) − g(x0)|
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pour toutε > 0. Commeg est continue enx0, on obtient

lim
(t,x)→(0,x0)

|u(t, x) − g(x0)| = 0.

La propriété (iv) vient de l’inégalité de Young appliquée àk(t, ·) ∈ L1(Rn) et
g ∈ Lp(Rn). �

2. Śeparation des variables et śeries de Fourier

SoitΩ ⊂ Rn un ouvert régulier. On veut résoudre l’équation de la chaleur dans
Ω avec conditions au bord de Dirichlet:

(3.2)



























ut − ∆u = 0, (t, x) ∈ (0,∞) ×Ω,
u(t, x) = 0, (t, x) ∈ (0,∞) × ∂Ω,
u(0, x) = u0(x), x ∈ Ω.

On suppose que la solutionu et de la forme

u(t, x) = a(t) e(x),

avec des fonctionsa ∈ C1(R+) et e ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄) (séparation des variables!).
Commeu est solution, on obtient alors

a′(t)e(x) − a(t)∆e(x) = 0,

ou
a′(t)
a(t)
=
∆e(x)
e(x)

, t > 0, x ∈ Ω.

On notera que le côté à gauche ne dépend que det alors que le côté à droite ne
dépend que dex. On a donc égalité si et seulement si les deux côtés sont constantes
en t et x, c.à.d.

a′(t)
a(t)
=
∆e(x)
e(x)

= λ

pour unλ ∈ R, ou
a′(t) = λa(t), t ≥ 0,

et
λe(x) − ∆e(x) = 0, x ∈ Ω, e|∂Ω = 0.

Ces deux équations nous donnent de l’information sur la solution u. La première
équation est une simple équation différentielle dont la solution esta(t) = eλta(0). La
deuxième équation a l’avantage (par rapport à l’équation de la chaleur) qu’elle ne
dépend plus de la variablet; on a donc diminué le nombre des variables. SiΩ ⊂ R
est un intervalle, alors la deuxième équation devient aussi une équation différentielle
ordinaire qu’on sait résoudre. SiΩ ⊂ Rn possède des symétries (par exemple siΩ

est un rectangle ou une boule), alors on peut essayer encore une fois de séparer des
variables (pour le rectangle, on essayera de séparer les variablesx1 et x2, pour la
boule, on utilisera coordonnées polaires et essayera de s´eparer les variablesr et θ).

Inversement, on peut d’abord essayer de résoudre ces deux ´equations pour cer-
taines valeurs deλ (en fait, c’est la deuxième équation qui est difficile à résoudre en
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général), et puis, en posantu(t, x) := a(t)e(x) ou une combinaison linéaire de telles
solutions, on obtient des solutions de l’équation de la chaleur. A cette fin, on fait la
définition suivante.

Définition 3.4. PourΩ ⊂ Rn ouvert on définit lespectre de l’opérateur de
Laplace avec conditions au bord de Dirichlet

sp (∆D
Ω) := {λ ∈ R : ∃e ∈ C2(Ω) ∩C(Ω̄), e, 0 solution de

λe− ∆e= 0 ete|∂Ω = 0}.

Les éléments de sp (∆D
Ω
) sont appelésvaleurs propresde l’opérateur de Laplace, les

solutions non-nulles deλe− ∆e= 0, e|∂Ω = 0 sont appeléesvecteurs propres.

Exemple 3.5. On essaye de calculer le spectre sp (∆D
(0,L)) de l’opérateur de

Laplace sur un intervalle (0, L) pour unL > 0. Il faut donc trouver des solutions
non-nulles du problème

(3.3) e′′(x) = λe(x), x ∈ (0, L), e(0) = e(L) = 0.

Si λ = ω2 > 0, alors la solution générale de l’équation différentiellee′′ = λe est
donnée par

e(x) = csinh(ωx) + d cosh(ωx), c, d ∈ R.
Si une telle solution est solution de (3.3), alorse(0) = 0 implique nécessairement
d = 0. Mais alorse(L) = 0 implique en plusc = 0. Donc, seule la solutione ≡ 0
vérifie e(0) = e(L) = 0. Ainsi, sp (∆D

(0,L)) ⊂ (−∞, 0].
D’une façon similaire on exclut 0∈ sp (∆D

(0,L)), c.à.d. on a en effet sp (∆D
(0,L)) ⊂

(−∞, 0).
Si λ = −ω2 < 0, alors la solution générale de l’équation différentiellee′′ = λe

est donnée par
e(x) = csin(ωx) + d cos(ωx), c, d ∈ R.

Pour queesoit en plus solution de (3.3) il faut quee(0) = e(L) = 0 ete, 0. L’égalité
e(0) = 0 implique qued = 0. Ensuite, l’égalitée(L) = 0 et e , 0 impliquent que
c , 0 et

ωL = kπ pour unk ∈ Z \ {0}.
Donc,

sp (∆D
(0,L)) = {−(kπ/L)2 : k ∈ N, k ≥ 1},

et lesvecteurs propresassociés auxvaleurs propresλ = −ω2 ∈ sp (∆D
(0,L)) sont les

fonctionse(x) = sin(ωx).

Corollaire 3.6. Pour toute suite a= (ak) ∈ l∞, la fonction

(3.4) u(t, x) =

√

2
L

∞
∑

k=1

ak e−( kπ
L )2t sin(

kπ
L

x), t > 0, x ∈ [0, L],

est solution de l’équation de la chaleur(3.2)avecΩ = (0, L).
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On notera que la série dans (3.4) est une série de Fourier. Les fonctionsek(x) =
√

2
L sin(kπ

L x) forment une base Hilbertienne de l’espace de HilbertL2(0, L), et donc
lesak sont en général les coefficients de Fourier de la donnée initiale:

ak =

√

2
L

∫ L

0
u0(x) sin(

kπ
L

x) dx.

Si a = (ak) ∈ l∞, comme on l’a supposé, alors la série dans (3.4) converge pour
tout t > 0 mais en général elle ne converge pas pourt = 0. Formellement, pourt = 0
on a

u0(x) = u(0, x) =
1

2L

∞
∑

k=1

ak sin(
kπ
L

x).

Si la donnée initialeu0 appartient àL2(0, L), alors (ak) ∈ l2 et la série ci-dessus con-
verge dansL2(0, L). Si u0 est plus régulier tel que (ak) ∈ l1, alors la série ci-dessus
converge même absolument.

Dans l’exemple ci-dessus, plus précisément dans la série de Fourier (3.4) et afin
de garantir sa convergence pourt > 0, il était important que le spectre de l’opérateur
de Laplace était borné supérieurement. En fait, on peut montrer que le spectre de
l’opérateur de Laplace est toujours borné supérieurement. Ce sera une conséquence
du principe du maximum suivant.

Théorème 3.7 (Principe du maximum).SoitΩ ⊂ Rn un ouvert borné régulier.
Soient u∈ C2(Ω) ∩C(Ω̄) etλ ≥ 0 tels que

λu− ∆u ≤ 0 et u|∂Ω ≥ 0.

Alors

max
Ω̄

u = max
∂Ω

u.

Remarque 3.8. Dans le cas deλ = 0, on retrouve ici le principe du maximum du
Théorème 2.12, la conditionu|∂Ω ≥ 0 étant toujours vérifiée si on remplaceuparu+C
pour une constanteC ≥ 0. Mais la démonstration du Théorème 3.7 est différente de
celle du Théorème 2.12. On aura donc deux démonstrationsdu Théorème 2.12.

Démonstration du théorème 3.7. On suppose d’abord que max∂Ω u = 0. Alors
il suffit de montrer queu ≤ 0.

Pourε > 0 on définit

(3.5) gε(η) =



























0, η ≤ 0,

η2

2ε , 0 < η < ε,

η − ε
2, η ≥ ε.

Donc,gε ∈ C1(R) et 0≤ g′ ≤ 1. En plus, limε→0 gε(η) = η pour toutη ≥ 0.
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Une intégration par parties donne

0 ≥ λ

∫

Ω

ugε(u) −
∫

Ω

∆u gε(u)

= λ

∫

Ω

ugε(u) +
∫

Ω

∇u∇gε(u) −
∫

∂Ω

∂u
∂ν

gε(u)

= λ

∫

Ω

ugε(u) +
∫

Ω

|∇u|2 g′ε(u) −
∫

∂Ω

∂u
∂ν

gε(u).

Comme max∂Ω u = 0, on agε(u) = 0 sur∂Ω, et donc le troisième terme à droite est
nulle. De plus, limε→0 g′ε(u) = 1{u≥0} presque partout. Le théorème de convergence
dominée implique

0 ≥ λ
∫

{u≥0}
u2 +

∫

Ω

|∇u|2 1{u≥0}.

Les deux termes à droite sont positifs (λ ≥ 0!), et donc cette inégalité implique

λ

∫

{u≥0}
u2 = 0 et

∫

Ω

|∇u|2 1{u≥0} = 0.

Si λ > 0, alors
∫

{u≥0} u
2 = 0 ce qui impliqueu ≤ 0 presque partout surΩ, et par

continuité,u ≤ 0.
Si on a seulementλ ≥ 0, on déduit au moins queu est constante sur l’ensemble

1{u≥0}. Par continuité, ça impliqueu = 0 sur 1{u≥0}, et doncu ≤ 0 surΩ.
Le cas général (max∂Ω u ≥ 0) est réduit au cas max∂Ω u = 0 en remplaçantu par

u−max∂Ω u. �

Corollaire 3.9. Pour toutΩ ⊂ Rn ouvert, borné, régulier on asp (∆D
Ω
) ⊂

(−∞, 0).

Démonstration. Soitλ ≥ 0 et soite ∈ C2(Ω) ∩C(Ω̄) une solution de

λe(x) − ∆e(x) = 0, x ∈ Ω, e|∂Ω = 0.

Le principe du maximum (Théorème 3.7) impliquee ≤ 0, et comme−e est aussi
une solution de ce problème, on a aussie ≥ 0. Donc,e = 0, c.à.d. le problème
ci-dessus n’admet pas de solutions non-triviales. Doncλ < sp (∆D

Ω
), d’où sp (∆D

Ω
) ⊂

(−∞, 0). �

3. Principe de comparaison

SoitΩ ⊆ Rn ouvert, borné, régulier. PourT > 0 on définitΩT := (0,T) × Ω et
ΓT := {0} × Ω̄ ∪ [0,T] × ∂Ω. Des fois,ΓT est appelé lafrontière paraboliquedeΩT .

Théorème 3.10 (Principe de comparaison).Soit f ∈ C(R) une fonction lipschitzi-
enne et soient u1, u2 ∈ C1,2(Ω̄T) (une fois continûment partiellement dérivable par
rapport à t et deux fois continûment partiellement dérivable par rapport à x) deux
solutions de l’équation de la chaleur semi-linéaire

(3.6) ut − ∆u+ f (u) = 0, (t, x) ∈ ΩT
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Si
u1|ΓT ≤ u2|ΓT ,

alors
u1 ≤ u2 dansΩT .

Pour la démonstration, on a besoin du lemme de Gronwall qu’on ne démontrera
pas.

Lemme 3.11 (Gronwall).Soitϕ : [0,T] → R+ und fonction continue telle que

ϕ(t) ≤ C + L
∫ t

0
ϕ(s) ds, t ∈ [0,T],

pour des constantes C, L≥ 0. Alors

ϕ(t) ≤ C eLt, t ∈ [0,T].

Démonstration du théorème 3.10. Pour toutε > 0 on définit la fonctiongε ∈
C1(R) comme dans (3.5).

Pour tout 0< τ ≤ T, le fait queu1 etu2 sont solutions de l’équation de la chaleur
et une intégration par parties impliquent que

0 =

∫

Ωτ

(u1
t − u2

t )gε(u
1 − u2) +

∫ τ

0

∫

Ω

∇(u1 − u2)∇gε(u
1 − u2) −

−
∫ τ

0

∫

∂Ω

(u1 − u2)
∂ν

gε(u
1 − u2) +

∫

ΩT

( f (u1) − f (u2))gε(u
1 − u2).

On notera que sur (0, τ) × ∂Ω on au1 ≤ u2, et doncgε(u1 − u2) = 0. Donc, le
troisième terme à droite est nulle. SoitL ≥ 0 la constante de Lipschitz de la fonction
f . Comme le deuxième terme à droite est positif, on obtient,

∫ τ

0

∫

Ω

(u1
t − u2

t )gε(u
1 − u2) ≤ L

∫ τ

0

∫

Ω

|u1 − u1| gε(u1 − u2).

Lorsqueε tend vers 0,
∫ τ

0

∫

Ω

(u1
t − u2

t )(u
1 − u2)1{u1≥u2} ≤ L

∫ τ

0

∫

Ω

|u1 − u2|(u1 − u2)1{u1≥u2}

et donc
[

∫

Ω

1
2

(u1 − u2)21{u1≥u2}
]τ

0 =

∫ τ

0

∂

∂t

∫

Ω

1
2

(u1 − u2)21{u1≥u2}

=

∫ τ

0

∫

Ω

1
2
∂

∂t
(u1 − u2)21{u1≥u2}

≤ L
∫ τ

0

∫

Ω

(u1 − u2)21{u1≥u2}.

Par hypothèse, on au1 ≤ u2 sur{0}×Ω. Donc, si on poseϕ(τ) :=
∫

Ω
(u1−u2)21{u1≥u2} ≥

0, alors on obtient

ϕ(τ) ≤ 2L
∫ τ

0
ϕ(s) ds, τ ∈ [0,T].
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Le lemme de Gronwall impliqueϕ(τ) = 0 pour tout 0≤ τ ≤ T. Donc, (u1 −
u2)21{u1≥u2} = 0 presque partout, et par continuité,u1 ≤ u2 dansΩ̄T . �

Remarque 3.12. Le théorème 3.10 reste vrai si on a seulement l’inégalité

u1
t − ∆u1 + f (u1) ≤ u2

t − ∆u2 + f (u2) dansΩT .

Corollaire 3.13 (Principe du maximum parabolique).Soit u ∈ C1,2(ΩT) une
solution de l’equation de la chaleur

ut − ∆u = 0, (t, x) ∈ ΩT .

Alors
max
Ω̄T

u = max
ΓT

u et min
Ω̄T

u = min
ΓT

u.

Démonstration. La fonction constantev ≡ maxΓT u est également une solution
cette équation de la chaleur etu ≤ v surΓT . Le principe de comparaison (appliqué
avec la fonctionf = 0) impliqueu ≤ v = maxΓT u dansΩ̄T . La deuxième égalité
vient de la première en remplaçantu par−u. �

Corollaire 3.14 (Unicité pour l’équation de la chaleur linéaire).Soient f ∈
C(Ω̄T), g ∈ C(ΓT) et λ ∈ R. Alors il existe au plus une fonction u∈ C1,2(ΩT)
solution de















ut − ∆u+ λu = f , (t, x) ∈ ΩT ,

u = g, (t, x) ∈ ΓT .

Démonstration. Soientu1, u2 deux solutions. Alorsu = ±(u1 − u2) sont des
solutions de















ut − ∆u+ λu = 0, (t, x) ∈ ΩT ,

u = 0, (t, x) ∈ ΓT .

Par le principe de comparaison,u1 − u2 ≤ 0 etu1 − u2 ≥ 0. Donc,u1 = u2. �

Corollaire 3.15 (Monotonie pour l’équation de la chaleur).Soit f ∈ C(R) une
fonction lipschitzienne telle que f(0) = 0, u0 ∈ C(Ω̄), et soit u ∈ C1,2(ΩT) une
solution de l’équation de la chaleur semi-linéaire

(3.7)



























ut − ∆u+ f (u) = 0, (t, x) ∈ ΩT ,

u|∂Ω = 0, t ∈ [0,T],

u(0, x) = u0(x), x ∈ Ω̄.
Si u0 ≥ 0 dansΩ̄ (resp. u0 ≤ 0 dansΩ̄), alors u≥ 0 dansΩT (resp. u≤ 0 dansΩT).

Démonstration. La fonctionv ≡ 0 est aussi solution de l’équation de la chaleur,
et u ≥ v = 0 surΓT à cause de la positivité de la condition initialeu0 et à cause des
conditions limites de Dirichlet. Le principe de comparaison implique queu ≥ v = 0
dansΩT .

Le casu0 ≤ 0 est similaire. �



CHAPITRE 4

L’ équation des ondes dansRn

Dans ce chapı̂tre, on considère l’équation des ondes dansR
n (n ≥ 2):

(4.1)































utt − ∆u = 0 dans (0,∞) × Rn,

u(0, ·) = u0 dansRn,

ut(0, ·) = u1 dansRn.

Ici, u0 ∈ C2(Rn), u1 ∈ C1(Rn) sont des fonctions données. On suppose que
u ∈ C2(R+×Rn) est une solution de l’équation des ondes (on ne dit rien surl’existence
d’une telle solution).

1. Moyennes sph́eriques

Soientx ∈ Rn, t > 0, r > 0. Dans la suite, on note

U(t, x, r) :=
?
∂B(x,r)

u(t, y) dσ(y)

la moyenne sphérique deu sur la sphère∂B(x, r). De manière similaire,

U0(x, r) :=
?
∂B(x,r)

u0(y) dσ(y)

et

U1(x, r) :=
?
∂B(x,r)

u1(y) dσ(y).

Lemme 4.1 (Equation de Euler-Poisson-Darboux).Pour tout x∈ Rn la moyenne
sphérique U(x, ·, ·) est solution de

(4.2)































Utt − Urr − n−1
r Ur = 0 dans(0,∞) × (0,∞),

U(0, ·) = U0 dans(0,∞),

Ut(0, ·) = U1 dans(0,∞).

Démonstration. Nous avons premièrement

U(t, x, r) =
1

σn−1rn−1

∫

∂B(0,r)
u(t, x+ y) dσ(y)

=
1

σn−1

∫

∂B(0,1)
u(t, x+ ry) dσ(y),
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et donc

Ur(t, x, r) =
1

σn−1

∫

∂B(0,1)
∇u(t, x+ ry) · y dσ(y)

=
1

σn−1rn−1

∫

∂B(0,r)
∇u(t, x+ y) · y

r
dσ(y)

=
1

σn−1rn−1

∫

B(x,r)
∆u(t, y) dy

=
r
n

?
B(x,r)
∆u(t, y) dy,

(4.3)

où on a utilisé aussiσn1 = nωn. En dérivant le dernier terme, on trouve

Urr (t, x, r) =
1
n

?
B(x,r)
∆u(t, y) dy+

r
n
∂

∂r
1
ωn

∫

B(0,1)
∆u(t, x+ ry) dy

=
1
n

?
B(x,r)
∆u(t, y) dy+

r
nωn

n
∑

i=1

∫

B(0,1)

∂

∂yi
∆u(t, x+ ry) yi dy

=
1
n

?
B(x,r)
∆u(t, y) dy− r

ωn

∫

B(0,1)
∆u(t, x+ ry) dy+

+
r
ωn

∫

∂B(0,1)
∆u(t, x+ ry)

n
∑

i=1

y2
i dσ(y)

= (
1
n
− 1)
?

B(x,r)
∆u(t, y) dy+

?
∂B(x,r)

∆u(t, y) dσ(y).

(4.4)

On obtient de (4.3) et l’équation des ondes

Ur(t, x, r) =
r
n

?
B(x,r)

utt(t, y) dy

1
nωnrn−1

∫

B(x,r)
utt(t, y) dy,

et donc

rn−1Ur(t, x, r) =
1

nωn

∫

B(x,r)
utt(t, y) dy.

En conséquence,

(rn−1Ur(t, x, r))r =
1

nωn

∫

∂B(x,r)
utt(t, y) dy

= rn−1

?
∂B(x,r)

utt(t, y) dy

= rn−1Utt(t, x, r).

�
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2. Solution de l’équation des ondes dansR3

Soit n = 3 et soientU, U0, U1 définis comme dans le paragraphe précédent. On
rappelle l’équation de Euler-Poisson-Darboux en dimensionn = 3:

(4.5)































Utt − Urr − 2
r Ur = 0 dans (0,∞) × (0,∞),

U(0, ·) = U0 dans (0,∞),

Ut(0, ·) = U1 dans (0,∞).

On pose

Ũ(t, xr) = r U (t, x, r), Ũ0(x, r) = r U0(x, r), et Ũ1(x, r) = r U1(x, r).

Alors

Ũtt = r U tt

= r
[

Urr +
2
r

Ur
]

= rU rr + 2Ur

= (U + rU r)r

= Ũrr ,

c.à.d. la fonctionŨ est solution de

(4.6)



















































Ũtt − Ũrr = 0 dans (0,∞) × (0,∞),

Ũ(t, 0) = 0 pourt ∈ (0,∞),

Ũ(0, ·) = Ũ0 dans (0,∞),

Ũt(0, ·) = Ũ1 dans (0,∞).

On prolongeŨ0(x, ·) et Ũ1(x, ·) en des fonctions impairs surR. Alors la solution
de l’équation (4.6) ci-dessus est donnée par la formule ded’Alembert: pour toutr,
t > 0 on a

(4.7) Ũ(t, x, r) =
1
2

(Ũ0(x, r + t) + Ũ0(x, r − t)) +
1
2

∫ r+t

r−t
Ũ1(x, s) ds.

Si 0< r < t, alors on peut aussi écrire:

Ũ(t, x, r) =
1
2

(Ũ0(x, t + r) − Ũ0(x, t − r)) +
1
2

∫ t+r

t−r
Ũ1(x, s) ds.

On note maintenant que

u(t, x) = lim
r→0+

U(t, x, r).
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En conséquence,

u(t, x) = lim
r→0+

Ũ(t, x, r)
r

= lim
r→0+

[Ũ0(x, t + r) − Ũ0(x, t − r)
2r

+
1
2r

∫ t+r

t−r
Ũ1(x, s) ds

]

=
∂

∂t
Ũ0(x, t) + Ũ1(x, t).

En utilisant la définition dẽU0 et Ũ1, ceci implique

(4.8) u(t, x) =
∂

∂t

(

t
?
∂B(x,t)

u0(y) dσ(y)
)

+ t
?
∂B(x,t)

u1(y) dσ(y).

On a,

∂

∂t

?
∂B(x,t)

u0(y) dσ(y) =
∂

∂t

?
∂B(0,1)

u0(x+ ty) dσ(y)

=

?
∂B(0,1)

∇u0(x+ ty) · y dσ(y)

=

?
∂B(x,t)

∇u0(y) · y− x
t

dσ(y).

Finalement, on obtient laformule de Kirchhoff pour la solution de l’équation des
ondes (4.1) dansR3:

(4.9) u(t, x) =
?
∂B(x,t)

[u0(y) + ∇u0(y) · y− x
t
+ tu1(y)] dσ(y).

3. Solution de l’équation des ondes dansR2

On utilise la formule de Kirchhoff (4.9) pour résoudre l’équation des ondes dans
R

2. En fait, soitu = u(t, x) une solution de l’équation des ondes (4.1) dansR2. On
pose

ũ(t, x1, x2, x3) = u(t, x1, x2) pourt > 0, x = (x1, x2, x3) ∈ R3,

c.à.d. on rajoute artificiellement une troisième variable x3. Alors ũ est solution de
l’équation des ondes

(4.10)































ũtt − ∆ũ = 0 dans (0,∞) × R3,

ũ(0, ·) = ũ0 dansR3,

ũt(0, ·) = ũ1 dansR3.

où

ũi(x1, x2, x3) := ui(x1, x2) pourx = (x1, x2, x3) ∈ R3, i = 0, 1.
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Etant donnéx = (x1, x2) ∈ R2 on définit x̃ := (x1, x2, 0) ∈ R3. Alors la formule de
Kirchhoff (4.8) implique

u(t, x) = ũ(t, x̃)

=
∂

∂t

(

t
?
∂B(x̃,t)

ũ0(y) dσ(y)
)

+ t
?
∂B(x̃,t)

ũ1(y) dσ(y).
(4.11)

On note que?
∂B(x̃,t)

ũ0(y) dσ(y) =
1

4πt2

∫

∂B(x̃,t)
ũ0(y) dσ(y)

=
2

4πt2

∫

B(x,t)
u0(y)

√

1+ |∇y

√

t2 − |y− x|2 dy

=
1

2πt

∫

B(x,t)

u0(y)
√

t2 − |y− x|2
dy

On obtient finalement laformule de Poissonpour la solution de l’équation des ondes
(4.1) dansR2:

(4.12) u(t, x) =
1
2

?
B(x,t)

tu0(y) + t2u1(y) + t∇u0(y) · (y− x)
√

t2 − |y− x|2
dy.





CHAPITRE 5

Annexe

1. La mesure de surface sur la sph̀ere dansRn

Dans un premier temps on va définir une mesure sur la sphèreSn−1, afin
d’introduire les coordonnées polaires dansRn et afin de démontrer (dans un
deuxième temps) le théorème d’intégration par partiesdans une boule deRn.

Motivation (coordonnées polaires dansR2): dansR2 on considère le cercle unité
S1 := {x ∈ R2 : |x| = 1} (| · | désigne la norme euclidienne dansR2). Soit f : R2→ R+
continue ou au moins mesurable. A l’aide des coordonnées polaires dansR2 on
montre que

(5.1)
∫

R2
f dλ =

∫ ∞

0

∫ 2π

0
f (r cosθ, r sinθ) dθ r dλ(r).

Question: est-ce qu’il existe une mesureσ sur le cercle unitéS1 tel que
∫

R2
f dλ =

∫ ∞

0

∫

S1

f (rx) dσ(x) r dλ(r)?

Pour tout ensemble borélienA ⊂ S1 on définit

Ã = {ry : y ∈ A, 0 ≤ r ≤ 1}.

Si une mesure de surfaceσ sur le cercle unité existe tel que (5.1) est vrai pour toute
fonction f positive, mesurable, alors pour tout ensemble borélienA ⊂ S1 on a

λ(Ã) =
∫ 1

0

∫

S1

1Ã(rx) dσ r dr

=

∫ 1

0
σ(A)r dr

=
σ(A)

2
.

Cette égalité va servir comme motivation de la définitionci-dessous.

Soit
Bn(R) := {x ∈ Rn : |x| < R}

la boule ouverte de centre 0 et de rayonR> 0, et soit

Sn−1(R) := {x ∈ Rn : |x| = R}
51
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le bord de cette boule, c.à.d. la sphère de centre 0 et de rayonR. PourR= 1 on note
simplementBn(1) =: Bn (boule unité) etSn−1(1) =: Sn−1 (sphère unité).

Définition 5.1 (Mesure de surface). SoitB(Sn−1) la tribu borélienne surSn−1.
Pour toutA ∈ B(Sn−1) on définit

σ(A) := nλ(Ã),

où
Ã = {rx : x ∈ A, 0 ≤ r ≤ 1}

et oùλ est la mesure de Lebesgue dansRn. On appelleσ la mesure de surfacesur
Sn−1.

Théorème 5.2 (Coordonnées polaires).Soit f : Rn→ R+ mesurable. Alors
∫

Rn

f (x) dλ(x) =
∫

(0,∞)

∫

Sn−1

f (ry) dσ(y) rn−1 dλ(r).

Démonstration. Soit̺ la mesure produit dern−1dλ(r) sur (0,∞) et deσ surSn−1,
c.à.d.̺ := rn−1dλ(r) ⊗ σ sur (0,∞) × Sn−1.

On considère l’application

ϕ : (0,∞) × Sn−1 → Rn \ {0}, ϕ(r, y) = ry.

Alors
ϕ(̺) = λ

si et seulement si
̺ = ϕ−1(λ).

L’ensemble

E = {(r1, r2] × A; 0 ≤ r1 ≤ r2 ≤ ∞,A ⊂ B(Sn−1)}
est un générateur deB(R+) ⊗ B(Sn−1), stable par des intersections. En plus,̺(B) =
ϕ−1(λ)(B) pour toutB ∈ E. En effet, pour toutB = (r1, r2] × A

̺(B) =
∫ r2

r1

rn−1 drσ(A)

=
1
n

(rn
2 − rn

1)σ(A)

et

ϕ−1(λ)(B) = λ(ϕ(B))

= λ(r2Ã \ r1Ã)

= λ(r2Ã) − λ(r1Ã)

= rn
2λ(Ã) − rn

1λ(Ã)

= rn
2

σ(A)
n
− rn

1

σ(A)
n

.

Il suit que la mesure imageϕ−1(λ) est égale à la mesure̺. Donc, la mesure de
Lebesgueλ est égale à la mesure imageϕ(̺).
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L’assertion suit maintenant du théorème de Tonnelli qui implique que pour toute
fonction f : Rn→ R̄+ mesurable

∫

Rn
f dλ =

∫

Rn
f dϕ(̺)

=

∫

(0,∞)×Sn−1

f ◦ ϕ(r, y) d̺

=

∫

(0,∞)

∫

Sn−1

f (ry) dσ(y) rn−1dλ(r).

�

En remplaçant le théorème de Tonnelli par le théorème de Fubini dans la
démonstration précédente, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 5.3 (Coordonnées polaires).Soit f : Rn → R mesurable. Alors
f ∈ L1(Rn) (c.à.d. f est intégrable surRn) si et seulement si

∫ ∞

0

∫

Sn−1

| f (rx) | dσ(x) rn−1 dr < ∞.

Dans ce cas on a
∫

Rn

f (x) dx=
∫ ∞

0

∫

Sn−1

f (rx) dσ(x) rn−1 dr.

Exemple 5.4 (Fonctions radiales). Soit 0≤ r1 < r2 ≤ ∞ et soitg : (r1, r2) → R+
mesurable. Alors

f (x) := g(| x |), | x |∈ (r1, r2),

est une fonctionf : R→ R+ mesurable sur l’ensemble

R= {x ∈ Rn : r1 ≤| x |≤ r2}.

D’après le Théorème 5.2,

(5.2)
∫

R
f dλ = σn−1

∫ r2

r1

g(r)rn−1 dr,

où

σn−1 := σ(Sn−1) = nλ(Bn)

est la mesure de la sphère unité.
En utilisant le Corollaire 5.3, on montre: soitg : (r1, r2) → R mesurable tel que

∫ r2

r1
| g(r) | rn−1 dr < ∞. Alors f (x) := g(| x |) est une fonction intégrable surR, et

on a l’égalité (5.2).
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Exemple 5.5 (L’intégrale de surface dansS1). Soitσ la mesure de surface sur le
cercle unitéS1, et soitA ∈ B(S1). Alors:

σ(A) = 2λ(Ã)

= 2
∫ 1

0

∫ 2π

0
1Ã(r cosθ, r sinθ)dθrdr

= 2
∫ 1

0

∫ 2π

0
1A(cosθ, sinθ) dθ r dr

=

∫ 2π

0
1A(cosθ, sinθ) dθ.

On a montré queσ est la mesure imageψ(λ), où λ est la mesure de Lebesgue sur
[0, 2π] et ψ : [0, 2π] → S1 est définit par

ψ(θ) := (cosθ, sinθ), θ ∈ [0, 2π].

Définition 5.6 (Mesure de surface). On définit lamesure de surfaceσr sur la
sphèreSn−1(r) = {x ∈ Rn :| x |= r} par

σr(A) = σ(
A
r

)rn−1, A ∈ B(Sn−1(r)).

Avec cette définition de la mesure de surfaceσr on a pour toute fonctionf :
Sn−1(r)→ R+ mesurable l’égalité

∫

Sn−1

f (ry)rn−1 dσ(y) =
∫

Sn−1(r)
f (y) dσr(y).

En conséquent (Théorème 5.2),
∫

Rn
f dλ =

∫ ∞

0

∫

Sn−1(r)
f (y) dσr(y) dλ(r).

2. Intégration par parties sur une boule

Dans cette section, on veut démontrer la formule d’intégration par parties sur
une boule dansRn.

Lemme 5.7. Soit f : Rn → R continue. Alors:

d
dR

∫

Bn(R)
f dλ =

∫

Sn−1(R)
f dσR.

Démonstration. La continuité def et le théorème de Lebesgue impliquent, que
la fonction

r 7→
∫

Sn−1

f (ry) dσ(y)

est continue sur (0,∞).
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En conséquence,

d
dR

∫

Bn(R)
f dλ =

d
dR

∫ R

0

∫

Sn−1

f (ry) dσ(y) rn−1 dλ(r)

= Rn−1

∫

Sn−1

f (Ry) dσ(y)

=

∫

Sn−1(R)
f (y) dσR(y).

�

Lemme 5.8. Soit f : Rn → R continue. Alors:
∫

Sn−1(R)
f (x) dσ(x) =

=

∫

Bn−1(R)

R
√

R2 − |y|2
(

f (
√

R2 − |y|2, y) + f (−
√

R2 − |y|2, y)
)

dλ(y).

Démonstration. Le Lemme 5.7 et le Théorème de Fubini impliquent
∫

Sn−1(R)
f (x) dσ(x)

=
d

dR

∫

Bn(R)
f dλ

=
d

dR

∫

Bn−1(R)

∫

√
R2−|y|2

−
√

R2−|y|2
f (t, y) dλ(t) dλ(y)

=

∫

Sn−2(R)

∫

√
R2−|y|2

−
√

R2−|y|2
f (t, y) dλ(t) dσ(y) +

+

∫

Bn−1(R)

R
√

R2 − |y|2
f (
√

R2 − |y|2, y) dλ(y) −

−
∫

Bn−1(R)

−R
√

R2 − |y|2
f (−
√

R2 − |y|2, y) dλ(y)

=

∫

Bn−1(R)

R
√

R2 − |y|2
(

f (
√

R2 − |y|2, y)+

+ f (−
√

R2 − |y|2, y)
)

dλ(y).

�

On définit

C1(Bn(R)) := {u ∈ C1(Bn(R)) : u et∇u ont des prolongements

continues surBn(R)}
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Théorème 5.9 (Théorème principal).Soit u ∈ C1(Bn(R)). Alors, pour tout1 ≤
i ≤ n on a

∫

Bn(R)
∂xi u dλ =

∫

Sn−1(R)
u(x)

xi

R
dσR(x).

Démonstration. Par des raisons de symétrie il suffit de démontrer le théorème
pour i = 1. En appliquant le Lemme 5.8 à la fonctionf (x) := u(x) x1

R et en utilisant
le théorème de Fubini on obtient

∫

Bn(R)
∂x1u dλ

=

∫

Bn−1(R)

∫

√
R2−|y|2

−
√

R2−|y|2
∂x1u(t, y) dλ(t) dλ(y)

=

∫

Bn−1(R)

(

u(
√

R2 − |y|2, y) − u(−
√

R2 − |y|2, y)
)

dλ(y)

=

∫

Sn−1(R)
u(x)

x1

R
dσ(x).

�

Corollaire 5.10 (Intégration par parties surBn(R)). Soient u, v∈ C1(Bn(R)).
Alors pour tout1 ≤ i ≤ n on a

∫

Bn(R)
(∂xi u) v dλ =

∫

Sn−1(R)
u(x)v(x)

xi

R
dσR(x) −

∫

Bn(R)
u (∂xi v) dλ.

Démonstration. Dans le Théorème 5.9, il suffit de remplacer la fonctionu par le
produituvet de noter que∂xi (uv) = (∂xi u) v+ u (∂xi v). �

Corollaire 5.11 (Gauß).Soit u∈ C1(Bn(R);Rn). Alors on a
∫

Bn(R)
div u dλ =

∫

Sn−1(R)
〈u(x),

x
R
〉 dσ(x),

où div u =
∑n

i=1 ∂xi ui est ladivergencede u.

Démonstration. Simple application du Théorème 5.9. �

3. Intégration par parties sur un ouvert régulier

SoitΩ ⊂ Rn un ouvert borné. On noteΓ := ∂Ω le borddeΩ.

Définition 5.12. On dit queΩ a unbord régulier(ou queΩ est régulier), si pour
touta ∈ Γ il existe un voisinage ouvertU ⊂ Rn et une fonctionψ : U → R de classe
C1 tel que

(a) ∇ψ(x) , 0 pour toutx ∈ U,
(b) U ∩Ω = {x ∈ U : ψ(x) < 0},

Exemple 5.13. La bouleBn(R) de rayonR> 0 en dimensionn a un bord régulier.
Pour voir cela, on définit pour tout pointa ∈ Sn−1(R) = ∂Bn(R) le voisinageU =
R

n \ {0} et la fonctionψ : U → R parψ(x) := |x|2 − R2.
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Dans la suiteΩ ⊂ Rn est toujours un ouvert à bord régulier.

Lemme 5.14. Soit a ∈ Γ, et soient U etψ comme dans la définition 5.12. Soit
x ∈ U tel queψ(x) = 0. Soit

v :=
∇ψ(x)
|∇ψ(x)| .

Alors on a:

(a) |v| = 1, et
(b) il existeε > 0 tel que x+ tv < Ω, t ∈ [0, ε), et x+ tv ∈ Ω, t ∈ (−ε, 0).

Démonstration. Le théorème de Taylor implique

ψ(x+ tv) = 〈∇ψ(x) v, tv〉 + o(t),

où o(t)
t → 0 lorsque|t| → 0.
On posec := |∇ψ(x)| > 0. Alors on a

ψ(x+ tv) = ct+ o(t)

= t (c+
o(t)

t
)















> 0, falls t ∈ (0, ε)

< 0, falls t ∈ (−ε, 0).

�

Lemme 5.15. Soit a∈ Γ, et soient U etψ comme dans la définition 5.12. Alors
on a

U ∩ Γ = {x ∈ U : ψ(x) = 0}.

Démonstration. ”⊃” Soit x ∈ U tel queψ(x) = 0. Le Lemme 5.14 implique que
x ∈ Γ.

”⊂” Soit x ∈ U ∩ Γ. Alors on aψ(x) ≥ 0 parce quex < Ω, etψ(x) ≤ 0 à cause de
la continuité deψ. Donc,ψ(x) = 0. �

Définition 5.16. Soita ∈ Γ. Un vecteurv ∈ Rn est appellévecteur tangentielen
a (tangentiel àΓ), s’il existeτ : (−ε, ε) → Γ, τ = (τ1, ..., τn), tel queτ j ∈ C1(−ε, ε),
τ(0) = a et v = τ′(0).

On définit

TaΓ := {v ∈ Rn : v est vecteur tangentiel ena}.

Dans la suite, pour deux vecteursx, y ∈ Rn on définit le produit scalaire euclidien

〈x, y〉 := x · y :=
n
∑

j=1

xjyj.

Pour un ensembleA ⊂ Rn on définitl’orthogonale

A⊥ := {y ∈ Rn : x · y = 0 pour toutx ∈ A}.
Pour tout 0, v ∈ Rn on a

dim{v}⊥ = n− 1.
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SoientF ⊂ E ⊂ Rn des espaces vectoriels. Alors

dimF ≤ dimE ≤ n,

et dimF = dimE si et seulement siF = E.
On a finalement aussi l’identité

v⊥⊥ = R · v.
Proposition 5.17 (Espace tangentiel).Soit a∈ Γ. Alors TaΓ est un sous-espace

vectoriel de dimension(n− 1) deRn.
On appelle TaΓ l’ espace tangentielen a (tangentiel àΓ).

Démonstration. Soita ∈ Γ, et soientU etψ comme dans la définition 5.12. On
montre que

TaΓ = (∇ψ(a))⊥.
”⊂”. Soit v ∈ TaΓ et soitτ comme dans la définition 5.16. Le Lemme 5.15

implique queψ(τ(t)) = 0 pour toutt ∈ (−ε, ε) et

0 = (ψ ◦ τ)′(0)

= 〈∇ψ(τ(0)), τ′(0)〉
= 〈∇ψ(a), v〉,

c.à.d.v ∈ (∇ψ(a))⊥.
”⊃”. L’argument précédent montre queTaΓ est un sous-espace vectoriel inclus

dans un sous-espace de dimension (n − 1) deRn. On montre maintenant queTaΓ

contient un sous-espace de dimension (n− 1) deRn.
La propriété∇ψ(a) , 0 implique, que au moins une des dérivées partielles

∂
∂xi
ψ(a) est non-nulle. Sans perte de généralité on va supposer que ∂

∂xn
ψ(a) , 0.

Le théorème de la fonction implicite implique qu’il existe un ouvertV1 ⊂ Rn−1,
un ouvertV2 ⊂ R, et une fonctiong : V1→ V2 continument différentiable tels que

a ∈ V1 × V2 ⊂ U

et

V1 × V2 ∩ Γ = {(x1, x2) ∈ V1 × V2 : ψ(x1, x2) = 0}
= {(x1, x2) ∈ V1 × V2 : x2 = g(x1)}.

Nous notons tout vecteurx ∈ V1 × V2 ⊂ Rn comme (x1, x2) avecx1 ∈ V1 et x2 ∈ V2.
Soitv ∈ Rn−1. On définit

τ(t) := (a1 + tv, g(a1 + tv))

pour tout|t| ∈ R assez petit. Alorsτ(t) ∈ Γ pour toutt. en plus, la fonctionτ est
différentiable,τ(0) = a et

τ′(0) = (v, 〈∇g(a1), v〉).
Alors l’ensemble

{(v, 〈∇g(a1), v〉) : v ∈ Rn−1}
est inclus dans l’ensembleTaΓ de tous les vecteurs tangentiels. Mais cet ensemble
est un sous-espace de dimension (n− 1) deRn. �
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Proposition 5.18 (Vecteur normal).SoitΩ ⊂ Rn ouvert, borné, avec bordΓ
régulier. Alors:

(1) Pour tout a∈ Γ il existe un vecteurν(a) ∈ Rn unique tel que
(a) | ν(a) |= 1,
(b) il existeε > 0 tel que(a + tv(a)) < Ω, t ∈ [0, ε), et (a + tv(a)) ∈ Ω,

t ∈ (−ε, 0), et
(c) ν(a) ∈ (TaΓ)⊥.

(2) La fonctionν : Γ→ Rn est continue.

On appelle le vecteurν(a) la normale extérieureen a.

Démonstration. Soita ∈ Γ, et soientU etψ comme dans la définition 5.12. On
pose

ν(a) :=
∇ψ(a)
|∇ψ(a)| .

Il suit du lemme 5.14 queν(a) vérifie les propriétés (a) et (b). En plus, il suit de la
démonstration de la proposition 5.17 queν(a) vérifie aussi (c). On a donc démontré
l’existence du vecteurν(a).

Inversement, siv est un vecteur vérifiant les propriétés (a)-(c), alors (c) implique

v ∈ (TaΓ)
⊥ = (∇ψ(a))⊥⊥ = R · ∇ψ(a),

c.à.d.v et∇ψ(a) sont linéairement dépendants. La propriété de normalisation (a) et
la propriété (b) impliquent quev = ν(a).

La continuité de l’applicationν suit de le définition deν et de la continuité de
∇ψ. �

Dans la suite on pose

B(Γ) = {A ∈ B(Rn) : A ⊂ Γ}
la tribu borélienne deΓ, et

C1(Ω̄) := {u ∈ C1(Ω) : u et∇u admettent un prolongement

continue sur̄Ω}
Théorème 5.19 (Théorème principale dansRn). Il existe une mesure uniqueσ :

B(Γ) → R+ sur le bord deΩ telle que pour tout1 ≤ i ≤ n et pour tout u∈ C1(Ω̄) on
a

∫

Ω

Diu dx=
∫

Γ

uνi dσ.

Démonstration. Sans démonstration. �

Exemple 5.20. SoitΩ = Bn(R) la boule de dimensionn et de rayonR> 0. Alors
ce théorème principale suit du théorème 5.9. Dans ce casσ est la mesure de surface
sur la sphèreSn−1(R).

Corollaire 5.21 (Intégration par partie).Soient u, v∈ C1(Ω̄). Alors
∫

Ω

D juv dx= −
∫

Ω

uD jv dx+
∫

Γ

uvν j dσ.
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Démonstration. Le théorème principal (théorème 5.19) implique
∫

Ω

D j(uv) dx=
∫

Ω

uvvj dσ.

L’assertion suit de l’égalité
∫

Ω

D j(uv) dx=
∫

Ω

D juv dx+
∫

Ω

uD jv dx.

�

Corollaire 5.22 (Théorème de Gauss).SoitΩ ⊂ Rn ouvert, borné, avec bord
régulier. Alors pour tout u∈ C1(Ω,Rn) on a

∫

Ω

div u dλ =
∫

Γ

〈u, ν〉 dσ,

avecdiv u =
∑n

i=1 Diui.

Démonstration. Le théorème principal (théorème 5.19) implique
∑

i

∫

Ω

Diui dλ =
∑

i

∫

Γ

uiνi dσ

=

∫

Γ

〈u, ν〉 dσ.

�
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