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CHAPITRE 1
Logique

1. Logique des propositions

1.1. Proposition.

Dernition 1.1 (Proposition). Un@ropositionest un énoncé déclaratif dont on
peut dire s'il est vrai (valeur 1) ou s'il est faux (valeur B)dépendamment de tout
context de lieu, de temps, ou de personne qui le prononcelu3eyn énoncé qui
est a la fois vrai et faux n’est pas une proposition.

RemarquE 1.2. (a) En mathématiques, une proposition est dite visadesest
démontrable.
(b) On écrit tout courp, g, . .. afin de désigner une proposition.

1.2. Connecteurs logiquesLes propositions sont legtomesen logique. A
partir d’'une, deux ou plusieurs propositions on peut cdeenouvelles propositions
a I'aide deconnecteurs logiquedNous allons définir les regles pour les cing con-
necteurs 'non’, 'et’, 'ou’, ’si... alors’ et 'si et seulement si'.

Dernirion 1.3 (Négation, 'non’). La négation d’'une proposition Bee propo-
sition qui est vraie si celle-ci est fausse et vice-versa.
Notation: —.

Latable de vérit&de la négation est la suivante:

P

— OT

1
0
Quelques traductions usuelles: "non”, "il est faux que’e’n. pas”.

ExempLes 1.4. (a) Vous n'étes pas sans savoir que Beethoven a ‘gtyihhe a
la Joie.
(b) Un androgyne n’est ni homme ni une femme.

Dernition 1.5 (Conjonction, 'et’). La conjonction de deux propogitsoest une
proposition qui est vraie si les deux propositions sont #amément vraies. Elle est
fausse des que I'une au moins des deux propositions esefaus

Notation: A.
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Latable de vérit&le la conjonction est la suivante:

P g PAQ
00 O
01 O
10 0
11 1

Quelques traductions usuelles: "et”, "mais”, "quoiqudji€n que”.

ExempLEs 1.6. (@) Il ne m’a pas plu quoigu’il ait du charme.
(b) Céline est un grand écrivain mais c’est un personnaggeverseé.

Derntrion 1.7 (Disjonction, 'ou inclusif’). La disjonction de deuxgpositions
est une proposition qui est vraie dés que I'une au moins das gdropositions est
vraie. Elle est fausse si les deux propositions sont simeiteent fausses.

Notation: V.

Latable de vérité&le la disjonction est la suivante:

P g pvq
00 O
01 1
10 1
11 1

LI L DY

Quelques traductions usuelles: "ou”, "a moins que”.

ExempLEs 1.8. (a) Ce médicament peut provoquer des troubles deilibg ou
de la vue.
(b) Simon viendra a moins gqu’il soit malade.

Dernirion 1.9 (Implication, Conditionnelle, 'si.. alors’). Sip et g sont deux
propositions, alors I'implication "sp alorsg” est une proposition qui est vraie si
p est faux, ou bien sp et g sont simultanément vrais. Cette implication est fausse
uniquement si Bntécédant st vrai et leconséquent faux.

Notation: —.

Latable de vérit&le I'implication est la suivante:

P 9 p—qQ
0O 1
01 1
10 0
11 1

Quelgues traductions usuelles: ’si alors”, "implique”, "a pour conséquence”,
"donc”. Limplication p — g sera aussi traduit pap’seulement s, car la propo-
sition "p seulement si” n’est faux que dans le cas quest vrai e est faux, et elle
a donc la méme table de vérité gpe- q.

ExempLe 1.10. (a) Si Jupin a de bons avocats alors il n’ira pas enmriso
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Dernirion 1.11 (Equivalence, 'si et seulement si’). et q sont des proposi-
tions, alors I'équivalencep si et seulement g’ est une proposition qui signifig
si g) et (p seulement si gha valeur de vérité de I'eéquivalencp &i et seulement si
g est la valeur de vérité dgy(— p) A (p — ). L'équivalence p si et seulement si
g’ est donc vraie uniguement pietq ont la méme valeur de vérité.

Notation: «.

Latable de vérit&le I'équivalence est la suivante:

P d p<q
0O 1
01 0
10 0
11 1

Quelques traductions usuelles: "si et seulement si”, Requ a”, "équivaut a
dire” ou "revient a dire”.

Remarque 1.12. La négation est un connectauraire (elle n’a qu’un argu-
ment), alors que la conjonction, la disjonction, I'implicen et I'équivalence sont
des connecteutsinaires(elles ont deux arguments). La conjonction, la disjonction
et 'équivalence sontommutativeslans le sens que les propositigns g etq A p
(respectivemenp v getqV p,oup « getq < p) ont la méme table de vérité.
L'implication n’est pas commutative; les propositioms—» g etq — p n'ont pas la
méme table de vérité.

Remarque 1.13. Attention: "parce que”, "a cause de cela”, "que”, rcat
"puisque” ne sont pas des connecteurs logiques. Ainsi,deémsas p parce que
g’,” p a cause de celg’ etc. ne sont pas des schémas de propositions.

1.3. Formules et langage des propositiond.es symboles du langage abstrait
(langage objet) que I'on va définir sont:

e des lettres de propositiop; q, 1, ...
e des symboless, A, Vv, -,
e des parenthéses: ()

Derniion 1.14 (constructive).

(i) Une lettre de proposition est une formule dite atomique.
(i) Si A estune formule, alorsA I'est aussi.
(i) Si A et B sont des formules, alor&\(A B), (AV B), (A - B) et (A « B)
sont aussi des formules.
(iv) Rien d’autre n’est une formule.

ExempLe 1.15. G(pV g) — (=p A —=q)) est une formule.

Afin d’alleger I'écriture, on convient que I'on peut entvles parentheses
extérieures dans I'assemblage final (et non dans lesiggsitntérmediaires).
Attention: les schémas(p) ou (p — g — r) ne sont pas des formules!
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1.4. Mise en formule et point de vue @8mantique. Pour déterminer la valeur
de vérité d’'une proposition complexe, on peut envisagenéthode suivante:

¢ on fait apparaitre la structure logique de la propositioheedécomposant
en ses constituant atomiques. On obtient alors une fornf)lgi est un
objet dénué de sens ou apparaissent des lettres de fiom®p, q, T, ...
et des connecteurs logiques (/, =, —, ©);

e pour toute les attributions (assignations) possibles teuvsde vérité a la
suite de lettrep, g, r, ... intervenant dans la formuld=§ on calcule la
valeur de vérité du composEg).

C’est laméthode des fonctions (ou tables) de vérité

Pour simplifier I'écriture on conviendra de mettre le symetiba la place derai
et 0 a la place d&aux

La méthode consiste donc a interpréter la forméle(fénuée de sens) comme
une fonction ou les variables sont les lettres de proostprenant leurs valeurs
dans 'ensemble a deux éléments O et 1.

Cette intérprétation d’'une formule comme fonction ddswes de vérité des ses
lettres de proposition considérées comme variableg gsiht de vue sémantique

ExempLE 1.16. Considérons I'énoncé suivant:

L'accusé n’a pu se rendre coupable du crifd que s’il était a New-
York a 18 heures 1&*" janvier [N]. Mais il a été établi qu'il était a ce
moment-la & WashingtdiwV]. Donc il n’est pas coupable du crime.
En utilisant les abréviations entre les crochets, nousraists pour la mise en for-
mule de cette proposition:

(C seulement sN maisW) donc nonC,
ou: (C->N)AW) - -C.

La table de vérité de cette formypeoposition est la suivante:

C N W ((C—N)AW)— -C
0 0 O 1
00 1 1
01 0 1
01 1 1
1.0 0 1
10 1 1
11 0 1
11 1 0

1.5. Propositions logiquement vraies, faussesguivalentes.

DermniTion 1.17. Une formuleA est ditevalide si sa table de vérité ne contient
que des 1.
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Dernrion 1.18. On appelera formule complete d’'une proposifioane for-
mule représentant la proposition donnée telle que leegeutilisées dans cette
représentation désignent des propositions (constitBane contenant aucun con-
necteur logique.

Dermnition 1.19. Une proposition esbgiqguement vraieou tautologiquesi sa
formule compléte est valide.

Une proposition estogiqguement fausseu contradictoire si sa négation est
logiquement vraie.

ExempLE 1.20. La propositioriPaul est malade ou n’est pas malaglt logique-
ment vraie car sa formulp v —p est valide.

Remarques 1.21. (a) Une proposition contradictoire a une formule clétedont
la table de vérité ne comporte que des 0.

(b) Les formules sont réparties en trois classes, a sdesiformulesvalides les
formulescontradictoires et les formulesieutres c.a.d. les formules qui ne sont ni
valides ni contradictoires (formules dont la table det@écobntient a la fois des 0 et
des 1).

DermniTion 1.22. On dit que deux propositions séogiquement équivalentess
leurs formules complétes sont équivalentes, c.a.dlaoméme table de vérité.

On dit gu’une propositioP implique logiqguementne propositior si la propo-
sition 'si P alors Q est tautologique.

Derniion 1.23. Unenthymemaesst une proposition qui semble logiquement
vraie mais qui ne I'est pas car elle contient un implicite 'dsgrit. Et lorsque I'on
compléte cette proposition avec I'argument implicite opaant, on obtient alors une
tautologie.

ExempLE 1.24. La proposition

L'accusé n’a pu se rendre coupable du crifd que s’il était a New-
York a 18 heures 1&*" janvier [N]. Mais il a été établi qu'il était a ce
moment-la a WashingtdiwV]. Donc il n’est pas coupable du crime.

de 'exemple 1.16 est un enthyméme. On a vu dans I'exemp&due cette propo-
sition n’est pas logiguement vraie car sa table de védt#ient un 0. Largument
mangquant est I'argument que I'accusé ne peut pas etravafdek a 18 heures le®l
janvier et & ce moment la aussi a Washington. La formutegieéte avec I'argument
manquant serait alors

((C—-> N)AWA=(NAW)) - -C.

Cette formule est valide (vérifier par la table de véjjt€argument complété est
tautologique.
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2. Logique des pédicats

2.1. Variables et quanteurs.On constate que le langage abstrait des proposi-
tions introduit en Section 1.3 nefii pas pour mettre en formule toutes les propo-
sitions du langage usuel et les propositions mathématigDes exemples sont les
éenoncés

Tout étre humain est mortel
or Socrate est un étre humain
donc Socrate est mortel.
ou
tout éléphant est gros

ou
il existen € N tel quen® = 4.

Ces trois énoncés contiennent en fait dasiables c’est la variablen dans le
troisieme exemple, et une varialdaon explicitement visible dans les premiers deux
exemples (variable qui peut désigner un animal comme pampbe un éléphant ou
un étre humain). En plus, ces trois énoncés contienesuanteurs’tout” (ou
"quelque soit”) et "il existe”. Ces éléments ne peuverd pae traduits en formule
dans le langage abstrait des propositions.

On va donc introduire de nouvelles formules qu’on appelleseschémas de
guantificationou simplemenschémasPar exemple, on mettra

Gx pour xestgros
et
Ex pour xestun éléphant
et on utilisera le symbo¥ au lieu du quanteur "tout” ou "quelque soit”. L'énoncé
Tout éléphant est gradevient alors
YX(Ex— GX).

Attention: I'énoncéx est grosn’est pas une proposition. C’est un prédicat; plus
précisément, un prédicat a une variable. Par con&aphcéTout éléphant est gros
est une proposition (a condition que les termgexset éléephanbnt été definis claire-
ment et sont donc indépendants de tout context, lieu owpeesqui prononce cet
enonce).

De la méme maniére on peut mettre
An pour nestun élément d&
et
Bn pour rf=4,

et on utilisera le symbdl au lieu du quanteur "il existe”. L'enondkexiste un ne N
tel que i = 4 devient alors
An(An A Bn).
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2.2. Formules etlangages de @dicats. Dans cette partie on va donc formelle-
ment élargir le langage des propositions qui était intifbdans la partie 1.3 de ce
chapitre.

Les symboles du nouveau langage abstrait (langage objet)@uva définir
sont:

les lettres de prédicats a 0, 1, ou plusieurs arguments:r, ...
les lettres de variables d’objets ou variables d’'individyy, z, . ..
les quantificateurs?, 3

les symboles=, A, V, —, ©

les parentheses: ()

Remarque 1.25. Les prédicats a 0 arguments ne sont rien d’autreesugrbpo-
sitions définis dans la section précédente.
DermniTion 1.26 (constructive).

(i) Si p est un prédicat a arguments et stq, ..., X, sont des variables, alors

p(Xy, ..., X,) est une formule dite atomique.

(i) Si Aestune formule, alorsA I'est aussi.

(i) Si A et B sont des formules, alor&\(A B), (A vV B), (A — B) et (A « B)
sont aussi des formules.

(iv) Si A est une formule ex est une variable, alorgxA et 9xA sont des for-
mules.

(v) Rien d’autre n’est une formule.

Il faut comparer cette définition du langage des prédiaaéx celle du langage
des propositions (Définition 1.14). Les lettres de profmss sont remplacées par
des lettres de prédicats (qui peuvent en plus dépendneaiu plusieurs variables),
et on a ajouté les symbol#&set 3. Contrairement au langage des propositions, dans
le langage des prédicats pas toutes les formules repeeseates propositions. La
définition suivante peut servir pour reconnaitre les psions.

Dermnition 1.27. Une variable qui apparait dans un quanteur estiéée Une
variable qui n’apparait dans aucun quanteur estlithite.

Un énoncé (resp. une formule) qui ne comporte aucunehblaridre est ditclos
(resp.closg. Un énonceé clos est une proposition.

Dernition 1.28. Lacldture universelléresp.cldture existentiellpd’'une formule
est la formule obtenue en adjoignant au début de cette ferlasiquanteurgx, Yy,
... (resp.dx, Ay, ...) correspondants aux variables libres (s’il en exigig) ... de
cette formule.

2.3. Formules valides et inconsistentes.

DerniTion 1.29. Une formule est ditealide si sa clbture universelle est valide,
c.a.d. sitoutes les instances de sa cloture universaldsvraies.
Une formule est diténconsistentsi sa hégation est valide.
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ExempLE 1.30. Considérons la formule
(1.1) -(YXFXA =FYy).
La seule variable libre est la variabfeLa cloture universelle est donc
Yy=(YXFX A =Fy).

Par la loi de De Morgan (voir la Proposition 1.35 en bas), ecétirmule est
équivalente a
YY(=YXFxV ==Fy).

Comme--Fy et Fy sont équivalentes, on peut ré-écrire
Yy(=YXFxV Fy).

Comme-pV getp — gsont équivalentes, on simplifie pour obtenir
YY(YXFX — Fy).

Cette derniere formule est valide, car

e siVYxFxest faux, alors 'implicatioryxFx — Fy est vraie, et
e si YxFxest vrai, alorg-y pour toute valeur dg (intérprétation sémantique
deV) et donc I'implicationYxFx — Fy est vraie.

Ainsi, la formule (1.1) est valide.
ExempLe 1.31. La formule
AXFXA VX=F X
est inconsistante.

3. Modes de raisonnement

3.1. Raisonnement par table de érité.

PrincrpE 1.32. Afin de démontrer qu’une formule est valide, on vérifue sa
table de vérité ne contient que des 1 (Définitions 1.17.29)1 Afin de démontrer
gue deux formules sont équivalentes, on montre qu’elletaanéme table de vérité
(Définition 1.22).

ProprosiTion 1.33 (Transitivité de I'implication)La formule suivante est valide:
(p=ahAr(@—r1)) > (p—or)

DemonsTtrATION. On €écrit la table de vérité:

r{p-aAr@—-rn)—(p-r)

PRPRPPRPOOOODT
PRPOORERLROOQ
RPORFRPRORFRORFRO
RPRRPRPRPRRR
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O

La proposition suivante est une conséquence immédiatéa deroposition
précécente.

ProposiTion 1.34 (Transitivité de I'équivalence).a formule suivante est valide:
(pegar@er)—(per).

Proposition 1.35 (Lois de De Morgan).Les formules suivantes sont
équivalentes:

@ -(prQ) et -pv-q,
(b) -(pva) et -pA-q
DemonsTrATION. (@) On écrit la table de vérité

p g ~(pAdg) —-pVv-q
00 1 1
01 1 1
10 1 1
11 0 0

(b) On écrit la table vérité
~(pva) -pA-q

PP, OODT
ROPRFRrOoOQ
(ool
(ool

3.2. Raisonnement par implications. fgle du modus ponens.

PrincipE 1.36 (Modus ponens). i est vraie et sp — ( est vraie, alorg] est
vraie.

Ainsi, pour démontrer une propriéf(conséquence) partant d’'une proposition
vraieH (hypothése), on démontrera

H - PO, PO 4 Pl, e eey Pn_l = Pnetpn = C.
ExempLE 1.37.

Exercice 1.38. (1) Montrer sans calculer des dérivées que la foncéfinie par
f(x) = e’ijll est croissante s(R, .
(2) Montrer que I'ensemble des sommes de deux carrés disrgst stable par mul-
tiplication.

(3) Les formules

(p—0q) —>r)—>(p—r)
ou
(P=PAr(@—T1)—>(p—T)
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sont-elles valides?

(4) Montrer que si une fonctioh : R — R est dérivable en un poing, alors elle est
continue erxg.

(5) Sachant que pour tonte Nl'ona Y,y (k=
lronayy,(2k—1)=n?

"D 'montrer que pour tout € N*

3.3. Raisonnement pag€quivalences.

PrincieE 1.39. On établit I'équivalencep < q a l'aide d'une chaine
d’équivalences car I'équivalence est transitive (Psifan 1.34).

Exercice 1.40. (1) Résoudre daris en raisonnant par équivalences I'équation
VX2 + 2 = 3X.
(2) Résoudre dans en raissonant par équivalences I'équatios z
(3) Trouver toutes les fonctions réelles dérivablesfiat y =y.

3.4. Raisonnement par disjonction des cas.
ExempLE 1.41. On montre que la formule suivante

antécédent conséquent
est valide.

e Sil'antécédent est faux, alors I'implication dans (F)esie.

¢ Sil'antécédent est vrai, alops— ( et—q sont simultanément vraies, c.a.d.
p — g est vrai etg est faux. On en déduit alors qug est vrai, c.a.d. le
conséquent dans (F) est vrai. Donc, I'implication danse@t)vraie.

Comme lI'antécédent est soit vrai, soit faux, on concl () est valide.
Exercice 1.42. (1) Montrer que pour toute N on a: 3n(n? + 2).
(2) Montrer que
(pvaA(p—r)A(@—r)) —>r
est valide.

(3) Calculer les parties réelles et imaginaires de ()f' pourn € Z.
(4) Montrer que la proposition suivante est vraie:

Hx(xeR\Q/\x‘/EeQ.
3.5. Raisonnement par I'absurde.

PrincieE 1.43. Pour démontrer la propriétg on suppose-p (hypothése du
raisonnement par I'absurde) et on en déduit une contradiat.a.d. une proposition
g telle queq et —q soient vraies. On conclut alors gqpeest vraie.

Exercice 1.44. (1) Montrer que la formule
(=p—(QA-Q)—p

est valide.
(2) Montrer gqu'’il n'existe pas de surjection de 'ensemBlevers P(E), ensemble
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des parties d€&.
(3) Montrer que la proposition suivante est vraie:

Ix(xe R\ QA X2 e Q.

(4) Montrer que I'ensemble des entiers naturels premianést.
(5) Montrer gu'on a

V2 ¢ Q.
3.6. Raisonnement par contraposition.
ProprosiTioN 1.45. Les implications p— g et—-q — —p sont équivalentes.

Cette proposition, qui se demontre facilement a I'aidend’ table de vérité, jus-
tifie le principe suivant.

Principe 1.46. Pour démontrer I'implicatiop — g, on démontre-q — —p.

Exercice 1.47. (1) Montrer que la relatiop est antisymétrique daris
(2) Montrer que la formule

(p—0q) & (-q— -p)

est valide.
(3) Montrer que pour tout(y) € R*ona ik #y) — (X # y°).
(4) Montrer que sé € R \ 27Z, alors la suited"),.«; diverge.

3.7. Raisonnement par écurrence.
PrincieE 1.48. Pour démontrer que la proposition
¥n((n € N) - P(n)),

est vraie on peutféectuer les deux étapes suivantes:
(i) On prouveP(0).
(i) On prouve que sP(n) est vraie pour un certaime N, alorsP(n + 1) est vraie.

Remarque 1.49. Une variante du raisonnement par récurrence esiarge:
(i) On prouveP(0).
(i) On prouve que sP(0), ..., P(n) sont vraies pour un certame N, alorsP(n+ 1)
est vraie.

n(n+1)
5> -

Exercice 1.50. (1) Montrer que pour toute N 'ona Y ok =
(2) Montrer que pour tout € N 'on a Y k3 = (221,
(3) Montrer que pour des entieks< n, le nombre de sous-ensemblek @éments
d'un ensemble & élements ety = ;-
(4) Montrer que sa € N, alors pour touh € N 'entier (@ + 1) —a(n+ 1) — 1 est
multiple dea?.
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3.8. Raisonnement par contre-exemple.
ProprosiTion 1.51. Les propositionsYxP(x) et 3x-P(x) sont équivalentes.

Principe 1.52. Pour démontrer que la propositioxP(x) est fausse, on trouve
tel que—-P(Xxo) soit vraie.

Exercice 1.53. (1) Montrer qu’un nombre entier divisible par 6 et parest pas
nécessairement divisible par 24.
(2) Montrer que lintersection de deux disques dans le plastipas nécessairement
convexe.



CHAPITRE 2

Théeorie des ensembles

1. L'approche naive a la théorie des ensembles

En 1895, Georg Cantor donnait la définition suivante d’useenble:

Nous appelongnsembléoute réunionM d’objets de notre concep-
tion, déterminés et bien distincts, que nous nommeéatEmentsie
M.

ou

Un ensembleest une collection dobjets (que I'on appelle eléments
de I'ensemble), ou une multitude qui peut étre comprisermemn
tout?

Cantor utilise les lettres majuscules pour les ensemhiéss &ettres minuscules
pour les éléments d’ensembles. Comme lui, nous utilinstation
M= {xy,c}

pour écrireen extensioiensembleM qui contient exactement les élémeRrty et
c. Notons que I'elément est bien distinct de 'ensembj{&} qui contientx!

Nous allons en plus adopter le point de vue extensionnaliglentifier deux
ensembles qui contiennent les mémes éléments. Ainsgxganple, les ensembles

{1,1,2}et{l, 2}

sont égaux.
Soitc le nombre de sdiles que Jules César a fait le dernier jour avant sa mort.
D’apres la définition de Cantor,

E ={2000Qc}

est un ensemble. C’est 'ensemble qui contient exacteneembinbre 20000 et le
nombrec. D’apres le point de vue extensionnaliste, nous ne poupassavoir si cet
ensemble contient un élément ou deux, car il est touttgpéasible que = 20000,
auquel cas on aurdi = {2000Q.

Quelques notations:
Nous écrivonx € E pour direx appartient a Eou x est élement de.E

lL’original en allemand est: Unter einer 'Menge’ verstehenjade Zusammenfassurg von
bestimmten, wohlunterscheidbaren Objektennserer Anschauung oder unseres Denkens (welche
die 'Elemente’ vonM genannt werden) zu einem Ganzen.

17
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Nous dirons qué est unepartie (ou: unsous-ensembjele F si tout éléement d&
est aussi un élément die et nous écrivons tout cout ¢ F. Plus formellement,

EcF o Vx(xeE—-xeF)

Si E et F sont deux ensemblé&gaux nous écrivon€ = F. Avec notre définition
de la partie et avec le point de vue extensionnaliste, on a

E=F o (EcFAFCE).

Nous définissons leeunion EU F comme I'ensemble qui contient tous les éléements
deE et deF, et I'intersection ExF comme I'ensemble qui contient tous les éléments
qui appartiennent a la foisi& et aF. La difféerence E\ F est 'ensemble de tous
les éléements daris qui n'appartiennent pask. SiF c E, alors nous notons aussi
CeF = E\ F et nous appelonSgF le complémentle F dansE. Enfin, ladiférence
symétrique RF est 'ensemble défini p&aF = (E\ F) U (F \ E).

Il est important a noter que I'approche naive a la treedes ensembles (basée
sur la définition de Cantor) est malheureusement conti@dee comme Bertrand
Russell a demontré. Il a considéré I'ensemiBlele tous les ensembles qui ne se
contiennent pas eux-mémes:

(2.1) E ={F : F estensemble ¢t ¢ F}.

Si E € E, alors par la définition d&, E ¢ E. Mais siE ¢ E, alors par la définition
deE, E € E. On obtientdon& € E A E ¢ E, ce qui est contradictoire.
Bertrand Russell a aussi formulé la variante suivante:

Epiménides, le crétois, dit: tous les crétois sont destmes. Est-ce
que Epiménides est un menteur?

2. Approche axiomatiquea la théorie des ensembles

Dans la suitetoutesles lettres désignent des ensembles!!!

Dans cette partie, on va introduire la théorie des enseébjertir de quelques
axiomes. Par "définition”, un axiome est une régle saessses. Ou un axiome
est par définition un théoreme vrai qui ne nécessite patedhonstration.

2.1. Laxiome de I'extensionali€. Le premier axiome nous dit quand est-ce
gue deux ensembles sont égaux; encore une fois, nous addpt@oint de vue
extensionnaliste. Le premier axiome explique la significatu symbole= dans la
théorie des ensembles (voir le paragraphe précédent).

Axiome 1 (Extensionalité). Deux ensembles qui contiennent lesas éléments
sont égaux.
En langage des prédicats:

YEVF (YX(xe E & xeF) > E=F.
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Nous rappelons que d’apres cet axiome, deux enserilde§ sont égaux si et
seulement st c F etF c E. C’est cette caractérisation de I'égalité qu’on uélis
d’habitude pour montrer que deux ensembles sont égaux.

2.2. Laxiome de la compghension. Le deuxieme axiome permet de constru-
ire des ensembles a partir d’'un ensemble donné et desgé@pdonnées.

Axiome 2 (Compréhension). & est un ensemble &x est une propriété, alors
il existe I'ensemble
{xe E:Px.

Notons que cet axiome de compréhension marque uf@ehce importante par
rapport a I'approche naif a la théorie des ensemblesrsAdue la définition de
Cantor implique que

{X: x est un ensembje

est un ensemble ('ensemhlaiverselde tous les ensembles!) et que
{X: xestun ensemble a&t¢ x}

est aussi un ensemble ('ensemble du paradoxe de Russ®&Rionhe de
compréhension (Axiome 2) ne garantit pas que I'ensemhletsel estraiemenun
ensemble. Au contraire: avec I'axiome de compréhensigmeah méme démontrer
gue I'ensemble universel n'existe pas! En particulier,nenpeut pasonstruire
'ensemble de tous les ensembles qui ne se contiennent paséues. Le paradoxe
de Russell qui montrait que I'approche naif a la théoeie ensembles est contradic-
toire n’a donc plus de sens. Si on voulait demontrer que $&esye d’axiomes que
nous allons présenter ici est contradictoire, il faudnatver une autre contradic-
tion.

ProrosiTion 2.1. On suppose les Axiomes 1 et 2. Alors pour tout ensemble E il
existe un ensemble F tel quedE.

DemonsTrATION. SOit E un ensemble quelguonque. On définit
F:={xeE:x¢x.

D’aprés I'’Axiome 2,F est un ensemble. On montre gt E. Pour cela, on fait un
raisonnement par I'absurde.

Supposons alors gue € E. Alors deux cas sont possibles. SBite F, soit
F ¢ F. SiF ¢ F, alors par définition dé&, on obtientF € F. De méme, par la
définition deF, siF € F, alorsF ¢ F. On a donc trouv& € F etF ¢ F, ce qui est
une contradiction. Ainsi, I'hypothede € E est faux, c.a.dF ¢ E. |

RemarqQuE 2.2. Le raisonnement dans cette démonstration (dispmdies deux
casF € F etF ¢ F) est celui qu’on utilise dans le paradoxe de Russell, mais ic
c’est nécessaire quec E.

Les Axiomes 1 et 2 sont déja ffisants pour définir I'intersection de deux en-
sembles et de dire que elle est de nouveau un ensembile.
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Dermnition 2.3 (Intersection). Soieri, F deux ensembles. On définit
ENnF:={xeE:xeF}

et on appell€E N F I'intersectionde E et deF. D’aprées I'’Axiome 2, I'intersection
E N F est un ensemble.

Ona
ENnNF=FnE.

En dfet, on a

XeEENF & XeEAXxeF
« XeFAxeE
« XeFnE.

L'égalittENnF = F N E est donc une conséquence de I’Axiome 1 et de la définition
de lintersection.

DermniTion 2.4 (Différence). Soieri, F deux ensembles. On définit
E\F ={xeE:.x¢F}

et on appelleE \ F la differencede E et deF. D’apres I’Axiome 2, la diférence
E \ F est un ensemble.

2.3. Laxiome de I'existence.
Axiome 3 (Existence). Il existe un ensemble.

On suppose les Axiomes 1-3. S&tun ensemble (qui existe d’apres I’Axiome
3). Alors on peut définir

0:={xeE:x=+x.

D’apres I'Axiome 2,0 est un ensemble. On appeld’ ensemble vide D’apres
’Axiome 1, I'ensembled est unique (sa définition ne dépend par exemple pas de
'ensembleE de départ). Lensemble vide est le premier (et jusqu’icdal!) en-
semble concret.

L'axiome de I'existence sera plus tard remplacé par unragiplus fort, notam-
ment par 'axiome de I'existence d’'un ensemble infini.

2.4. L'axiome de lareunion. L'existence de laréunion de deux ensembles n’est
pas encore garanti apres les premiers trois axiomes, dikril ffaut un axiome
supplémentaire pour garantir cette existence. Il y a dearsion de I'axiome de
I'existence de la réunion: I'existence de la réunion daxdensembles (ou d’'un
nombre fini d’ensembles), et I'existence de la réunion d'temille quelconque
d’ensembles.

La premiere version est la suivante.
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AxiomE 4 (Réunion). SE etF sont deux ensembles, alors il existe un ensemble
qui contient tous les éléments Heet deF.
En langage des prédicats:

VEVFIAG((xe EVvXxe F) - xeG).

Dernition 2.5. SoienE etF deux ensembles, et s@tun ensemble qui contient
tous les eléments de et deF (un tel ensemble existe d’apres I’Axiome 4). Alors
on définit

EUF ={xeG:xeEVXxeF},
et on appelleE U F la reunion deE et deF. D’apres '’Axiome 2, la réunion est un
ensemble.

La définition de la réunion ne dépend pas de I'enserGbikapres I’Axiome 1.
En plus,ona
EUF=FUE.

La deuxiéme version de I'axiome de la réunion est la su@an

Axiome 4’ (Réunion). Pour tout ensembleil existe un ensemble qui contient
tous les éléments des élémentdde
En langage des prédicats:

YEAF VxVX((xe XA X e E) - xeF).

RemarQUE 2.6. Attention: les deux axiomes de la reunion sont indépats I'un
de l'autre, c.a.d. le premier n'implique pas le deuxiemeiee versa! Le deuxieme
axiome de la réunion impliquerait le premier si pour tout gaet F d’ensembles on
savait queE, F} est un ensemble. Mais I'existence de I'ensemBlg-} n’est pas
garantie avec les Axiomes 1-3.

2.5. Laxiome de 'ensemble des parties.

AxiomE 5 (Ensemble des parties). Biest un ensemble, alors il existe un ensem-
ble qui contient toutes les parties Be
En langage des prédicats:

VEIPVF (FCE — F e P).

DerniTiON 2.7. SOItE un ensemble, et sdit un ensemble qui contient toutes les
parties deE (un tel ensemble existe d’apres I’Axiome 5). Alors on digfin
PE)={FeP:FcP},
et on appellé?(E) I'ensemble des partiele E.

L'axiome de I'ensemble des parties nous permet de constd@mouveaux en-
sembles. Rappelons que I'ensemble Widst toujours le seul ensemble concret dont
nous savons I'existence. Certaineméngst une partie d@, et c’est en fait la seule
partie ded (pourquoi?). D’apres I’Axiome 5 et la Définition 2.7 nousvens alors
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gue{0} est un ensemble. Attentiof®} n’est 'ensemble vide, mais c’est 'ensemble
qui contient) comme seul élément.

Nous constatons ensuite gdiet {#} sont deux parties de I'ensemljl¥, et que
ce sont en fait les deux seules parties (pourquoi?). Airaprds I'’Axiome 5 et la
Définition 2.7, nous savons qi@, {0}} est un ensemble.

Si nous continuous ce procédé de construire 'ensemislpaies, nous voyons
gue I’Axiome de I'ensemble des parties (avec I'’Axiome deibéence d’'un ensem-
ble) garantit I'existence d’une infinité d’ensembles. Gats

0,

{0},

{0,{0}},

{010}, {{0}}, {0, {0}}},

Malheureusement, aucun des ces ensembles contient uriteidfeglements, et en
fait, I'existence d’'un ensemble infini (pratiquement, Is®ence deN) est seule-
ment la conséquence d’'un autre axiome que nous allonsteistans le troisieme
chapitre.

3. Le produit cartésien

DermniTion 2.8 (Couple ordonné). Soiektet F deux ensembles, et soient E
ety € F. Alors on définit lecouple ordonné&x, y) par

(xy) = {{x} {x y}}.

On doit vérifier si &, y) est vraiement un ensemble dont I'existence est assuré
par les Axiomes 1-5. Premierement,

{(Xx}={zeE.:z=x}
et
{X,y}={ze EUF :z=XxVvz=Yy}
sont des ensembles; en fait, ce sont tous les deux partieslde. On utilisera
'’Axiome 4 de la réunion et I’Axiome 2 de la compréhensiooup voir ¢ca. Par

I’Axiome 5 de I'ensemble des partie®(E U F) est un ensemble, ¢k}, {x,y} €
P(EUF). Donc

{{xL{xy={ze P(EUF) :z={x}vZ={XY}}
est un ensemble (on applique I'’Axiome 2 de la compréhereiaore une fois), qui
est partie d&?(E U F), ou élement d®(P(E U F)).

Le lemme suivant justifie d’appelex,fy) couple ordonné. La propriété dans
le lemme suivant sert des fois comrdéfinition de couple ordonné&, mais nous
préférons de définir le couple ordonné comme un ensemble
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LemME 2.9. On a
(xy) =(X.y),
si et seulement si
x=X et y=Y.
DemonstrATION. Premierement, I'implication

(X=X Ay=Y) = (xy) =(X.Y)

est une conséquence de la définition du couple ordonné.
Puis, on a les équivalences

(xy) =(X,y) e {x,{xy={xXL{X.y}
o {x} € {{X},{X, Y /\{Xy {IXLAX,Y A
AMX'} € {{x}, { X,y e {{x, {xy}}
o (X = {x} X,y A
A(X Y} = }v{xy X,yhHA
AX} = v{x ={XyhA
A(x,Y ={xVI{X,Y}={x¥})

On va distinguer plusieurs cas. Premierement,

X ={XIA Xyl =Xy} - x=XA{xyl={XY]}

— X=X A(y=xvy=Y)Ar{xy ={X,Y}
- (x=X=yv(x=XAy= y))/\ Xy} =1{X,y}
- X=X=y=yVv(XX=XAy=Y)
- (X=X Ay=Y).
Deuxéemement,
={X,YIA Xyl =Xy} = x=X =y A{xy={XY}
- X=X =y A{xy}={X]}
- Xx=X=y=Y
- (x=XAy=Y).
Troisiemement,
=X, ¥YIA XY ={X}] - Xx=X=yYAX=y=X
- X=X =y=Yy
- (X=X Ay=Y)

Quatriemement,

X={XIA{XYy={X} > Xx=XAx=y=X
- x=X=yV.
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Dansle quatrleme cas, la proprleetéy’ {x}V{X,y} = {X,y} devient simplement
{X,y'} = {x}. Ceciimpliquex = X = Yy, et avec le quatrieme cas, on obtient

x=X=y=Y.
Donc, dans tous les cas= X ety =Y. O

Derintrion 2.10. SoienE et F deux ensembles. On définit peoduit cartésien
E x F par

ExF:={ze PP(EUF)):Ixe Edye F (z=(x¥))}.

Le produit cartésien est un ensemble d’apres les Axiomteb4(gui impliquent
queP(P(E U F)) est un ensemble) et d’apres ’Axiome 2 de compréhension
Afin d’allegér la notation, on va noter

(XY, 2) au lieu de (k,Y), 2) ou (x, (y, 2)
et
ExFxGaulieudeExF)xGouE x (F xG).

De maniére similaire pour les produits cartésiens derqumat plus d’ensembles.

DermniTion 2.11 (Relation). SoienE et F deux ensembles. Unelation de E
dans Fest une parti®RdeE x F. SiE = F, alors on dit simplement quR est une
relation dans E SiR c ExF est une relation, alors on écrRyau lieude K, y) € R.

4. Relations déquivalence

DerniTioN 2.12. SOItE un ensemble. Une relationdansE est appeléeslation
d’équivalencesi les trois propriétés suivantes sont satisfaites:

() (Reflexivité) Quelque soix € E, on ax ~ x.
(i) (Symétrie) Quelque soit, y € E, on ax ~ y si et seulement si ~ X.
(i) (Transitiviteé) Quelque soik, y, z€ E, six ~ yety ~ z alorsx ~ z

ExempLE 2.13. Supposons que I'ensemlileest déja construit. On dit qu'un
nombren € Z est divisible par 3, s’il existe un entien € Z tel quen = 3m. On
définit une relation- dansz par

X~y & Xx-yestdivisible par 3

Cette relation- est une relation d’équivalence, parce que:
() Si x € Z, alorsx — x = 0 est divisible par 3. Dong ~ X pour toutx € Z, c.a.d.~
est reflexive.
(i) Si x, y € Z, et six ~ y, alorsx — y est divisible par 3. Alory — x est aussi
divisible par 3, et dong ~ x. Ainsi, ~ est sym'etrique
(iii) Si x,y, z€ Z sont tels quex ~ y ety ~ z, alors<* et &* sont des entiers. En
prenant la somme, on voit qug? est entier, c.a.ox ~ z A|n5| ~ est transitive.

Bien sur, dans cet exemple, le nombre 3 peut étre rempkacé’importe quel
autre nombra € Z \ {0}.
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DerntTion 2.14. SoitE un ensemble, et soit une relation d’équivalence dans
E. Pour toutx € E on définit laclasse d’équivalence par

Xx:={yeE:x~yhL
En plus, on définit 'ensemblE/F de toutes les classes d’équivalences par
E/~={AeP(E): Ixe E (A= X)},

et on appell€E/ ~ le quotient de E par la relation-.

Derintrion 2.15. SoitE un ensemble. Ungartition PdeE est un sous-ensemble
de®P(E) vérifiant les trois propriétés suivantes:
() YVAe P(A+0),
(i) YA, Be P(A# B— An B =0), c.a.d. les ensembles dahsontmutuellement
disjoints et
(i) Uaer A= E.

ProposiTion 2.16. Soit E un ensemble non-vide, et seit une relation

d’équivalence dans E. Alors 'ensemble des classes diatgnces E ~ est une
partition de E.

DimonstraTION. (i) Pour toutx € E on ax ~ x par réflexivité de-. Donc,x € X,
ce qui impligue que toute classe d’équivalence est noa-vid
(i) On démontre I'implication
VX, yEE (X#y— XNy=0)
par contraposition. Supposons quey # 0. Alors il existe un élémergdansxny,
et pour cet éléemerzon a

X~zety~z
Comme la relation- est symétrique et transitive, ceci implique
X~ Y.

On démontre gqu'alors = y. En fait, siu € X, alorsx ~ u. Comme on a aussi
X ~ Yy, et comme~ est symétrique et transitive, on obtignt- u, et doncu € .
Inversement, su € y, alorsy ~ u. Comme on a aussi ~ Yy, et comme~ est
symeétrique et transitive, on obtiert~ u, et doncu € x. On a donc démontré que
X =y (Axiome 1) sixNy # 0.
(iii) En utilisant la propriétéx € x, on obtient
E=|Jixc| JxcE,
xeE xeE
ou, d’'apres I'Axiome 1E = | J,.g X m|

ExempLE 2.17. Soit~ la relation surZ qui a été définie dans 'Exemple 2.13.
Alors la classe d’équivalence qui contient O est

0 = {xeZ:x~0}
= {xeZ: xestdivisible par 8
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et de maniere similaire,

1={xeZ:x-1estdivisible par B

et -

2={xeZ:x-2estdivisible par B

On voit que5u 1U2 =7, etdonc, d’apres la Proposition 2.16, il n'y a pas d’autres
classes d’équivalences. Par exemple, 6n=a3, car O~ 3.

On trouve alors que le quotient d& par la relation d’équivalence (ou:
'ensemble des classes d’équivalences) est donné par

Z/ ~={0,1,2}.

Ce quotient sera aussi nGtg¢3Z.

La proposition suivante est une réciproque a la Proursi16.

ProrosiTion 2.18. Soit E un ensemble non-vide, et soit P une partition de E.
Alors la relation~ définie par

X~y & dAeP (xeAAyeA

est une relation d’équivalence dans E, ¢tE P.

5. Relations d’ordre

DerniTioN 2.19. SoitE un ensemble. Une relatiandansE est appeléeslation
d’ordre dans Esi les trois propriétés suivantes sont satisfaites:

() (Reflexivité) Quelque soik € E, on ax < X.
(i) (Anti-symétrie) Quelque soix,y € E, six<yety < x, alorsx =y.
(i) (Transitiviteé) Quelque soik, y, z€ E, six <yety < z alorsx < z

Un ensemble muni d’'une relation d’ordre estalidonné

ExempLE 2.20. SoitE un ensemble, et sof’(E) 'ensemble des parties de.
Alors l'inclusion c est une relation d’ordre daff¥E). (Exercice).

ExempLE 2.21. On suppose que I'ensemiledes entiers relatifs est déja con-
struit. SoitN* = N \ {0}. Pour deux éléments m € N* on définit

nm :& ndivisem

Alors | est une relation d’ordre daibé. En fait:

(i) Quelgque soin € N* on a quen divisen, oun|n. La relation| est donc reflexive.
(i) Quelque soin, m € N*, sin divisem, et simdivisen, alorsn = m. La relation|
est donc anti-symétrique.

(i) Quelque soitk, n, m € N*, sik divisen, et sin divisem, alorsk divisem. La
relation| est donc transitive.

DerntTION 2.22. SOItE un ensemble, et soit une relation d’ordre dans. Soit
AcCcE A+0.
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(i) On dit que I'ordre estotal si
¥x,ye E (x<youy<Xx).

(i) On dit que 'ordre espartiel, s’il n’est pas total.
(iif) On dit quem € E est unmajorant(resp.minoran) de A si

¥Yxe A(x<m) (resp. (n<Xx)).

(iv) Ondit queM € A est unplus grand élémer(resp.plus petit élementde A
si M est un majorant dA (resp. un minorant da).

(v) Ondit quem € E est unéborne supérieuréresp.borne inféerieurg@ de A, et
on notem =: supA (resp.m =: inf A), simest le plus petit des majorants
(resp. le plus grand des minorant).

(vi) On dit queM € E estmaximaldansAsiM € Aetsi

Vxe AM<x— M=x).
(vii) On dit queM € E estminimaldansAsiM € A et si
VXe A(X<M - M =Xx).

ProprosiTioN 2.23. Soit E un ensemble ordonné, et soitcAE tel que A+ 0.
Si A admet un plus grand élément (resp. un plus petit @énresp. une borne
supérieure, resp. une borne inférieure), alors cet@at est unique.

DemonstrATION. SoientM et N deux plus grand eléments dafssAlors M € A,
N € A, etM et N sont des majorants d&. CommeM est majorant deéd, alors
N < M. CommeN est majorant dé, alorsM < N. Comme la relation d’ordre est
anti-symeétrique, on obtient g = N. Donc, il y a au plus un plus grand élément
dansA.

D’une maniere similaire, on montre qu’il y a au plus un plesifelément.

Le fait qu'il y a au plus une borne supérieure et au plus umadmférieure de
A est une conséquence de la définition de la borne supéremnme plus petit des
majorants (resp. de la borne inférieure comme plus graadsminorants) et de ce
gu’on vient de démontrer sur I'unicité du plus petit (repjus grand) élément. o

ProprosiTioN 2.24. Soit E un ensemble ordonné, et soitcAE tel que A+ 0.
Alors I'éléement Me E est le plus grand éléement (resp. plus petit éléemens dieet
seulement si M= A et M = supA (resp. M= inf A).

ProposiTioN 2.25. On considere I'ensemble ordon(# <). Soit Ac R non-vide,
et soient m, Me R. Alors
(i) M = supA si et seulement si

VXxe A(X< M)etVe >03x, € A(M-e<x,), et
(i) m = inf A si et seulement si

¥Yxe A(m< x) etVe > 03dx, € A(X. < M+ &).
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ExempLes 2.26. (i) DansR, <) l'intervalle A = [0, 1[ admet un plus petit €lément
(qui est 0), mais pas de plus grand élément. De plusAsuf et infA = 0.
(i) Dans Q, <), 'ensembleA = {x € Q : x* < 2} n’a pas de borne supérieure, et
donc a fortiori pas de plus grand élément.
(iif) Dans (N*, |), tout nombre premier est minimal.
(iv) Dans P(Q2),c) on a supA, B} = AuBetinf{A, B} = AnB.

6. Fonctions et applications

DerniTion 2.27 (Fonction, application). Soielt et F deux ensembles. Une
fonctionde E dansF est une relation d& dansF ayant la propriété que i X € E
ety € F sonttels queX,y) € f et (X,y) € f, alorsx = X. Si (x,y) € f, alors on
appellex 'antéecédant dg, ety I'image dex. On note

f:E — F,
X B y=f(X

pour dire quef est une fonction d& dansF, et quef(x) est 'image dex.
Si f est une fonction d& dansF, alors nous appelons

D(f) :={xeE:3dyeF(xy)e f}

le domaine de définition d&. C’est donc I'ensemble de tous Iegjui possedent une
image.

Uneapplicationde E dansF est une fonction d& dansF donc le domaine de
définition estE.

La fonctionf = 0 est appelée lgonction vide

DermniTion 2.28 (Injection, surjection, bijection). Soieltet F deux ensembles.
On dit qu'une fonctionf de E dansF est
- injectivesi

VX, ye E(f(x) = f(y) » x=Yy),
- surjectivesi
Yye Faxe E(f(X) =y).

Uneinjection est une application injective. Ursrjectionest une application sur-
jective. Unebijectionest une application qui est injection et surjection.

ExempLE 2.29. SoitE un ensemble. ldpplication identiquelg : E — E définie
par X(x) = x est une bijection.

Dermnvition 2.30 (Composition de fonctions). Soief F et G trois ensembles.
Sif:E - Fetf:F — G sontdeux fonctions de domaine de définition respectifs
D(f) etD(qg), alors lacomposée gf est la fonction d& dansG définie paigo f(X) =
g(f(x)), son domaine de définition étant I'ensembi@ o f) = {x € E : x € D(f) et
f(x) € D(9)}-

ProprosiTioN 2.31. La composée de deux applications (resp. injections, 1|sp.
jections, resp. bijections) est une application (respeation, resp. surjection, resp.
bijection).
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ProprosiTion 2.32. Si f est une bijection de E dans F, alors il existe une unique
bijection g de F dans E vérifiantgf = 1g et fog = 1.

Dernition 2.33 (Bijection réciproque). Soit une bijection deE dansF. Alors
'unique bijectiong deF dansE vérifiantgo f = 1¢ et f o g = 1¢ (Proposition 2.32)
est appelébijection réciproqueet on noteg =: 1.

Dernition 2.34 (Images directes et réciproques). SoitE — F une fonction,
et soientA c E, Bc F. On pose

f(A) = {yeF:3Ixe A(f(X) =y)} et
f7(B) = {xeE:3JyeB(y= (X)),
et on appellef (A) I'image directale A, et f~(B) I'image réciproquele B.

Prorosition 2.35. Soient f: E — F une fonction et Ac E, B c F pouri € I.
Alors
() f(ALU Ay = f(A) U F(A),
(i) f (Uia A) = Uiar F(A),
(i) f Y(BL U B,) = f1(By) U f4B,),
(iv) Y (Uia B) = Uia F74(B)),
(v) (BN By) = f~1(By) N f1(By),
(vi) 75N B) = Nier F74(BY),
(vii) f2(CeB) = Cef(B).

Exercice 2.36. Donner un exemple qui montre qu'en générgh; N Ay) #
f(A) N f(Ay). Est-ce qu'au moins une des inclusioi(@\; N Az) > f(A) N F(AY)
ou f(ALNAy) c f(A) N f(Ay) estvraie?

Exercice 2.37. SiE etF sont deux ensembles, alors on nBfepour I'ensemble
des applications dE dansF.
(a) Montrer que SE contientn éléments, et sF contientm élements, alor$~
contientm” éléments.
(b) Trouver une bijection entr® x R -le produit cartésien - ek? - 'ensemble de
toutes les applications de 2 (vu comme un ensemble; voiolehain chapitre) eR.

7. Lois de composition

DerniTion 2.38. Undoi interne T surE est une applicatiof : ExXE — E. On
notexTyau lieu deT(x,y) 'image de &,y) € E x E.

Une loi externesur E a domaine d’opérateurs daKsest une applicatiol :
K x E — E. On noteAT xau lieu deT (4, X) 'image de @, X) € K x E.

ExempLEs 2.39. (i) L'addition+ et la multiplication- sont des lois internes dans
R (resp.N, Z, Q).
(i) Si E est un ensemble, alors la compositoast une loi interne dans I'ensemble
des applications de dansE.
(i) Si E est un ensemble, alors I'intersectioret la ditérence symétriqua sont
des lois internes dariyE) (I'ensemble des parties dg.
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DeriniTioN 2.40. SoitE un ensemble. Une loi interriesur E est dite
- commutativesi Vx, y € E on axTy=yTXx
- associativesiVx, y, ze Eona Ty Tz= xT(yT2,
- distributivepar rapport a une deuxieme loi interf@siVx, y, ze EonaxT(yS3 =
(XTYS(XT2 et (xXSYTz= (XTIS(YT 2.
La loi interneT admet urélément neutre e E si¥x € E on axTe= eT x= x. Si
T admet un €lément neutre, alors un élément inversedE est un élement’ € E
tel quexTX = XTx=e

LemMmE 2.41. Soit E un ensemble, et soit T une loi interne sur E. Alors:
(i) il existe au plus un élément neutre, et
(i) si T admet un élément neutre et si T est associativasgbour tout xe E il
existe au plus un élément inverse.

DimonsTrATION. (i) Soiente ete deux éléments neutres. Alors
e=eT§é,
parce que est eléement neutre, et
eTé=¢,

parce ques est éléement neutre. Done= €, ce qui veut dire qu’il existe au plus un
elément neutre.

(i) Soit e € E I'élément neutre. Soix € E, et soient<, X" € E deux éléments
inverse. Alors, comme est élément neutre, et comrréest elément inverse de

X =XTe=XT(XTX').

De la méme maniere,
X'=eTX =(XTXTX".

CommeT est associative, on obtient dorc= x’, ce qui veut dire qu’il existe au
plus un élément inverse. |

ExempLes 2.42. (i) Laddition+ et la multiplication- dansR sont commutatives
et associatives, et la multiplication est distributive yzgoport a I'addition. L'élément
0 est un élément neutre pour I'addition, et 1 est un ét@meutre pour la multipli-
cation.

(i) Si E est un ensemble, et si

SymE) ;= {f € P(E X E) : f est une bijectioh

est I'ensemble de bijections dedansE, alors la composition est une loi interne
sur Sym E) qui est associative, mais hon commutative (exemple!)pyiligation
identique % est I'element neutre, et $ic Sym (E), alors la fonction réciproqué
est I'éléement inverse.

(i) L'intersection N et la ditérence symeétriqua dansP(E) sont commutatives et
associatives, et I'intersection est distributive par @pp la diférence symétrique.
L'élement neutre pour l'intersection est I'ensemlide I'eélément neutre pour la
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difference symeétrique est I'ensemble villeSi A est une partie d&, alors son in-
verse par rapport a lafiiérence symétrique et En général, il n’y a pas d’élément
inverse pour l'intersection.

DerniTion 2.43 (Anneau). Un triplet4, +, -) qui consiste d’un ensembkeet de
deux lois internes- et- surA est appel@nneau (unitaire}i
(i) l'addition + est commutative, associative, admet un élément neutté @), et
tout eléemenk € A admet un élément inverse pour I'addition, et
(i) la multiplication - est associative, distributive par rapport a I'additionagmet
un élément neutre (noté 1).
Side plus, la multiplicationest commutative, alors on dit qu&, (+, -) est unanneau
commutative

ExempLes 2.44. ¢, +,-), (Q, +,), (R, +,-) et (P(E), A, N) sont des anneaux com-
mutatives.






CHAPITRE 3
Arithm étique

1. LPaxiome de I'ensemble infini et ctfinition de N

Jusqu’ici, dans les exemples, on a déja utilisé les ehksiv, Z, Q, R, munis
des lois internes qui sont I'addition et la multiplicati@i,munis de l'ordre<. On a
supposé que ces ensembles sont connus.

Dans ce chapitre on va défiriit (a partir d’'un nouvel axiome) et ensuite con-
struireZ a partir deN. Ce sera un exercice de construyex partir deZ. On ne va
pas décrire une construction Heci.

Afin de pouvoir définiiN on a besoin de I'axiome suivant qui garantit I'existence

d’'un ensemble infini, et bien un peu plus. L'axiome suivahtdesc une extension
de I'axiome de I'existence d’'un ensemble (Axiome 3).

Axiome 6 (Existence d’'un ensemble récursif). Il existe un ensemégursif E
avec les propriétés suivantes:
(0 eEet
(i) si x € E, alorsx U {x} € E.

DermniTion 3.1 (delN). SoitE un ensemble récursif (Axiome 6). On définit
N:= ﬂ{F € P(E) : F est récursif

comme l'intersection de tous les sous-ensembles resusk.

Par définition, 'ensembl&l est le plus petit ensemble récursif. Lensemiile
contient exactement les éléments

0 U {0},
{0} U {{0}},
{0,{0}} U {0, {0}}},

33
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Afin d’alléger la notation, on définit

0 = 0,

1 = {0} =10},

2 = { {04} =10 {1} = {0, 1},
3 = 2U{2}={0,1,2},

4 = 3U{3}=1{0,1,23},

5 = 4U{4=1{0,1,23,4},

et alorsN est I'ensemble qui contient exactement les élements D, 3, 4, 5.... ..
L'existence de I'ensembl¥ est maintenant garantit par I’Axiome 6.

On remarque qu'avec la définition ci-dessus hesnbres0, 1, 2, 3, 4, 5....
sont des ensembles! Par exemple, le nombre 4 est 'ensemldergient les quatre
eléments 0, 1, 2 et 3. Avec ce point de vue, il est natureledmid I'ordre suivant
SUrlN.

ProposiTion 3.2 (Ordre sulN). Pour tout n, me N on définit
n<m & ncm
Alors < est une relation d’ordre dany.

ProposiTion 3.3 (Addition surlN). On définit 'addition+ : N x N — N comme
suivant: on définit premiérement

n et
nu {nj,

n+0
n+1

et si n+ m est déja définit, alors
n+(m+1):=(Mn+m)+1

Alors I'addition + est une loi interne suiN qui est commutative, associative, et qui
admet0 comme élément neutre.

ProposiTion 3.4 (Multiplication suiN). On définit la multiplication : NxN — N
comme suivant: on définit premieérement

n-0 = 0 et
n-1 := n,

et si n- m est déja définit, alors
n-(m+1):=(n-m)+n.

Alors la multiplication- est une loi interne suN qui est commutative, associative,
distributive par rapport a I'addition, et qui admétcomme élément neutre.
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2. Construction deZ

En supposant quéy( +, -, <) est construit, on va maintenant construira I'aide
d’une relation d’équivalence.

ProposiTioN 3.5. Pour tout(a, b), (c, d) € N2 on pose

(a b) +(c.d)
(& b)-(c.d)

et on définit une relatior par

(@a+c,b+d)et
(ac+ bd,ad + bo),

(ab)~(c,d o a+d=b+c

Alors + et - sont des lois internes sii¥?, et ~ est une relation d’équivalence dans
N2. En plus, pour toufa, b), (c,d), (a’,b), (¢, d) e N>on a

(ab) ~ @, b)et(c,d) ~ (c.d) =
= @b+(@d=(@b)+(c,d)et@b)-(cd =(@,b) (,d).

DerntTion 3.6 (deZ). On pose
Z:=N/~,

et on appell&Z I'ensemble des entiers relatifSurzZ, on définit I'addition+ et la
multiplication- par

@b +(cd) = (ab)+(cdet
@b)-(cd) = (ab-(cd).

Remarques 3.7. (a) On remarque premierement que pour tout élefagnxdans
Z il existe unn € N tel que

(@b =(n0) ou (ab)=(n)

Afin de voir cela, il stfit de demontrer que pour tout, @) € N? il existe unn € N
tel que

a=b+n ou a+n=»h.

En conséquent, tous les éléementZdgecrivent de la formén, 0) ou (0, n) pour un
neN.
(b) On remarque deuxiémement que pour taub) € N2 on a

@b)+(0,a) = (b,a) + (ab) = (a+ b,a+ b),

et que(a+ b,a+ b) = (0, 0) est 'éléement neutre pour I'addition. En particuliemt
élément d& admet un élément inverse pour I'addition.

ProposiTion 3.8. SoientZ, I'addition + et la multiplication- sur Z comme ci-
dessus. Alor§z, +, -) est un anneau.
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ProprosiTion 3.9. L'application
i'N — Z,
n — (n0),
est injective. En plus, pour tout n, @lN on a
i(n+m) = i(n)+i(m) et
i(n-m) = i(n)-i(m).

Si on identifieN avec son image dired{N), alors on peut dire qu&l est un
sous-ensemble dg, et I'addition et la multiplication danbi coincide (sous cette
indentification) avec I'addition et la multiplication dais

Dans la suite, on va identifiéf avec son image direcflN). En plus, on note les
eléments d& simplemenn, m, k, .... Sin € Z, alors on note-n I'elément inverse

pour I'addition. On écrin — mau lieu den + (—m).
D’apres la Remarque 3.7 (a), pour tout Z on a

neN ou —-neN.
Proposrtion 3.10. On définit, pour tout n, ne Z,
n<m & m-neN.
Alors < est une relation d’ordre sUt qui, quand on la restreint su¥, coincide avec
la relation d’ordre surN.
3. Lalgorithme d’Euclide

Dernirion 3.11. Pour touin € Z on définit lavaleur absolugn| par |n| :=
sugn, —n}.
ProrosiTion 3.12. Pour tout n, me Z on a
InNN=0 © n=0,
In+m < |n+|m et

n-m = |n-|m.

ProposiTion 3.13 (Division avec reste)Pour tout n, me Z, m # 0, il existe des
eléments unique q,4 Z tel que

n=q-m+r et 0<r<|m.

DemonstrATION. Unicité: Supposons qu’il y a deux solutions pour la divrsi
avec reste, c.a.d. supposons quey, f1, I, € Z sont tels que
n = qu-m+r; et 0<r;<m et
n = g-m+r, et 0<r,<|m.
Alors
m-(Qe—0) =ri—r
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ce qui implique
Im[ - [0z — Qu| = [r1 —ral.

Ainsi, on trouve quér; — rp| > 0 est un multiple dém|. Avec la condition 0< ry,
r, < |m|, ce n'est possible que 8, — r,| = 0 ce qui implique d’un coté; = r,
et d’autre cotédm| - |0, — ;) = 0. Commem # 0, on trouve alors nécessairement
0: = g2. On a donc démontré unicité.

Existence: On suppose que > O; le casm < 0 se démontre d’'uns fagon
similaire. Sim > 0, alors il existe umg € Z tel que

(3.1) g-m<n<(gq+1)-m

En fait, 'ensembléA = {0’ € Z : - m < n} est borné supérieurement. En plus, dans
Z, toute partie non-vide majorée admet une borne supé@ri&iron pose = SUpA,
alors on trouve (3.1). Apres avoir établit (3.1), ifsude poser =n—-q- m. |

ExempLEs 3.14.
n=20 m=7, 20=7-2+6;
n=20 m=-7, 20=(-7)-(-2)+6;
n=-20 m=7, -20=7-(-3)+1,
n=-20 m=-7, -20=(-7)-3+ 1
DerniTioN 3.15. Soien, be Z, a # 0.
(i) On dit quea divise bs'’il existeq € Z tel queaq = b.
(i) On dit quea estpremiersi les seuls diviseurs desonta, —a, 1 et-1.
(i) Le plus grand commun diviseudle a etb (notéa A b ou pgcd &, b)) est le plus
grand des diviseurs communsaget ab. (iv) On dit quea est premier avec bi
anb=1.
TueoreME 3.16 (Algorithme d’Euclide).Soient a, ke Z, a# 0. On pose
ro := a et
ro := b
Sirj_1 etrj sont donnés, et si i 0, alors il existe des uniques éléemenisrg,, € Z
tels que
(32) M1 ="rjqj +rj1 et Osrj+1<|rj|;

(division avec reste). Alors il existe unalN U {—1} tel que ,; = O et r, # 0. Pour
ce dernierreste nonnulon g £ aA b.

DemonsTrATION. Sin = -1, c.a.d. sk est le dernier reste non nullet= 0, alors
a=aAb,etilny a plus rien a déemontrer. 8i= 0, c.a.d. sb est le dernier reste
non nul p est un diviseur da), alorsb = aA b, etil n’y a plus rien a démontrer non
plus. Donc, on suppose que> 1.

On montre premierement que

(33) VOSan—l:rj_lArj:rjArj+1.
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Plus particulierement, on montre la proposition plusdort

YO0<j<n-1vd>1: destdiviseur commun dg_; etr; si et
seulement si est diviseur commun dg_; etr;.

Il est clair que cette proposition implique (3.3).
Soitd un diviseur commun dg_; etr;. Alors il existe des nombrds | € Z tel
querj_; = dketr; = dl. Par I'algorithme (3.2),

M1 = Tj1—qjl
= dk-ql),

et doncd est diviseur deaj,;. Commed est toujours diviseur de;, alorsd est
diviseur commun de; etrj,.

Sid est diviseur commun dg etrj,, alors on démontre de la méme facon que
d est diviseur commun dg_; etr;.

On obtient donc la propriété (3.3).

De cette propriété on obtient

aAb=rgAr{=---=rp_1 Al
Mais d’apres l'algorithme (3.2),
-1 = M0n + e = MG,

parce que,,; = 0, et dona, est diviseur de&,,_;. Ceci impliquer,_; Ar, =1y, etle
théoreme est demontré. O

Dans la suite, sh € Z, alors
azZ ={an:neZ.
ProrosiTion 3.17 (Relation de BezoutBoient a, be Z, a # 0. Alors
(3.4) aZ +bZ = (aAb)Z.
DemonsTrATION. L'inclusion
aZ+bzZ c(anb)z

est facile.
Afin de demontrer I'autre inclusion

azZ+bZ > (@anb)z,
il suffit de démontrer qua A b € (aZ + bZ) ce qui veut dire que
(3.5) Ix,yeZ: ax+by=aAbh.
On reprend I'agorithme d’Euclide (3.2) et on montre que

(3.6) Vi=-1,...,n3x;,y;€Z: ax+by=r;.
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Cette relation est certainment vérifiee poue 0. Enfaitr ;, =a=a-1+b-0et
ro=b=a-0+b-1. Sin=0, alors (3.6) est déja demontré. Sinon, supposons$ qu’i
existek tel que O< k< n-1 et tel que
Vi=-1,....k3x;,yjeZ: ax+by=r;.
D’apres l'algorithme (3.2),
Mk-1 = MOk + Nes1
ou
Me1 = (8% + bYJGk — (@%c-1 + bY-1)
= a(XOk — X-1) + b (YkOk — Yk-1)-
Ceci implique, par récurrence que (3.6) est vrai. En palréag,
aAb=r,=ax,+ by,

ce qui termine la démonstration. |

RemarquE 3.18. Sia, b € Z sont premiers entre eux, alors il existem € Z tel

que
an+bm=1;

voir (3.5) ci-dessus. Ceci est une autre formulation del&tion de Bezout.

ProposiTioN 3.19. Soit ne N, n # 0. Pour tout a, be Z on définit
a~b © dgeZ:a-b=q-n
Alors ~ est une relation d’équivalence s#r

Sine N, n # 0, et si~ est la relation d’equivalence de la proposition précéele
alors on noteéZ/nZ pour I'ensembleéz/ ~ des classes d’équivalences. Notons que
deux éléments, b € Z sont dans la méme classe d’équivalence si la division de
a—bparndonne le reste 0. D’'une maniére équivalente, deux &lésaeb € Z sont
dans la méme classe d'équivalence si la divisiomdesp. b parn donne le méme
reste. On a o .

Z/nZ ={0,1,...,n-1},
et on vérifie que I'addition et la multiplication données p

a+b et

a+b :
= a-b

a-

O| O]
I

sont bien définis darg/nZ.

ProposiTion 3.20. (Z/NnZ, +, -) est un anneau commutatif.

4. Lanneau des polyromes






CHAPITRE 4

L'axiome du choix
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