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Chapitre 4. L’axiome du choix 41

Bibliographie 43

3





CHAPITRE 1

Logique

1. Logique des propositions

1.1. Proposition.

Définition 1.1 (Proposition). Unepropositionest un énoncé déclaratif dont on
peut dire s’il est vrai (valeur 1) ou s’il est faux (valeur 0),indépendamment de tout
context de lieu, de temps, ou de personne qui le prononce. De plus, un énoncé qui
est à la fois vrai et faux n’est pas une proposition.

Remarque 1.2. (a) En mathématiques, une proposition est dite vraie si elle est
démontrable.
(b) On écrit tout courtp, q, . . . afin de désigner une proposition.

1.2. Connecteurs logiques.Les propositions sont lesatomesen logique. A
partir d’une, deux ou plusieurs propositions on peut créerde nouvelles propositions
à l’aide deconnecteurs logiques. Nous allons définir les règles pour les cinq con-
necteurs ’non’, ’et’, ’ou’, ’si. . . alors’ et ’si et seulement si’.

Définition 1.3 (Négation, ’non’). La négation d’une proposition estune propo-
sition qui est vraie si celle-ci est fausse et vice-versa.

Notation:¬.

La table de véritéde la négation est la suivante:

p ¬p
0 1
1 0

Quelques traductions usuelles: ”non”, ”il est faux que”, ”ne . . . pas”.

Exemples 1.4. (a) Vous n’êtes pas sans savoir que Beethoven a écrit l’Hymne à
la Joie.
(b) Un androgyne n’est ni homme ni une femme.

Définition 1.5 (Conjonction, ’et’). La conjonction de deux propositions est une
proposition qui est vraie si les deux propositions sont simultanément vraies. Elle est
fausse dès que l’une au moins des deux propositions est fausse.

Notation:∧.
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6 1. LOGIQUE

La table de véritéde la conjonction est la suivante:

p q p∧ q
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Quelques traductions usuelles: ”et”, ”mais”, ”quoique”, ”bien que”.

Exemples 1.6. (a) Il ne m’a pas plu quoiqu’il ait du charme.
(b) Céline est un grand écrivain mais c’est un personnage contreversé.

Définition 1.7 (Disjonction, ’ou inclusif’). La disjonction de deux propositions
est une proposition qui est vraie dès que l’une au moins des deux propositions est
vraie. Elle est fausse si les deux propositions sont simultanément fausses.

Notation:∨.

La table de véritéde la disjonction est la suivante:

p q p∨ q
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

Quelques traductions usuelles: ”ou”, ”à moins que”.

Exemples 1.8. (a) Ce médicament peut provoquer des troubles de l’équilibre ou
de la vue.
(b) Simon viendra à moins qu’il soit malade.

Définition 1.9 (Implication, Conditionnelle, ’si. . . alors’). Si p et q sont deux
propositions, alors l’implication ”sip alorsq” est une proposition qui est vraie si
p est faux, ou bien sip et q sont simultanément vrais. Cette implication est fausse
uniquement si l’antécédant pest vrai et leconséquent qfaux.

Notation:→.

La table de véritéde l’implication est la suivante:

p q p→ q
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

Quelques traductions usuelles: ”si. . . alors”, ”implique”, ”a pour conséquence”,
”donc”. L’implication p→ q sera aussi traduit par ”p seulement siq”, car la propo-
sition ”p seulement siq” n’est faux que dans le cas oùp est vrai etq est faux, et elle
a donc la même table de vérité quep→ q.

Exemple 1.10. (a) Si Jupin a de bons avocats alors il n’ira pas en prison.
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Définition 1.11 (Equivalence, ’si et seulement si’). Sip et q sont des proposi-
tions, alors l’équivalence ’p si et seulement siq’ est une proposition qui signifie(p
si q) et (p seulement si q). La valeur de vérité de l’équivalence ’p si et seulement si
q’ est la valeur de vérité de (q→ p) ∧ (p→ q). L’équivalence ’p si et seulement si
q’ est donc vraie uniquement sip et q ont la même valeur de vérité.

Notation:↔.

La table de véritéde l’équivalence est la suivante:

p q p↔ q
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Quelques traductions usuelles: ”si et seulement si”, ”équivaut à”, ”équivaut à
dire” ou ”revient à dire”.

Remarque 1.12. La négation est un connecteurunaire (elle n’a qu’un argu-
ment), alors que la conjonction, la disjonction, l’implication et l’équivalence sont
des connecteursbinaires(elles ont deux arguments). La conjonction, la disjonction
et l’équivalence sontcommutativesdans le sens que les propositionsp ∧ q et q∧ p
(respectivementp ∨ q et q ∨ p, ou p ↔ q et q ↔ p) ont la même table de vérité.
L’implication n’est pas commutative; les propositionsp→ q et q→ p n’ont pas la
même table de vérité.

Remarque 1.13. Attention: ”parce que”, ”à cause de cela”, ”que”, ”car” et
”puisque” ne sont pas des connecteurs logiques. Ainsi, les schémas ”p parce que
q”, ” p à cause de celaq” etc. ne sont pas des schémas de propositions.

1.3. Formules et langage des propositions.Les symboles du langage abstrait
(langage objet) que l’on va définir sont:

• des lettres de proposition:p, q, r, . . .
• des symboles:¬, ∧, ∨,→,↔
• des parenthèses: ()

Définition 1.14 (constructive).

(i) Une lettre de proposition est une formule dite atomique.
(ii) Si A est une formule, alors¬A l’est aussi.

(iii) Si A et B sont des formules, alors (A ∧ B), (A ∨ B), (A → B) et (A ↔ B)
sont aussi des formules.

(iv) Rien d’autre n’est une formule.

Exemple 1.15. (¬(p∨ q)→ (¬p∧ ¬q)) est une formule.

Afin d’alléger l’écriture, on convient que l’on peut enlever les parenthèses
extérieures dans l’assemblage final (et non dans les écritures intérmediaires).

Attention: les schémas¬(p) ou (p→ q→ r) ne sont pas des formules!



8 1. LOGIQUE

1.4. Mise en formule et point de vue śemantique. Pour déterminer la valeur
de vérité d’une proposition complexe, on peut envisager la méthode suivante:

• on fait apparaı̂tre la structure logique de la proposition en la décomposant
en ses constituant atomiques. On obtient alors une formule (F) qui est un
objet dénué de sens où apparaissent des lettres de propositions p, q, r, . . .
et des connecteurs logiques (∧, ∨, ¬,→,↔);
• pour toute les attributions (assignations) possibles de valeurs de vérité à la

suite de lettresp, q, r, . . . intervenant dans la formule (F) on calcule la
valeur de vérité du composé (F).

C’est laméthode des fonctions (ou tables) de vérité.
Pour simplifier l’écriture on conviendra de mettre le symbole 1 à la place devrai

et 0 à la place defaux.
La méthode consiste donc à interpréter la formule (F) (dénuée de sens) comme

une fonction où les variables sont les lettres de propositions prenant leurs valeurs
dans l’ensemble à deux éléments 0 et 1.

Cette intérprétation d’une formule comme fonction des valeurs de vérité des ses
lettres de proposition considérées comme variables est lepoint de vue sémantique.

Exemple 1.16. Considérons l’énoncé suivant:

L’accusé n’a pu se rendre coupable du crime[C] que s’il était à New-
York à 18 heures le1er janvier [N]. Mais il a été établi qu’il était à ce
moment-là à Washington[W]. Donc il n’est pas coupable du crime.

En utilisant les abréviations entre les crochets, nous obtenons pour la mise en for-
mule de cette proposition:

(C seulement siN maisW) donc nonC,
ou: ((C→ N) ∧W)→ ¬C.

La table de vérité de cette formule/proposition est la suivante:

C N W ((C→ N) ∧W) → ¬C
0 0 0 1
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

1.5. Propositions logiquement vraies, fausses,équivalentes.

Définition 1.17. Une formuleA est ditevalidesi sa table de vérité ne contient
que des 1.
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Définition 1.18. On appelera formule complète d’une propositionP une for-
mule représentant la proposition donnée telle que les lettres utilisées dans cette
représentation désignent des propositions (constituant P) ne contenant aucun con-
necteur logique.

Définition 1.19. Une proposition estlogiquement vraieou tautologiquesi sa
formule complète est valide.

Une proposition estlogiquement fausseou contradictoire si sa négation est
logiquement vraie.

Exemple 1.20. La propositionPaul est malade ou n’est pas maladeest logique-
ment vraie car sa formulep∨ ¬p est valide.

Remarques 1.21. (a) Une proposition contradictoire a une formule complète dont
la table de vérité ne comporte que des 0.

(b) Les formules sont réparties en trois classes, à savoir: les formulesvalides, les
formulescontradictoires, et les formulesneutres, c.à.d. les formules qui ne sont ni
valides ni contradictoires (formules dont la table de vérité contient à la fois des 0 et
des 1).

Définition 1.22. On dit que deux propositions sontlogiquement équivalentessi
leurs formules complètes sont équivalentes, c.à.d. ontla même table de vérité.

On dit qu’une propositionP implique logiquementune propositionQ si la propo-
sition ’si P alors Q’ est tautologique.

Définition 1.23. Unenthymèmeest une proposition qui semble logiquement
vraie mais qui ne l’est pas car elle contient un implicite de l’esprit. Et lorsque l’on
complète cette proposition avec l’argument implicite manquant, on obtient alors une
tautologie.

Exemple 1.24. La proposition

L’accusé n’a pu se rendre coupable du crime[C] que s’il était à New-
York à 18 heures le1er janvier [N]. Mais il a été établi qu’il était à ce
moment-là à Washington[W]. Donc il n’est pas coupable du crime.

de l’exemple 1.16 est un enthymème. On a vu dans l’exemple 1.16 que cette propo-
sition n’est pas logiquement vraie car sa table de vérité contient un 0. L’argument
manquant est l’argument que l’accusé ne peut pas être à New-York à 18 heures le 1er

janvier et à ce moment là aussi à Washington. La formule complète avec l’argument
manquant serait alors

((C→ N) ∧W∧ ¬(N ∧W))→ ¬C.

Cette formule est valide (vérifier par la table de vérité!), l’argument complété est
tautologique.
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2. Logique des pŕedicats

2.1. Variables et quanteurs.On constate que le langage abstrait des proposi-
tions introduit en Section 1.3 ne suffit pas pour mettre en formule toutes les propo-
sitions du langage usuel et les propositions mathématiques. Des exemples sont les
énoncés

Tout être humain est mortel,
or Socrate est un être humain,
donc Socrate est mortel.

ou
tout éléphant est gros

ou
il existen ∈ N tel quen2 = 4.

Ces trois énoncés contiennent en fait desvariables: c’est la variablen dans le
troisième exemple, et une variablexnon explicitement visible dans les premiers deux
exemples (variable qui peut désigner un animal comme par exemple un éléphant ou
un être humain). En plus, ces trois énoncés contiennent lesquanteurs”tout” (ou
”quelque soit”) et ”il existe”. Ces éléments ne peuvent pas être traduits en formule
dans le langage abstrait des propositions.

On va donc introduire de nouvelles formules qu’on appelle aussi schémas de
quantificationou simplementschémas. Par exemple, on mettra

Gx pour xest gros

et
Ex pour xest un éléphant,

et on utilisera le symbol∀ au lieu du quanteur ”tout” ou ”quelque soit”. L’énoncé
Tout éléphant est grosdevient alors

∀x(Ex→ Gx).

Attention: l’énoncéx est grosn’est pas une proposition. C’est un prédicat; plus
précisément, un prédicat à une variable. Par contre, l’énoncéTout éléphant est gros
est une proposition (à condition que les termesgroset éléphantont été definis claire-
ment et sont donc indépendants de tout context, lieu ou personne qui prononce cet
énoncé).

De la même manière on peut mettre

An pour nest un élément deN

et
Bn pour n2 = 4,

et on utilisera le symbol∃ au lieu du quanteur ”il existe”. L’enoncéIl existe un n∈ N
tel que n2 = 4 devient alors

∃n(An∧ Bn).
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2.2. Formules et langages de prédicats. Dans cette partie on va donc formelle-
ment élargir le langage des propositions qui était introduit dans la partie 1.3 de ce
chapitre.

Les symboles du nouveau langage abstrait (langage objet) que l’on va définir
sont:

• les lettres de prédicats à 0, 1, ou plusieurs arguments:p, q, r, . . .
• les lettres de variables d’objets ou variables d’individus: x, y, z, . . .
• les quantificateurs:∀, ∃
• les symboles:¬, ∧, ∨,→,↔
• les parenthèses: ()

Remarque 1.25. Les prédicats à 0 arguments ne sont rien d’autre que les propo-
sitions définis dans la section précédente.

Définition 1.26 (constructive).

(i) Si p est un prédicat àn arguments et six1, . . . , xn sont des variables, alors
p(x1, . . . , xn) est une formule dite atomique.

(ii) Si A est une formule, alors¬A l’est aussi.
(iii) Si A et B sont des formules, alors (A ∧ B), (A ∨ B), (A → B) et (A ↔ B)

sont aussi des formules.
(iv) Si A est une formule etx est une variable, alors∀xA et ∃xA sont des for-

mules.
(v) Rien d’autre n’est une formule.

Il faut comparer cette définition du langage des prédicatsavec celle du langage
des propositions (Définition 1.14). Les lettres de propositions sont remplacées par
des lettres de prédicats (qui peuvent en plus dépendre d’une ou plusieurs variables),
et on a ajouté les symboles∀ et∃. Contrairement au langage des propositions, dans
le langage des prédicats pas toutes les formules représentent des propositions. La
définition suivante peut servir pour reconnaı̂tre les propositions.

Définition 1.27. Une variable qui apparaı̂t dans un quanteur est diteliée. Une
variable qui n’apparaı̂t dans aucun quanteur est ditelibre.

Un énoncé (resp. une formule) qui ne comporte aucune variable libre est ditclos
(resp.close). Un énoncé clos est une proposition.

Définition 1.28. Laclôture universelle(resp.clôture existentielle) d’une formule
est la formule obtenue en adjoignant au début de cette formule les quanteurs∀x, ∀y,
. . . (resp.∃x, ∃y, . . . ) correspondants aux variables libres (s’il en existe)x, y, . . . de
cette formule.

2.3. Formules valides et inconsistentes.

Définition 1.29. Une formule est ditevalidesi sa clôture universelle est valide,
c.à.d. si toutes les instances de sa clôture universellessont vraies.

Une formule est diteinconsistentesi sa négation est valide.
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Exemple 1.30. Considérons la formule

(1.1) ¬(∀xFx∧ ¬Fy).

La seule variable libre est la variabley. La clôture universelle est donc

∀y¬(∀xFx∧ ¬Fy).

Par la loi de De Morgan (voir la Proposition 1.35 en bas), cette formule est
équivalente à

∀y(¬∀xFx∨ ¬¬Fy).
Comme¬¬Fy et Fy sont équivalentes, on peut ré-écrire

∀y(¬∀xFx∨ Fy).

Comme¬p∨ q et p→ q sont équivalentes, on simplifie pour obtenir

∀y(∀xFx→ Fy).

Cette dernière formule est valide, car
• si ∀xFx est faux, alors l’implication∀xFx→ Fy est vraie, et
• si ∀xFx est vrai, alorsFy pour toute valeur dey (intérprétation sémantique

de∀) et donc l’implication∀xFx→ Fy est vraie.
Ainsi, la formule (1.1) est valide.

Exemple 1.31. La formule

∃xFx∧ ∀x¬Fx

est inconsistante.

3. Modes de raisonnement

3.1. Raisonnement par table de v́erit é.

Principe 1.32. Afin de démontrer qu’une formule est valide, on vérifie que sa
table de vérité ne contient que des 1 (Définitions 1.17 et 1.29). Afin de démontrer
que deux formules sont équivalentes, on montre qu’elles ont la même table de vérité
(Définition 1.22).

Proposition 1.33 (Transitivité de l’implication).La formule suivante est valide:

((p→ q) ∧ (q→ r))→ (p→ r).

Démonstration. On écrit la table de vérité:
p q r ((p→ q) ∧ (q→ r))→ (p→ r)
0 0 0 1
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1
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�

La proposition suivante est une conséquence immédiate dela proposition
précécente.

Proposition 1.34 (Transitivité de l’équivalence).La formule suivante est valide:

((p↔ q) ∧ (q↔ r))→ (p↔ r).

Proposition 1.35 (Lois de De Morgan).Les formules suivantes sont
équivalentes:

(a) ¬(p∧ q) et ¬p∨ ¬q,

(b) ¬(p∨ q) et ¬p∧ ¬q

Démonstration. (a) On écrit la table de vérité

p q ¬(p∧ q) ¬p∨ ¬q
0 0 1 1
0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 0

(b) On écrit la table vérité

p q ¬(p∨ q) ¬p∧ ¬q
0 0 1 1
0 1 0 0
1 0 0 0
1 1 0 0

�

3.2. Raisonnement par implications. R̀egle du modus ponens.

Principe 1.36 (Modus ponens). Sip est vraie et sip → q est vraie, alorsq est
vraie.

Ainsi, pour démontrer une propriétéC (conséquence) partant d’une proposition
vraieH (hypothèse), on démontrera

H → P0, P0 → P1, . . . , Pn−1 → Pn et Pn→ C.

Exemple 1.37.

Exercice 1.38. (1) Montrer sans calculer des dérivées que la fonction définie par
f (x) = x2+1

e−x+1 est croissante surR+.
(2) Montrer que l’ensemble des sommes de deux carrés d’entiers est stable par mul-
tiplication.
(3) Les formules

((p→ q)→ r)→ (p→ r)
ou

((p→ q) ∧ (q→ r))→ (p→ r)
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sont-elles valides?
(4) Montrer que si une fonctionf : R→ R est dérivable en un pointx0, alors elle est
continue enx0.
(5) Sachant que pour toutn ∈ N l’on a

∑n
k=0 k = n(n+1)

2 , montrer que pour toutn ∈ N∗
l’on a

∑n
k=1(2k− 1) = n2.

3.3. Raisonnement paŕequivalences.

Principe 1.39. On établit l’équivalencep ↔ q à l’aide d’une chaine
d’équivalences car l’équivalence est transitive (Proposition 1.34).

Exercice 1.40. (1) Résoudre dansR en raisonnant par équivalences l’équation√
x2 + 2 = 3x.

(2) Résoudre dansC en raissonant par équivalences l’équationz5 = z̄.
(3) Trouver toutes les fonctions réelles dérivables vérifiant y′ = y.

3.4. Raisonnement par disjonction des cas.

Exemple 1.41. On montre que la formule suivante

(F)
((p→ q) ∧ ¬q) → ¬p

antécédent conséquent

est valide.
• Si l’antécédent est faux, alors l’implication dans (F) est vraie.
• Si l’antécédent est vrai, alorsp→ q et¬q sont simultanément vraies, c.à.d.

p → q est vrai etq est faux. On en déduit alors que¬p est vrai, c.à.d. le
conséquent dans (F) est vrai. Donc, l’implication dans (F)est vraie.

Comme l’antécédent est soit vrai, soit faux, on conclut que (F) est valide.

Exercice 1.42. (1) Montrer que pour toutn ∈ N on a: 3|n(n2 + 2).
(2) Montrer que

((p∨ q) ∧ (p→ r) ∧ (q→ r)) → r

est valide.
(3) Calculer les parties réelles et imaginaires de (1+ i)n pourn ∈ Z.
(4) Montrer que la proposition suivante est vraie:

∃x(x ∈ R \ Q ∧ x
√

2 ∈ Q.

3.5. Raisonnement par l’absurde.

Principe 1.43. Pour démontrer la propriétép, on suppose¬p (hypothèse du
raisonnement par l’absurde) et on en déduit une contradiction, c.à.d. une proposition
q telle queq et¬q soient vraies. On conclut alors quep est vraie.

Exercice 1.44. (1) Montrer que la formule

(¬p→ (q∧ ¬q))→ p

est valide.
(2) Montrer qu’il n’existe pas de surjection de l’ensembleE vers P(E), ensemble
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des parties deE.
(3) Montrer que la proposition suivante est vraie:

∃x(x ∈ R \ Q ∧ x
√

2 ∈ Q.

(4) Montrer que l’ensemble des entiers naturels premier estinfini.
(5) Montrer qu’on a

√
2 < Q.

3.6. Raisonnement par contraposition.

Proposition 1.45. Les implications p→ q et¬q→ ¬p sont équivalentes.

Cette proposition, qui se démontre facilement à l’aide d’une table de vérité, jus-
tifie le principe suivant.

Principe 1.46. Pour démontrer l’implicationp→ q, on démontre¬q→ ¬p.

Exercice 1.47. (1) Montrer que la relation≤ est antisymétrique dansR.
(2) Montrer que la formule

(p→ q)↔ (¬q→ ¬p)

est valide.
(3) Montrer que pour tout (x, y) ∈ R2 on a (x , y)→ (x3

, y3).
(4) Montrer que siθ ∈ R \ 2πZ, alors la suite (einθ)n∈N diverge.

3.7. Raisonnement par ŕecurrence.

Principe 1.48. Pour démontrer que la proposition

∀n((n ∈ N)→ P(n)),

est vraie on peut effectuer les deux étapes suivantes:
(i) On prouveP(0).
(ii) On prouve que siP(n) est vraie pour un certainn ∈ N, alorsP(n+ 1) est vraie.

Remarque 1.49. Une variante du raisonnement par récurrence est la suivante:
(i) On prouveP(0).
(ii) On prouve que siP(0), . . . , P(n) sont vraies pour un certainn ∈ N, alorsP(n+1)
est vraie.

Exercice 1.50. (1) Montrer que pour toutn ∈ N l’on a
∑n

k=0 k = n(n+1)
2 .

(2) Montrer que pour toutn ∈ N l’on a
∑n

k=0 k3 =
(n(n+1)

2

)2.
(3) Montrer que pour des entiersk ≤ n, le nombre de sous-ensembles àk éléments
d’un ensemble àn éléments estCk

n =
n!

k!(n−k)! .
(4) Montrer que sia ∈ N, alors pour toutn ∈ N l’entier (a+ 1)n+1 − a(n+ 1)− 1 est
multiple dea2.
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3.8. Raisonnement par contre-exemple.

Proposition 1.51. Les propositions¬∀xP(x) et∃x¬P(x) sont équivalentes.

Principe 1.52. Pour démontrer que la proposition∀xP(x) est fausse, on trouvex0

tel que¬P(x0) soit vraie.

Exercice 1.53. (1) Montrer qu’un nombre entier divisible par 6 et par 4n’est pas
nécessairement divisible par 24.
(2) Montrer que l’intersection de deux disques dans le plan n’est pas nécessairement
convexe.



CHAPITRE 2

Théorie des ensembles

1. L’approche näıve à la théorie des ensembles

En 1895, Georg Cantor donnait la définition suivante d’un ensemble:

Nous appelonsensembletoute réunionM d’objets de notre concep-
tion, déterminés et bien distincts, que nous nomméronsélémentsde
M.

ou

Un ensembleest une collection dobjets (que l’on appelle éléments
de l’ensemble), ou une multitude qui peut être comprise comme un
tout.1

Cantor utilise les lettres majuscules pour les ensembles, et les lettres minuscules
pour les éléments d’ensembles. Comme lui, nous utilisonsla notation

M = {x, y, c}
pour écrireen extensionl’ensembleM qui contient exactement les élémentsx, y et
c. Notons que l’élémentx est bien distinct de l’ensemble{x} qui contientx!

Nous allons en plus adopter le point de vue extensionnalisted’identifier deux
ensembles qui contiennent les mêmes éléments. Ainsi, par exemple, les ensembles

{1, 1, 2} et {1, 2}
sont égaux.

Soit c le nombre de souffles que Jules César a fait le dernier jour avant sa mort.
D’après la définition de Cantor,

E = {20000, c}
est un ensemble. C’est l’ensemble qui contient exactement le nombre 20000 et le
nombrec. D’après le point de vue extensionnaliste, nous ne pouvonspas savoir si cet
ensemble contient un élément ou deux, car il est tout à fait possible quec = 20000,
auquel cas on auraitE = {20000}.

Quelques notations:
Nous écrivonsx ∈ E pour direx appartient à Eou x est élément de E.

1L’original en allemand est: Unter einer ’Menge’ verstehen wir jede ZusammenfassungM von
bestimmten, wohlunterscheidbaren Objektenm unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche
die ’Elemente’ vonM genannt werden) zu einem Ganzen.

17
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Nous dirons queE est unepartie (ou: unsous-ensemble) deF si tout élément deE
est aussi un élément deF, et nous écrivons tout courtE ⊂ F. Plus formellement,

E ⊂ F :⇔ ∀x (x ∈ E→ x ∈ F).

Si E et F sont deux ensembleségaux, nous écrivonsE = F. Avec notre définition
de la partie et avec le point de vue extensionnaliste, on a

E = F ↔ (E ⊂ F ∧ F ⊂ E).

Nous définissons laréunion E∪F comme l’ensemble qui contient tous les éléments
deE et deF, et l’intersection E∩F comme l’ensemble qui contient tous les éléments
qui appartiennent à la fois àE et àF. La différence E\ F est l’ensemble de tous
les éléments dansE qui n’appartiennent pas àF. Si F ⊂ E, alors nous notons aussi
∁EF = E \ F et nous appelons∁EF le complémentdeF dansE. Enfin, ladifférence
symétrique E△F est l’ensemble défini parE△F = (E \ F) ∪ (F \ E).

Il est important à noter que l’approche naı̈ve à la théorie des ensembles (basée
sur la définition de Cantor) est malheureusement contradictoire, comme Bertrand
Russell a démontré. Il a considéré l’ensembleE de tous les ensembles qui ne se
contiennent pas eux-mêmes:

(2.1) E = {F : F est ensemble etF < F}.

Si E ∈ E, alors par la définition deE, E < E. Mais siE < E, alors par la définition
deE, E ∈ E. On obtient doncE ∈ E ∧ E < E, ce qui est contradictoire.

Bertrand Russell a aussi formulé la variante suivante:

Epiménides, le crétois, dit: tous les crétois sont des menteurs. Est-ce
que Epiménides est un menteur?

2. Approche axiomatiqueà la théorie des ensembles

Dans la suite,toutesles lettres désignent des ensembles!!!

Dans cette partie, on va introduire la théorie des ensembles à partir de quelques
axiomes. Par ”définition”, un axiome est une règle sans pr´emisses. Ou un axiome
est par définition un théorème vrai qui ne nécessite pas de démonstration.

2.1. L’axiome de l’extensionalit́e. Le premier axiome nous dit quand est-ce
que deux ensembles sont égaux; encore une fois, nous adoptons le point de vue
extensionnaliste. Le premier axiome explique la signification du symbole= dans la
théorie des ensembles (voir le paragraphe précédent).

Axiome 1 (Extensionalité). Deux ensembles qui contiennent les mˆemes éléments
sont égaux.

En langage des prédicats:

∀E∀F (∀x(x ∈ E↔ x ∈ F))→ E = F.
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Nous rappelons que d’après cet axiome, deux ensemblesE et F sont égaux si et
seulement siE ⊂ F et F ⊂ E. C’est cette caractérisation de l’égalité qu’on utilise
d’habitude pour montrer que deux ensembles sont égaux.

2.2. L’axiome de la compŕehension. Le deuxième axiome permet de constru-
ire des ensembles à partir d’un ensemble donné et des propriétés données.

Axiome 2 (Compréhension). SiE est un ensemble etPx est une propriété, alors
il existe l’ensemble

{x ∈ E : Px}.

Notons que cet axiome de compréhension marque une différence importante par
rapport à l’approche naı̈f à la théorie des ensembles. Alors que la définition de
Cantor implique que

{x : x est un ensemble}
est un ensemble (l’ensembleuniverselde tous les ensembles!) et que

{x : x est un ensemble etx < x}
est aussi un ensemble (l’ensemble du paradoxe de Russell), l’axiome de
compréhension (Axiome 2) ne garantit pas que l’ensemble universel estvraiementun
ensemble. Au contraire: avec l’axiome de compréhension onpeut même démontrer
que l’ensemble universel n’existe pas! En particulier, onne peut pasconstruire
l’ensemble de tous les ensembles qui ne se contiennent pas eux-mêmes. Le paradoxe
de Russell qui montrait que l’approche naı̈f à la théorie des ensembles est contradic-
toire n’a donc plus de sens. Si on voulait démontrer que le système d’axiomes que
nous allons présenter ici est contradictoire, il faudraittrouver une autre contradic-
tion.

Proposition 2.1. On suppose les Axiomes 1 et 2. Alors pour tout ensemble E il
existe un ensemble F tel que F< E.

Démonstration. SoitE un ensemble quelquonque. On définit

F := {x ∈ E : x < x}.
D’après l’Axiome 2,F est un ensemble. On montre queF < E. Pour cela, on fait un
raisonnement par l’absurde.

Supposons alors queF ∈ E. Alors deux cas sont possibles. SoitF ∈ F, soit
F < F. Si F < F, alors par définition deF, on obtientF ∈ F. De même, par la
définition deF, si F ∈ F, alorsF < F. On a donc trouvéF ∈ F et F < F, ce qui est
une contradiction. Ainsi, l’hypothèseF ∈ E est faux, c.à.d.F < E. �

Remarque 2.2. Le raisonnement dans cette démonstration (disjonction des deux
casF ∈ F et F < F) est celui qu’on utilise dans le paradoxe de Russell, mais ici
c’est nécessaire queF ∈ E.

Les Axiomes 1 et 2 sont déjà suffisants pour définir l’intersection de deux en-
sembles et de dire que elle est de nouveau un ensemble.
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Définition 2.3 (Intersection). SoientE, F deux ensembles. On définit

E ∩ F := {x ∈ E : x ∈ F},

et on appelleE ∩ F l’ intersectiondeE et deF. D’après l’Axiome 2, l’intersection
E ∩ F est un ensemble.

On a

E ∩ F = F ∩ E.

En effet, on a

x ∈ E ∩ F ↔ x ∈ E ∧ x ∈ F

↔ x ∈ F ∧ x ∈ E

↔ x ∈ F ∩ E.

L’égalitéE∩ F = F ∩E est donc une conséquence de l’Axiome 1 et de la définition
de l’intersection.

Définition 2.4 (Différence). SoientE, F deux ensembles. On définit

E \ F := {x ∈ E : x < F},

et on appelleE \ F la différencede E et deF. D’après l’Axiome 2, la différence
E \ F est un ensemble.

2.3. L’axiome de l’existence.

Axiome 3 (Existence). Il existe un ensemble.

On suppose les Axiomes 1-3. SoitE un ensemble (qui existe d’après l’Axiome
3). Alors on peut définir

∅ := {x ∈ E : x , x}.
D’après l’Axiome 2,∅ est un ensemble. On appelle∅ l’ ensemble vide. D’après
l’Axiome 1, l’ensemble∅ est unique (sa définition ne dépend par exemple pas de
l’ensembleE de départ). L’ensemble vide est le premier (et jusqu’ici leseul!) en-
semble concret.

L’axiome de l’existence sera plus tard remplacé par un axiome plus fort, notam-
ment par l’axiome de l’existence d’un ensemble infini.

2.4. L’axiome de la ŕeunion. L’existence de la réunion de deux ensembles n’est
pas encore garanti après les premiers trois axiomes, et en fait, il faut un axiome
supplémentaire pour garantir cette existence. Il y a deux version de l’axiome de
l’existence de la réunion: l’existence de la réunion de deux ensembles (ou d’un
nombre fini d’ensembles), et l’existence de la réunion d’une famille quelconque
d’ensembles.

La première version est la suivante.
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Axiome 4 (Réunion). SiE et F sont deux ensembles, alors il existe un ensemble
qui contient tous les éléments deE et deF.

En langage des prédicats:

∀E∀F ∃G ((x ∈ E ∨ x ∈ F)→ x ∈ G).

Définition 2.5. SoientE etF deux ensembles, et soitG un ensemble qui contient
tous les éléments deE et deF (un tel ensemble existe d’après l’Axiome 4). Alors
on définit

E ∪ F := {x ∈ G : x ∈ E ∨ x ∈ F},
et on appelleE ∪ F la réunion deE et deF. D’après l’Axiome 2, la réunion est un
ensemble.

La définition de la réunion ne dépend pas de l’ensembleG d’après l’Axiome 1.
En plus, on a

E ∪ F = F ∪ E.

La deuxième version de l’axiome de la réunion est la suivante.

Axiome 4’ (Réunion). Pour tout ensembleE il existe un ensemble qui contient
tous les éléments des éléments deE.

En langage des prédicats:

∀E∃F ∀x∀X ((x ∈ X ∧ X ∈ E)→ x ∈ F).

Remarque 2.6. Attention: les deux axiomes de la réunion sont indépendants l’un
de l’autre, c.à.d. le premier n’implique pas le deuxième et vice versa! Le deuxième
axiome de la réunion impliquerait le premier si pour tout pair E et F d’ensembles on
savait que{E, F} est un ensemble. Mais l’existence de l’ensemble{E, F} n’est pas
garantie avec les Axiomes 1-3.

2.5. L’axiome de l’ensemble des parties.

Axiome 5 (Ensemble des parties). SiE est un ensemble, alors il existe un ensem-
ble qui contient toutes les parties deE.

En langage des prédicats:

∀E∃P∀F (F ⊂ E→ F ∈ P).

Définition 2.7. SoitE un ensemble, et soitP un ensemble qui contient toutes les
parties deE (un tel ensemble existe d’après l’Axiome 5). Alors on définit

P(E) := {F ∈ P : F ⊂ P},
et on appelleP(E) l’ ensemble des partiesdeE.

L’axiome de l’ensemble des parties nous permet de construire de nouveaux en-
sembles. Rappelons que l’ensemble vide∅ est toujours le seul ensemble concret dont
nous savons l’existence. Certainement,∅ est une partie de∅, et c’est en fait la seule
partie de∅ (pourquoi?). D’après l’Axiome 5 et la Définition 2.7 nous savons alors
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que{∅} est un ensemble. Attention:{∅} n’est l’ensemble vide, mais c’est l’ensemble
qui contient∅ comme seul élément.

Nous constatons ensuite que∅ et {∅} sont deux parties de l’ensemble{∅}, et que
ce sont en fait les deux seules parties (pourquoi?). Ainsi, d’après l’Axiome 5 et la
Définition 2.7, nous savons que{∅, {∅}} est un ensemble.

Si nous continuous ce procédé de construire l’ensemble des parties, nous voyons
que l’Axiome de l’ensemble des parties (avec l’Axiome de l’existence d’un ensem-
ble) garantit l’existence d’une infinité d’ensembles. Ce sont

∅,
{∅},
{∅, {∅}},
{∅, {∅}, {{∅}}, {∅, {∅}}},
...

Malheureusement, aucun des ces ensembles contient une infinité d’éléments, et en
fait, l’existence d’un ensemble infini (pratiquement, l’existence deN) est seule-
ment la conséquence d’un autre axiome que nous allons discuter dans le troisième
chapitre.

3. Le produit cart ésien

Définition 2.8 (Couple ordonné). SoientE et F deux ensembles, et soientx ∈ E
et y ∈ F. Alors on définit lecouple ordonné(x, y) par

(x, y) := {{x}, {x, y}}.

On doit vérifier si (x, y) est vraiement un ensemble dont l’existence est assuré
par les Axiomes 1-5. Premièrement,

{x} = {z ∈ E : z= x}
et

{x, y} = {z ∈ E ∪ F : z= x∨ z= y}
sont des ensembles; en fait, ce sont tous les deux parties deE ∪ F. On utilisera
l’Axiome 4 de la réunion et l’Axiome 2 de la compréhension pour voir ça. Par
l’Axiome 5 de l’ensemble des parties,P(E ∪ F) est un ensemble, et{x}, {x, y} ∈
P(E ∪ F). Donc

{{x}, {x, y}} = {z ∈ P(E ∪ F) : z= {x} ∨ z= {x, y}}
est un ensemble (on applique l’Axiome 2 de la compréhensionencore une fois), qui
est partie deP(E ∪ F), ou élément deP(P(E ∪ F)).

Le lemme suivant justifie d’appeler (x, y) couple ordonné. La propriété dans
le lemme suivant sert des fois commedéfinition de couple ordonné, mais nous
préférons de définir le couple ordonné comme un ensemble.
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Lemme 2.9. On a
(x, y) = (x′, y′),

si et seulement si
x = x′ et y= y′.

Démonstration. Premièrement, l’implication

(x = x′ ∧ y = y′)→ (x, y) = (x′, y′)

est une conséquence de la définition du couple ordonné.
Puis, on a les équivalences

(x, y) = (x′, y′) ↔ {{x}, {x, y}} = {{x′}, {x′, y′}}
↔ {x} ∈ {{x′}, {x′, y′}} ∧ {x, y} ∈ {{x′}, {x′, y′}} ∧
∧{x′} ∈ {{x}, {x, y}} ∧ {x′, y′} ∈ {{x}, {x, y}}

↔ ({x} = {x′} ∨ {x} = {x′, y′}) ∧
∧({x, y} = {x′} ∨ {x, y} = {x′, y′}) ∧
∧(({x′} = {x} ∨ {x′} = {x, y}) ∧
∧({x′, y′} = {x} ∨ {x′, y′} = {x, y})

On va distinguer plusieurs cas. Premièrement,

{x} = {x′} ∧ {x, y} = {x′, y′} → x = x′ ∧ {x, y} = {x, y′}
→ x = x′ ∧ (y = x∨ y = y′) ∧ {x, y} = {x′, y′}
→ (x = x′ = y∨ (x = x′ ∧ y = y′)) ∧ {x, y} = {x′, y′}
→ x = x′ = y = y′ ∨ (x = x′ ∧ y = y′)

→ (x = x′ ∧ y = y′).

Deuxèmement,

{x} = {x′, y′} ∧ {x, y} = {x′, y′} → x = x′ = y′ ∧ {x, y} = {x, y′}
→ x = x′ = y′ ∧ {x, y} = {x′}
→ x = x′ = y = y′

→ (x = x′ ∧ y = y′).

Troisiémement,

{x} = {x′, y′} ∧ {x, y} = {x′} → x = x′ = y′ ∧ x = y = x′

→ x = x′ = y = y′

→ (x = x′ ∧ y = y′)

Quatrièmement,

{x} = {x′} ∧ {x, y} = {x′} → x = x′ ∧ x = y = x′

→ x = x′ = y.
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Dans le quatrième cas, la propriété{x′, y′} = {x}∨{x′, y′} = {x, y} devient simplement
{x′, y′} = {x}. Ceci impliquex = x′ = y′, et avec le quatrième cas, on obtient
x = x′ = y = y′.

Donc, dans tous les cas,x = x′ et y = y′. �

Définition 2.10. SoientE et F deux ensembles. On définit leproduit cartésien
E × F par

E × F := {z ∈ P(P(E ∪ F)) : ∃x ∈ E∃y ∈ F (z= (x, y))}.

Le produit cartésien est un ensemble d’après les Axiome 4 et 5 (qui impliquent
queP(P(E ∪ F)) est un ensemble) et d’après l’Axiome 2 de compréhension.

Afin d’allegér la notation, on va noter

(x, y, z) au lieu de ((x, y), z) ou (x, (y, z))

et

E × F ×G au lieu de (E × F) ×G ou E × (F ×G).

De manière similaire pour les produits cartésiens de quatre ou plus d’ensembles.

Définition 2.11 (Relation). SoientE et F deux ensembles. Unerelation de E
dans Fest une partieR deE × F. Si E = F, alors on dit simplement queR est une
relation dans E. SiR⊂ E×F est une relation, alors on écritxRyau lieu de (x, y) ∈ R.

4. Relations d’́equivalence

Définition 2.12. SoitE un ensemble. Une relation∼ dansE est appeléerelation
d’équivalencesi les trois propriétés suivantes sont satisfaites:

(i) (Reflexivité) Quelque soitx ∈ E, on ax ∼ x.
(ii) (Symétrie) Quelque soitx, y ∈ E, on ax ∼ y si et seulement siy ∼ x.

(iii) (Transitivité) Quelque soitx, y, z ∈ E, si x ∼ y et y ∼ z, alorsx ∼ z.

Exemple 2.13. Supposons que l’ensembleZ est déjà construit. On dit qu’un
nombren ∈ Z est divisible par 3, s’il existe un entierm ∈ Z tel quen = 3m. On
définit une relation∼ dansZ par

x ∼ y :⇔ x− y est divisible par 3.

Cette relation∼ est une relation d’équivalence, parce que:
(i) Si x ∈ Z, alorsx− x = 0 est divisible par 3. Doncx ∼ x pour toutx ∈ Z, c.à.d.∼
est reflexive.
(ii) Si x, y ∈ Z, et si x ∼ y, alors x − y est divisible par 3. Alorsy − x est aussi
divisible par 3, et doncy ∼ x. Ainsi,∼ est symétrique.
(iii) Si x, y, z ∈ Z sont tels quex ∼ y et y ∼ z, alors x−y

3 et y−z
3 sont des entiers. En

prenant la somme, on voit quex−z
3 est entier, c.à.d.x ∼ z. Ainsi,∼ est transitive.

Bien sur, dans cet exemple, le nombre 3 peut être remplacé par n’importe quel
autre nombren ∈ Z \ {0}.
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Définition 2.14. SoitE un ensemble, et soit∼ une relation d’équivalence dans
E. Pour toutx ∈ E on définit laclasse d’équivalencēx par

x̄ := {y ∈ E : x ∼ y}.
En plus, on définit l’ensembleE/F de toutes les classes d’équivalences par

E/∼:= {A ∈ P(E) : ∃x ∈ E (A = x̄)},
et on appelleE/ ∼ le quotient de E par la relation∼.

Définition 2.15. SoitE un ensemble. Unepartition PdeE est un sous-ensemble
deP(E) vérifiant les trois propriétés suivantes:
(i) ∀A ∈ P (A , ∅),
(ii) ∀A, B ∈ P (A , B→ A∩ B = ∅), c.à.d. les ensembles dansP sontmutuellement
disjoints, et
(iii)
⋃

A∈P A = E.

Proposition 2.16. Soit E un ensemble non-vide, et soit∼ une relation
d’équivalence dans E. Alors l’ensemble des classes d’équivalences E/∼ est une
partition de E.

Démonstration. (i) Pour toutx ∈ E on ax ∼ x par réflexivité de∼. Donc,x ∈ x̄,
ce qui implique que toute classe d’équivalence est non-vide.

(ii) On démontre l’implication

∀x, y ∈ E (x̄ , ȳ→ x̄∩ ȳ = ∅)
par contraposition. Supposons que ¯x∩ ȳ , ∅. Alors il existe un élémentzdans ¯x∩ ȳ,
et pour cet élémentz on a

x ∼ z et y ∼ z.

Comme la relation∼ est symétrique et transitive, ceci implique

x ∼ y.

On démontre qu’alors ¯x = ȳ. En fait, siu ∈ x̄, alors x ∼ u. Comme on a aussi
x ∼ y, et comme∼ est symétrique et transitive, on obtienty ∼ u, et doncu ∈ ȳ.
Inversement, siu ∈ ȳ, alorsy ∼ u. Comme on a aussix ∼ y, et comme∼ est
symétrique et transitive, on obtientx ∼ u, et doncu ∈ x̄. On a donc démontré que
x̄ = ȳ (Axiome 1) six̄∩ ȳ , ∅.

(iii) En utilisant la propriétéx ∈ x̄, on obtient

E =
⋃

x∈E
{x} ⊂

⋃

x∈E
x̄ ⊂ E,

ou, d’après l’Axiome 1,E =
⋃

x∈E x̄. �

Exemple 2.17. Soit∼ la relation surZ qui a été définie dans l’Exemple 2.13.
Alors la classe d’équivalence qui contient 0 est

0̄ = {x ∈ Z : x ∼ 0}
= {x ∈ Z : x est divisible par 3},
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et de manière similaire,

1̄ = {x ∈ Z : x− 1 est divisible par 3}
et

2̄ = {x ∈ Z : x− 2 est divisible par 3}
On voit que0̄∪ 1̄∪ 2̄ = Z, et donc, d’après la Proposition 2.16, il n’y a pas d’autres
classes d’équivalences. Par exemple, on a0̄ = 3̄, car 0∼ 3.

On trouve alors que le quotient deZ par la relation d’équivalence∼ (ou:
l’ensemble des classes d’équivalences) est donné par

Z/ ∼= {0̄, 1̄, 2̄}.
Ce quotient sera aussi notéZ/3Z.

La proposition suivante est une réciproque à la Proposition 2.16.

Proposition 2.18. Soit E un ensemble non-vide, et soit P une partition de E.
Alors la relation∼ définie par

x ∼ y :⇔ ∃A ∈ P (x ∈ A∧ y ∈ A)

est une relation d’équivalence dans E, et E/∼= P.

5. Relations d’ordre

Définition 2.19. SoitE un ensemble. Une relation≤ dansE est appeléerelation
d’ordre dans Esi les trois propriétés suivantes sont satisfaites:

(i) (Reflexivité) Quelque soitx ∈ E, on ax ≤ x.
(ii) (Anti-symétrie) Quelque soitx, y ∈ E, si x ≤ y et y ≤ x, alorsx = y.

(iii) (Transitivité) Quelque soitx, y, z ∈ E, si x ≤ y et y ≤ z, alorsx ≤ z.

Un ensemble muni d’une relation d’ordre est ditordonné.

Exemple 2.20. SoitE un ensemble, et soitP(E) l’ensemble des parties deE.
Alors l’inclusion⊂ est une relation d’ordre dansP(E). (Exercice).

Exemple 2.21. On suppose que l’ensembleN des entiers relatifs est déjà con-
struit. SoitN∗ = N \ {0}. Pour deux élémentsn, m ∈ N∗ on définit

n|m :⇔ n divisem.

Alors | est une relation d’ordre dansN∗. En fait:
(i) Quelque soitn ∈ N∗ on a quen divisen, oun|n. La relation| est donc reflexive.
(ii) Quelque soitn, m ∈ N∗, si n divisem, et sim divisen, alorsn = m. La relation|
est donc anti-symétrique.
(iii) Quelque soitk, n, m ∈ N∗, si k divisen, et sin divisem, alorsk divisem. La
relation| est donc transitive.

Définition 2.22. SoitE un ensemble, et soit≤ une relation d’ordre dansE. Soit
A ⊂ E, A , ∅.
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(i) On dit que l’ordre esttotal si

∀x, y ∈ E (x ≤ y ou y ≤ x).

(ii) On dit que l’ordre estpartiel, s’il n’est pas total.
(iii) On dit quem∈ E est unmajorant(resp.minorant) deA si

∀x ∈ A (x ≤ m) (resp. (m≤ x)).

(iv) On dit queM ∈ A est unplus grand élément(resp.plus petit élément) deA
si M est un majorant deA (resp. un minorant deA).

(v) On dit quem∈ E est uneborne supérieure(resp.borne inférieure) deA, et
on notem =: supA (resp.m =: inf A), si m est le plus petit des majorants
(resp. le plus grand des minorant).

(vi) On dit queM ∈ E estmaximaldansA si M ∈ A et si

∀x ∈ A (M ≤ x→ M = x).

(vii) On dit queM ∈ E estminimaldansA si M ∈ A et si

∀x ∈ A (x ≤ M → M = x).

Proposition 2.23. Soit E un ensemble ordonné, et soit A⊂ E tel que A, ∅.
Si A admet un plus grand élément (resp. un plus petit élément, resp. une borne
supérieure, resp. une borne inférieure), alors cet élément est unique.

Démonstration. SoientM et N deux plus grand éléments dansA. Alors M ∈ A,
N ∈ A, et M et N sont des majorants deA. CommeM est majorant deA, alors
N ≤ M. CommeN est majorant deA, alorsM ≤ N. Comme la relation d’ordre≤ est
anti-symétrique, on obtient queM = N. Donc, il y a au plus un plus grand élément
dansA.

D’une manière similaire, on montre qu’il y a au plus un plus petit élément.
Le fait qu’il y a au plus une borne supérieure et au plus une borne inférieure de

A est une conséquence de la définition de la borne supérieure comme plus petit des
majorants (resp. de la borne inférieure comme plus grands des minorants) et de ce
qu’on vient de démontrer sur l’unicité du plus petit (resp. plus grand) élément. �

Proposition 2.24. Soit E un ensemble ordonné, et soit A⊂ E tel que A, ∅.
Alors l’élément M∈ E est le plus grand élément (resp. plus petit élément) deA si et
seulement si M∈ A et M= supA (resp. M= inf A).

Proposition 2.25.On considère l’ensemble ordonné(R,≤). Soit A⊂ R non-vide,
et soient m, M∈ R. Alors
(i) M = supA si et seulement si

∀x ∈ A (x ≤ M) et∀ε > 0∃xε ∈ A (M − ε ≤ xε), et

(ii) m = inf A si et seulement si

∀x ∈ A (m≤ x) et∀ε > 0∃xε ∈ A (xε ≤ m+ ε).
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Exemples 2.26. (i) Dans (R,≤) l’intervalle A = [0, 1[ admet un plus petit élément
(qui est 0), mais pas de plus grand élément. De plus, supA = 1 et infA = 0.
(ii) Dans (Q,≤), l’ensembleA = {x ∈ Q : x2 ≤ 2} n’a pas de borne supérieure, et
donc a fortiori pas de plus grand élément.
(iii) Dans (N∗, |), tout nombre premier est minimal.
(iv) Dans (P(Ω),⊂) on a sup{A, B} = A∪ B et inf{A, B} = A∩ B.

6. Fonctions et applications

Définition 2.27 (Fonction, application). SoientE et F deux ensembles. Une
fonctiondeE dansF est une relation deE dansF ayant la propriété que six, x′ ∈ E
et y ∈ F sont tels que (x, y) ∈ f et (x′, y) ∈ f , alorsx = x′. Si (x, y) ∈ f , alors on
appellex l’antécédant dey, ety l’image dex. On note

f : E → F,

x 7→ y = f (x)

pour dire quef est une fonction deE dansF, et quef (x) est l’image dex.
Si f est une fonction deE dansF, alors nous appelons

D( f ) := {x ∈ E : ∃y ∈ F (x, y) ∈ f }
le domaine de définition def . C’est donc l’ensemble de tous lesx qui possèdent une
image.

UneapplicationdeE dansF est une fonction deE dansF donc le domaine de
définition estE.

La fonction f = ∅ est appelée lafonction vide.

Définition 2.28 (Injection, surjection, bijection). SoientE et F deux ensembles.
On dit qu’une fonctionf deE dansF est
- injectivesi

∀x, y ∈ E ( f (x) = f (y)→ x = y),
- surjectivesi

∀y ∈ F ∃x ∈ E ( f (x) = y).
Une injectionest une application injective. Unesurjectionest une application sur-
jective. Unebijectionest une application qui est injection et surjection.

Exemple 2.29. SoitE un ensemble. L’application identique1E : E → E définie
par 1E(x) = x est une bijection.

Définition 2.30 (Composition de fonctions). SoientE, F et G trois ensembles.
Si f : E → F et f : F → G sont deux fonctions de domaine de définition respectifs
D( f ) etD(g), alors lacomposée g◦ f est la fonction deE dansG définie parg◦ f (x) =
g( f (x)), son domaine de définition étant l’ensembleD(g ◦ f ) = {x ∈ E : x ∈ D( f ) et
f (x) ∈ D(g)}.

Proposition 2.31. La composée de deux applications (resp. injections, resp.sur-
jections, resp. bijections) est une application (resp. injection, resp. surjection, resp.
bijection).
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Proposition 2.32. Si f est une bijection de E dans F, alors il existe une unique
bijection g de F dans E vérifiant g◦ f = 1E et f ◦ g = 1F.

Définition 2.33 (Bijection réciproque). Soitf une bijection deE dansF. Alors
l’unique bijectiong deF dansE vérifiantg◦ f = 1E et f ◦g = 1F (Proposition 2.32)
est appeléebijection réciproqueet on noteg =: f −1.

Définition 2.34 (Images directes et réciproques). Soitf : E → F une fonction,
et soientA ⊂ E, B ⊂ F. On pose

f (A) = {y ∈ F : ∃x ∈ A ( f (x) = y)} et

f −1(B) = {x ∈ E : ∃y ∈ B (y = f (x))},
et on appellef (A) l’ image directedeA, et f −1(B) l’ image réciproquedeB.

Proposition 2.35. Soient f : E → F une fonction et Ai ⊂ E, Bi ⊂ F pour i ∈ I.
Alors
(i) f (A1 ∪ A2) = f (A1) ∪ f (A2),
(ii) f (

⋃

i∈I Ai) =
⋃

i∈I f (Ai),
(iii) f −1(B1 ∪ B2) = f −1(B1) ∪ f −1(B2),
(iv) f −1(

⋃

i∈I Bi) =
⋃

i∈I f −1(Bi),
(v) f−1(B1 ∩ B2) = f −1(B1) ∩ f −1(B2),
(vi) f −1(

⋂

i∈I Bi) =
⋂

i∈I f −1(Bi),
(vii) f −1(∁FB) = ∁E f −1(B).

Exercice 2.36. Donner un exemple qui montre qu’en généralf (A1 ∩ A2) ,
f (A1) ∩ f (A2). Est-ce qu’au moins une des inclusionsf (A1 ∩ A2) ⊃ f (A1) ∩ f (A2)
ou f (A1 ∩ A2) ⊂ f (A1) ∩ f (A2) est vraie?

Exercice 2.37. SiE et F sont deux ensembles, alors on noteFE pour l’ensemble
des applications deE dansF.
(a) Montrer que siE contientn éléments, et siF contientm éléments, alorsFE

contientmn éléments.
(b) Trouver une bijection entreR × R -le produit cartésien - etR2 - l’ensemble de
toutes les applications de 2 (vu comme un ensemble; voir le prochain chapitre) etR.

7. Lois de composition

Définition 2.38. Uneloi interne TsurE est une applicationT : E× E→ E. On
notexTyau lieu deT(x, y) l’image de (x, y) ∈ E × E.

Une loi externesur E à domaine d’opérateurs dansK est une applicationT :
K × E→ E. On noteλT xau lieu deT(λ, x) l’image de (λ, x) ∈ K × E.

Exemples 2.39. (i) L’addition+ et la multiplication· sont des lois internes dans
R (resp.N, Z, Q).
(ii) Si E est un ensemble, alors la composition◦ est une loi interne dans l’ensemble
des applications deE dansE.
(iii) Si E est un ensemble, alors l’intersection∩ et la différence symétrique△ sont
des lois internes dansP(E) (l’ensemble des parties deE).
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Définition 2.40. SoitE un ensemble. Une loi interneT surE est dite
- commutativesi ∀x, y ∈ E on axTy= yT x,
- associativesi ∀x, y, z ∈ E on a (xTy)Tz= xT(yTz),
- distributivepar rapport à une deuxième loi interneS si∀x, y, z ∈ E on axT(yS z) =
(xTy)S(xTz) et (xS y)Tz= (xTz)S(yTz).
La loi interneT admet uńelément neutre e∈ E si ∀x ∈ E on axTe= eT x= x. Si
T admet un élément neutre, alors un élément inverse dex ∈ E est un élémentx′ ∈ E
tel quexT x′ = x′T x= e.

Lemme 2.41. Soit E un ensemble, et soit T une loi interne sur E. Alors:
(i) il existe au plus un élément neutre, et
(ii) si T admet un élément neutre et si T est associative, alors pour tout x∈ E il
existe au plus un élément inverse.

Démonstration. (i) Soienteet e′ deux éléments neutres. Alors

e= eTe′,

parce quee′ est élément neutre, et

eTe′ = e′,

parce queeest élément neutre. Donc,e= e′, ce qui veut dire qu’il existe au plus un
élément neutre.

(ii) Soit e ∈ E l’élément neutre. Soitx ∈ E, et soientx′, x′′ ∈ E deux éléments
inverse. Alors, commeeest élément neutre, et commex′′ est élément inverse dex,

x′ = x′Te= x′T(xT x′′).

De la même manière,
x′′ = eT x′′ = (x′T x)T x′′.

CommeT est associative, on obtient doncx′ = x′′, ce qui veut dire qu’il existe au
plus un élément inverse. �

Exemples 2.42. (i) L’addition+ et la multiplication· dansR sont commutatives
et associatives, et la multiplication est distributive parrapport à l’addition. L’élément
0 est un élément neutre pour l’addition, et 1 est un élément neutre pour la multipli-
cation.
(ii) Si E est un ensemble, et si

Sym (E) := { f ∈ P(E × E) : f est une bijection}
est l’ensemble de bijections deE dansE, alors la composition◦ est une loi interne
sur Sym (E) qui est associative, mais non commutative (exemple!). L’application
identique 1E est l’élément neutre, et sif ∈ Sym (E), alors la fonction réciproquef −1

est l’élément inverse.
(iii) L’intersection∩ et la différence symétrique△ dansP(E) sont commutatives et
associatives, et l’intersection est distributive par rapport à la différence symétrique.
L’élement neutre pour l’intersection est l’ensembleE, l’élément neutre pour la
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différence symétrique est l’ensemble vide∅. Si A est une partie deE, alors son in-
verse par rapport à la différence symétrique estA. En général, il n’y a pas d’élément
inverse pour l’intersection.

Définition 2.43 (Anneau). Un triplet (A,+, ·) qui consiste d’un ensembleA et de
deux lois internes+ et · surA est appeléanneau (unitaire)si
(i) l’addition + est commutative, associative, admet un élément neutre (noté 0), et
tout élémentx ∈ A admet un élément inverse pour l’addition, et
(ii) la multiplication · est associative, distributive par rapport à l’addition, et admet
un élément neutre (noté 1).
Si de plus, la multiplication· est commutative, alors on dit que (A,+, ·) est unanneau
commutative.

Exemples 2.44. (Z,+, ·), (Q,+, ·), (R,+, ·) et (P(E),△,∩) sont des anneaux com-
mutatives.





CHAPITRE 3

Arithm étique

1. L’axiome de l’ensemble infini et d́efinition deN

Jusqu’ici, dans les exemples, on a déjà utilisé les ensemblesN, Z, Q, R, munis
des lois internes qui sont l’addition et la multiplication,et munis de l’ordre≤. On a
supposé que ces ensembles sont connus.

Dans ce chapitre on va définirN (à partir d’un nouvel axiome) et ensuite con-
struireZ à partir deN. Ce sera un exercice de construireQ à partir deZ. On ne va
pas décrire une construction deR ici.

Afin de pouvoir définirN on a besoin de l’axiome suivant qui garantit l’existence
d’un ensemble infini, et bien un peu plus. L’axiome suivant est donc une extension
de l’axiome de l’existence d’un ensemble (Axiome 3).

Axiome 6 (Existence d’un ensemble récursif). Il existe un ensemble récursif E
avec les propriétés suivantes:
(i) ∅ ∈ E et
(ii) si x ∈ E, alorsx∪ {x} ∈ E.

Définition 3.1 (deN). SoitE un ensemble récursif (Axiome 6). On définit

N :=
⋂

{F ∈ P(E) : F est récursif}

comme l’intersection de tous les sous-ensembles récursifs deE.

Par définition, l’ensembleN est le plus petit ensemble récursif. L’ensembleN
contient exactement les éléments

∅,
{∅} = ∅ ∪ {∅},

{∅, {∅}} = {∅} ∪ {{∅}},
{∅, {∅}, {∅, {∅}}} = {∅, {∅}} ∪ {{∅, {∅}}},

...

33
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Afin d’alléger la notation, on définit

0 := ∅,
1 := {∅} = {0},
2 := {∅, {∅}} = 1∪ {1} = {0, 1},
3 := 2∪ {2} = {0, 1, 2},
4 := 3∪ {3} = {0, 1, 2, 3},
5 := 4∪ {4} = {0, 1, 2, 3, 4},
...

et alorsN est l’ensemble qui contient exactement les éléments 0, 1,2, 3, 4, 5,. . . .
L’existence de l’ensembleN est maintenant garantit par l’Axiome 6.

On remarque qu’avec la définition ci-dessus lesnombres0, 1, 2, 3, 4, 5,. . .
sont des ensembles! Par exemple, le nombre 4 est l’ensemble qui contient les quatre
éléments 0, 1, 2 et 3. Avec ce point de vue, il est naturel de définir l’ordre suivant
surN.

Proposition 3.2 (Ordre surN). Pour tout n, m∈ N on définit

n ≤ m :⇔ n ⊂ m.

Alors≤ est une relation d’ordre dansN.

Proposition 3.3 (Addition surN). On définit l’addition+ : N × N → N comme
suivant: on définit premièrement

n+ 0 := n et

n+ 1 := n∪ {n},

et si n+m est déja définit, alors

n+ (m+ 1) := (n+m) + 1.

Alors l’addition+ est une loi interne surN qui est commutative, associative, et qui
admet0 comme élément neutre.

Proposition 3.4 (Multiplication surN). On définit la multiplication· : N×N→ N
comme suivant: on définit premièrement

n · 0 := 0 et

n · 1 := n,

et si n·m est déja définit, alors

n · (m+ 1) := (n ·m) + n.

Alors la multiplication· est une loi interne surN qui est commutative, associative,
distributive par rapport à l’addition, et qui admet1 comme élément neutre.
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2. Construction deZ

En supposant que (N,+, ·,≤) est construit, on va maintenant construireZ à l’aide
d’une relation d’équivalence.

Proposition 3.5. Pour tout(a, b), (c, d) ∈ N2 on pose

(a, b) + (c, d) := (a+ c, b+ d) et

(a, b) · (c, d) := (ac+ bd, ad+ bc),

et on définit une relation∼ par

(a, b) ∼ (c, d) :⇔ a+ d = b+ c.

Alors + et · sont des lois internes surN2, et∼ est une relation d’équivalence dans
N2. En plus, pour tout(a, b), (c, d), (a′, b′), (c′, d′) ∈ N2 on a

(a, b) ∼ (a′, b′) et (c, d) ∼ (c′, d′) ⇒

⇒ (a, b) + (c, d) = (a′, b′) + (c′, d′) et (a, b) · (c, d) = (a′, b′) · (c′, d′).

Définition 3.6 (deZ). On pose

Z := N/∼,

et on appelleZ l’ ensemble des entiers relatifs. SurZ, on définit l’addition+ et la
multiplication· par

(a, b) + (c, d) := (a, b) + (c, d) et

(a, b) · (c, d) := (a, b) · (c, d).

Remarques 3.7. (a) On remarque premièrement que pour tout élément(a, b) dans
Z il existe unn ∈ N tel que

(a, b) = (n, 0) ou (a, b) = (0, n).

Afin de voir cela, il suffit de démontrer que pour tout (a, b) ∈ N2 il existe unn ∈ N
tel que

a = b+ n ou a+ n = b.

En conséquent, tous les éléments deZ s’ecrivent de la forme(n, 0) ou(0, n) pour un
n ∈ N.
(b) On remarque deuxièmement que pour tout (a, b) ∈ N2 on a

(a, b) + (b, a) = (b, a) + (a, b) = (a+ b, a+ b),

et que(a+ b, a+ b) = (0, 0) est l’élément neutre pour l’addition. En particulier,tout
élément deZ admet un élément inverse pour l’addition.

Proposition 3.8. SoientZ, l’addition + et la multiplication· sur Z comme ci-
dessus. Alors(Z,+, ·) est un anneau.
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Proposition 3.9. L’application

i : N → Z,

n 7→ (n, 0),

est injective. En plus, pour tout n, m∈ N on a

i(n+m) = i(n) + i(m) et

i(n ·m) = i(n) · i(m).

Si on identifieN avec son image directi(N), alors on peut dire queN est un
sous-ensemble deZ, et l’addition et la multiplication dansN coincide (sous cette
indentification) avec l’addition et la multiplication dansZ.

Dans la suite, on va identifierN avec son image directi(N). En plus, on note les
éléments deZ simplementn, m, k, . . . . Si n ∈ Z, alors on note−n l’élément inverse
pour l’addition. On écritn−m au lieu den+ (−m).

D’après la Remarque 3.7 (a), pour toutn ∈ Z on a

n ∈ N ou − n ∈ N.

Proposition 3.10. On définit, pour tout n, m∈ Z,

n ≤ m :⇔ m− n ∈ N.
Alors≤ est une relation d’ordre surZ qui, quand on la restreint surN, coincide avec
la relation d’ordre surN.

3. L’algorithme d’Euclide

Définition 3.11. Pour toutn ∈ Z on définit lavaleur absolue|n| par |n| :=
sup{n,−n}.

Proposition 3.12. Pour tout n, m∈ Z on a

|n| = 0 ⇔ n = 0,

|n+m| ≤ |n| + |m| et

|n ·m| = |n| · |m|.

Proposition 3.13 (Division avec reste).Pour tout n, m∈ Z, m , 0, il existe des
éléments unique q, r∈ Z tel que

n = q ·m+ r et 0 ≤ r < |m|.

Démonstration. Unicité: Supposons qu’il y a deux solutions pour la division
avec reste, c.à.d. supposons queq1, q2, r1, r2 ∈ Z sont tels que

n = q1 ·m+ r1 et 0≤ r1 < |m| et

n = q2 ·m+ r2 et 0≤ r2 < |m|.
Alors

m · (q2 − q1) = r1 − r2
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ce qui implique
|m| · |q2 − q1| = |r1 − r2|.

Ainsi, on trouve que|r1 − r2| ≥ 0 est un multiple de|m|. Avec la condition 0≤ r1,
r2 < |m|, ce n’est possible que si|r1 − r2| = 0 ce qui implique d’un côtér1 = r2

et d’autre côté|m| · |q2 − q1| = 0. Commem , 0, on trouve alors nécessairement
q1 = q2. On a donc démontré unicité.

Existence: On suppose quem > 0; le casm < 0 se démontre d’uns façon
similaire. Sim> 0, alors il existe unq ∈ Z tel que

(3.1) q ·m≤ n < (q+ 1) ·m.
En fait, l’ensembleA = {q′ ∈ Z : q ·m≤ n} est borné supérieurement. En plus, dans
Z, toute partie non-vide majorée admet une borne supérieure. Si on poseq = supA,
alors on trouve (3.1). Après avoir établit (3.1), il suffit de poserr = n− q ·m. �

Exemples 3.14.

n = 20, m= 7, 20= 7 · 2+ 6;

n = 20, m= −7, 20= (−7) · (−2)+ 6;

n = −20, m= 7, −20= 7 · (−3)+ 1;

n = −20, m= −7, −20= (−7) · 3+ 1.

Définition 3.15. Soienta, b ∈ Z, a , 0.
(i) On dit quea divise bs’il existeq ∈ Z tel queaq= b.
(ii) On dit quea estpremiersi les seuls diviseurs dea sonta, −a, 1 et−1.
(iii) Le plus grand commun diviseurdea et b (notéa∧ b ou pgcd (a, b)) est le plus
grand des diviseurs communs àa et àb. (iv) On dit quea est premier avec bsi
a∧ b = 1.

Théorème 3.16 (Algorithme d’Euclide).Soient a, b∈ Z, a, 0. On pose

r−1 := a et

r0 := b.

Si r j−1 et r j sont donnés, et si rj , 0, alors il existe des uniques éléments qj, r j+1 ∈ Z
tels que

(3.2) r j−1 = r jq j + r j+1 et 0 ≤ r j+1 < |r j |;
(division avec reste). Alors il existe un n∈ N ∪ {−1} tel que rn+1 = 0 et rn , 0. Pour
ce dernier reste non nul on a rn = a∧ b.

Démonstration. Si n = −1, c.á.d. sia est le dernier reste non nul etb = 0, alors
a = a∧ b, et il n’y a plus rien a démontrer. Sin = 0, c.à.d. sib est le dernier reste
non nul (b est un diviseur dea), alorsb = a∧ b, et il n’y a plus rien à démontrer non
plus. Donc, on suppose quen ≥ 1.

On montre premièrement que

(3.3) ∀0 ≤ j ≤ n− 1 : r j−1 ∧ r j = r j ∧ r j+1.
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Plus particulièrement, on montre la proposition plus forte:

∀0 ≤ j ≤ n− 1∀d ≥ 1 : d est diviseur commun der j−1 et r j si et

seulement sid est diviseur commun der j−1 et r j .

Il est clair que cette proposition implique (3.3).
Soit d un diviseur commun der j−1 et r j. Alors il existe des nombresk, l ∈ Z tel

quer j−1 = d k et r j = d l. Par l’algorithme (3.2),

r j+1 = r j−1 − q jr j

= d (k− q j l),

et doncd est diviseur der j+1. Commed est toujours diviseur der j, alorsd est
diviseur commun der j et r j+1.

Si d est diviseur commun der j et r j+1 alors on démontre de la même façon que
d est diviseur commun der j−1 et r j.

On obtient donc la propriété (3.3).
De cette propriété on obtient

a∧ b = r0 ∧ r1 = · · · = rn−1 ∧ rn.

Mais d’après l’algorithme (3.2),

rn−1 = rnqn + rn+1 = rnqn,

parce quern+1 = 0, et doncrn est diviseur dern−1. Ceci impliquern−1 ∧ rn = rn, et le
théorème est démontré. �

Dans la suite, sia ∈ Z, alors

aZ = {an : n ∈ Z}.

Proposition 3.17 (Relation de Bezout).Soient a, b∈ Z, a , 0. Alors

(3.4) aZ + bZ = (a∧ b)Z.

Démonstration. L’inclusion

aZ + bZ ⊂ (a∧ b)Z

est facile.
Afin de démontrer l’autre inclusion

aZ + bZ ⊃ (a∧ b)Z,

il suffit de démontrer quea∧ b ∈ (aZ + bZ) ce qui veut dire que

(3.5) ∃x, y ∈ Z : ax+ by= a∧ b.

On reprend l’agorithme d’Euclide (3.2) et on montre que

(3.6) ∀ j = −1, . . . , n∃xj, yj ∈ Z : axj + byj = r j.
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Cette relation est certainment vérifiée pourn = 0. En faitr−1 = a = a · 1 + b · 0 et
r0 = b = a · 0+ b · 1. Sin = 0, alors (3.6) est déjà démontré. Sinon, supposons qu’il
existek tel que 0≤ k ≤ n− 1 et tel que

∀ j = −1, . . . , k∃xj , yj ∈ Z : ax+ by= r j.

D’après l’algorithme (3.2),
rk−1 = rkqk + rk+1

ou

rk+1 = (axk + byk)qk − (axk−1 + byk−1)

= a (xkqk − xk−1) + b (ykqk − yk−1).

Ceci implique, par récurrence que (3.6) est vrai. En particulier,

a∧ b = rn = axn + byn,

ce qui termine la démonstration. �

Remarque 3.18. Sia, b ∈ Z sont premiers entre eux, alors il existen, m ∈ Z tel
que

an+ bm= 1;
voir (3.5) ci-dessus. Ceci est une autre formulation de la relation de Bezout.

Proposition 3.19. Soit n∈ N, n, 0. Pour tout a, b∈ Z on définit

a ∼ b :⇔ ∃q ∈ Z : a− b = q · n.
Alors∼ est une relation d’équivalence surZ.

Si n ∈ N, n , 0, et si∼ est la relation d’équivalence de la proposition précédente,
alors on noteZ/nZ pour l’ensembleZ/∼ des classes d’équivalences. Notons que
deux élémentsa, b ∈ Z sont dans la même classe d’équivalence si la division de
a−b parn donne le reste 0. D’une manière équivalente, deux élémentsa, b ∈ Z sont
dans la même classe d’équivalence si la division dea resp.b parn donne le même
reste. On a

Z/nZ = {0̄, 1̄, . . . , ¯n− 1},
et on vérifie que l’addition et la multiplication données par

ā+ b̄ := a+ b et

ā · b̄ := a · b
sont bien définis dansZ/nZ.

Proposition 3.20. (Z/nZ,+, ·) est un anneau commutatif.

4. L’anneau des polyn̂omes
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