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 · Universit�at UlmAbteilung Angewandte Analysis Dr. R. ChillM. DuelliWS 02/03�Ubungen zur Analysis III�Ubungsblatt 1Abgabetermin: Montag, 21. Oktober 2002, in der Pause der Vorlesung(1) Es seien 
i, i = 1; 2, Mengen und f : 
1 ! 
2 gegeben.(a) Es sei A2 eine �-Algebra auf 
2. Zeige, dann ist �(f) := ff�1(A) : A 2 A2geine �-Algebra auf 
1.(b) Es sei A1 eine �-Algebra auf 
1. Widerlege folgende Aussage durh ein Ge-genbeispiel: ff(A) : A 2 A1g ist eine �-Algebra.Gilt die Aussage, wenn f zus�atzlih surjektiv ist? (2+2 Punkte)(2) Es bezeihne K, A die Menge aller kompakten resp. abgeshlossenen Teilmengendes RN . Weiter bezeihne W die Menge aller o�enen W�urfel im RN . Zeige:(a) Es gilt B(RN ) = �(K) = �(A).�(b) Es gilt B(RN ) = �(W). (2+2 Punkte)(3) Finde drei �-Algebren in f1; 2; 3g. (2 Punkte)(4) Es sei (An) eine Folge von Teilmengen einer Menge 
. Man bezeihnet mitlim supn!1An die Menge aller Punkte von 
, welhe in unendlih vielen der Anliegen. Man bezeihnet mit lim infn!1An die Menge aller Punkte von 
, welhein shlie�lih allen1 An liegen.(a) Dr�uke lim infn!1An und lim supn!1An mit Hilfe der Symbole [ und \aus.(b) Welhe Inklusion gilt?() Es gelte An 2 A f�ur eine �-Algebra A auf 
. Dann sind die beiden Mengenlim infn!1An und lim supn!1An auh in A. (2+1+2 Punkte)

1Man sagt, ein Punkt x liege in shlie�lih allen An, falls es einen Index n0 gibt, so da� x in allen Anmit n � n0 liegt.
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 · Universit�at UlmAbteilung Angewandte Analysis Dr. R. ChillM. DuelliWS 02/03�Ubungen zur Analysis III�Ubungsblatt 2Abgabetermin: Montag, 28. Oktober 2002, in der Pause der VorlesungIn diesem, wie in folgenden �Ubungsbl�attern betrahten wir - sofern nihts anderes gesagtwird - auf Rn stets die Borel �-Algebra.(5) Es sei x 2 Rn . Zeige, da� durh �(A) = 1, falls x 2 A, und �(A) = 0 sonst, einMa� auf (Rn ;B(Rn)) erkl�art wird. Man nennt � das Dirama� im Punkt x undshreibt Æx := �. (2 Punkte)(6) Es seien (
1;�1; �) ein Ma�raum und (
2;�2) ein me�barer Raum. Weiter seienf : 
1 ! 
2 eine Abbildung und E ein Erzeugendensystem von �2, das hei�t�(E) = �2.(a) Zeige: Ist f�1(A) 2 �1 f�ur alle A 2 E , dann ist f�1(A) 2 �1 f�ur alle A 2 �2.(Hinweis: Prinzip der guten Mengen.)Bemerkung: Wir nennen f �1��2-me�bar, falls f�1(A) 2 �1 f�ur alle A 2 �2.(b) Es sei f eine �1 � �2-me�bare Abbildung. Dann de�niere � auf �2 durh�(A) = �(f�1(A)). Zeige: (
2;�2; �) ist ein Ma�raum.Bemerkung: Man bezeihnet � als Bildma� und shreibt �f = f(�) := �.() Zeige oder widerlege durh ein Gegenbeispiel: Ist � endlih (�-endlih), soauh f(�).(d) F�ur a 2 Rn bezeihne Ta die Translationsabbildung x! a+x. Zeige, da� Tame�bar ist und bestimme Ta(Æx) und Ta(�). Hier bezeihnet (wie immer) Æxdas Dirama� im Punkt x und � das Lebesguema� auf Rn .(2+2+2+4 Punkte)(7) Im folgenden einige Beispiele me�barer Funktionen. Zeige:(a) Es sei (
;�) ein Me�raum. Die harakteristishe Funktion einer Menge A �
 ist me�bar genau dann, wenn A 2 � gilt.(b) Jede stetige Funktion f : Rn ! Rm ist me�bar1.() Jede monotone Funktion f : R ! R ist me�bar. (2+2+2 Punkte)

1im Sinne von Aufgabe (6)
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 · Universit�at UlmAbteilung Angewandte Analysis Dr. R. ChillM. DuelliWS 02/03�Ubungen zur Analysis III�Ubungsblatt 3Abgabetermin: Montag, 4. November 2002, in der Pause der Vorlesung(8) (a) Es sei (
;�) ein Me�raum. Beshreibe die Menge der me�baren Funktionenf : 
! R f�ur � = P(
) und � = f;;
g.(b) Es seien (
i;�i), i = 1; 2; 3, Me�r�aume. Ferner seien f : 
1 ! 
2 undg : 
2 ! 
3 �1 � �2-me�bar resp. �2 � �3-me�bar. Zeige: Die Kompositiong Æ f : 
1 ! 
3 ist �1 � �3 me�bar. (2+2 Punkte)(9) (a) Es sei f eine auf Rn de�nierte me�bare Funktion und x0 2 Rn . Berehne dasIntegral RRn fdÆx0; dabei bezeihne Æx0 das Dirama� im Punkt x0.(b) Es bezeihne � das Z�ahlma� auf (N ;P(N )). Es sei f : N ! C beliebig. Zeige:f ist me�bar und harakterisiere die Integrierbarkeit von f . (2+2 Punkte)(10) Es sei (
;�; �) ein Ma�raum und f eine �-me�bare nihtnegative Funktion auf
. De�niere �(A) = R f1Ad� f�ur A 2 �.(a) Zeige: � ist ein Ma�.Man nennt � das Ma� mit Dihte f bez�uglih � und shreibt auh f� := �.(b) Es sei (an) � [0;1℄. Zeige: �(A) =Pn2A an ist ein Ma� auf (N ;P(N )). Mannennt � das gewihtete Z�ahlma�. (3+2 Punkte)(11) Let (
;�; �) be a measure spae and f : 
! [0;1℄ a measurable funtion. Reallthat f is said to be equal to 0 almost everywhere (in short f = 0 a.e.) if thereexists a measurable set N of measure zero suh that fx 2 
 : f(x) 6= 0g � N .Show that R
 fd� = 0 if and only if f = 0 a.e. (3 points)
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 · Universit�at UlmAbteilung Angewandte Analysis Dr. R. ChillM. DuelliWS 02/03�Ubungen zur Analysis III�Ubungsblatt 4Abgabetermin: Montag, 11. November 2002, in der Pause der Vorlesung(12) (Transformationssatz) Es seien (
1;�1; �) ein Ma�raum, (
2;�2) ein Me�raumund eine �1��2-me�bare Abbildung T : 
1 ! 
2 gegeben. Dann bezeihne T (�)das Bildma� von � unter T , d.h. T (�)(A) = �(T�1(A)) f�ur A 2 �2.(a) Es sei f : 
2 ! [0;1℄ einfah. Zeige die Identit�atZ
2 f dT (�) = Z
1 f Æ T d�:(b) Zeige die obige Identit�at f�ur f : 
2 ! [0;1℄ me�bar.(Hinweis: Benutze, da� es f�ur jede nihtnegative me�bare Funktion f eine mo-noton wahsende Folge nihtnegativer einfaher Funktionen (fn) gibt, so da�f = supn fn.)() Es sei f : R ! [0;1℄ me�bar und h 2 R. Zeige:ZR f(x) d�(x) = ZR f(x+ h) d�(x): (2+3+2 Punkte)(13) Es sei f : R+ ! R uneigentlih Riemannintegrierbar und Lebesgueintegrierbar.Zeige, da� Z 10 f(t) dt = ZR+ f d�: (2 Punkte)(14) D�eterminer la limite de la suite d'int�egralesZ 10 1 + nx(1 + x)n dx: (3 points)(15) Berehne die Laplaetransformation von f(t) = sin(t)=t; t 2 R+ .(Hinweis: Berehne zuerst dd� f̂(�) f�ur � > 0. Begr�unde alle Shritte. Benutze dann dieIdentit�at f̂(�) = � R1� ( ddt f̂(t))dt.) (4 Punkte)
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 · Universit�at UlmAbteilung Angewandte Analysis Dr. R. ChillM. DuelliWS 02/03�Ubungen zur Analysis III�Ubungsblatt 5Abgabetermin: Montag, 18. November 2002, in der Pause der Vorlesung(16) Es seien (
;�; �) ein Ma�raum und f; g : 
 ! �R me�bar. Es gelte f = g fast�uberall. Zeige: Ist f integrierbar, so auh g und es gilt R
 f d� = R
 g d�.(2 Punkte)(17) Sia (
;�; �) uno spazio di misura �nita, io�e �(
) < 1. Mostrare he per 1 �p � q � 1 abbiamo Lq(
;�; �) � Lp(
;�; �). (3 punti)(18) Ist der Ma�raum niht endlih, so ist die Situation etwas komplexer.(a) Es sei I ein unbeshr�anktes Intervall in R. Zeige: F�ur 1 � p 6= q � 1 giltweder Lp(I) � Lq(I) noh Lq(I) � Lp(I).(b) F�ur 1 � p � 1 bezeihnet `p den Raum Lp(N ;P(N ); �), wo � das Z�ahlma�auf N ist. Zeige die Inklusion `p � `q f�ur 1 � p � q � 1. (3+3 Punkte)(19) (Lyapunov) Es seien (
;�; �) ein Ma�raum, 1 � p; q � 1 und 0 � � � 1.De�niere r durh 1r = 1��p + �q . Zeige: Ist f 2 Lp(
)\Lq(
), so ist f 2 Lr(
) undes gilt folgende Interpolationsungleihung: kfkr � kfk1��p kfk�q. (3 Punkte)(20) Zeige, die Abbildung T : C[a; b℄! Lp([a; b℄); f 7! [f ℄ ist injektiv. (2 Punkte)
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 · Universit�at UlmAbteilung Angewandte Analysis Dr. R. ChillM. DuelliWS 02/03�Ubungen zur Analysis III�Ubungsblatt 6Abgabetermin: Montag, 25. November 2002, in der Pause der Vorlesung(21) Es sei (
;�; �) ein �-endliher Ma�raum und f : 
 ! [0;1℄ me�bar. Zeige dieIdentit�at Z
 f d� = Z[0;1) �(ff � tg) dt:(Hinweis: Beahte die Identit�at f(x) = R f(x)0 1 dt und benutze Fubini.) (3 Punkte)(22) (Parti�ele Integratie) Wees f , g 2 L1[a; b℄. De�ni�eer voor alle x 2 [a; b℄F (x) := Z[a;x℄ f d� en G(x) := Z[a;x℄ g d�:Toon de juistheid von de volgende stellingen aan:(a) F , G 2 C[a; b℄.(b) Z[a;b℄ f(x) Z[a;x℄ g(y) d�(y) d�(x) = Z[a;b℄ g(y) Z[y;b℄ f(x) d�(x) d�(y):() Z[a;b℄ f �G d� = F (b)G(b)� Z[a;b℄ F � g d�:(Opmerking bij (b): Fubini.) (2+3+1 punten)(23) (Faltung) Es sei f 2 C1 (R), das hei�t f ist stetig di�erenzierbar und vershwindetau�erhalb einer kompakten Menge. Zeige:(a) f 2 Lq(R) f�ur alle q 2 [1;1℄.(b) Es sei g 2 Lp(R) und p 2 [1;1℄. De�niere (f ? g)(x) = RR f(x� y)g(y) d�(y).Zeige: Die Faltung f ? g de�niert eine reellwertige Funktion, diese ist di�e-renzierbar und es gilt (f ? g)0 = f 0 ? g. (1+3 Punkte)(24) Betrahte auf [0; 1℄ die Folge (fn), de�niert durh fn(x) = xn � 2x2n+1.(a) Zeige: P1n=0(R[0;1℄ fn d�) 6= R[0;1℄(P1n=0 fn) d�:�(b) Warum widerspriht Teil (a) niht dem Satz von Fubini? (3+2 Punkte)
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 · Universit�at UlmAbteilung Angewandte Analysis Dr. R. ChillM. DuelliWS 02/03�Ubungen zur Analysis III�Ubungsblatt 7Abgabetermin: Montag, 2. Dezember 2002, in der Pause der Vorlesung(25) Es sei f 2 C(R) und kn : R ! R+ eine approximative Eins, das hei�e kn istintegrierbar mit RR kn d� = 1 und fkn 6= 0g � B1(1=n), n 2 N .Zeige: f ? kn konvergiert gleihm�a�ig gegen f (n!1).(Hinweis: Benutze die gleihm�a�ige Stetigkeit von f .) (3 Punkte)(26) (Integrai�on parial) Considerando u; v 2 C1(Bn(R)), R > 0, prueba la identidad:ZBn(R)Diu � v d� = ZSn�1(R) u � vxiR d� � ZBn(R) u �Div d�: (3 puntos)(27) Es sei u 2 C2((0;1)�Bn(R)), R > 0, und es gelte ��tu(t; x)�Pnk=1 �2�x2ku(t; x) = 0f�ur alle (t; x) 2 (0;1)�Bn(R). Man nehme an, da� die Ableitungen ��tu, ��xku und�2�x2ku eine stetige Fortsetzung auf R+�Bn(R) haben und da� hru(t; x); �(x)i = 08(t; x) 2 R+ � Sn�1(R). Hier ist �(x) = x=R die �au�ere Normale im Punktx 2 Sn�1(R). Zeige: ddt ZBn(R) u d� = 0:(Hinweis: Rehtfertige, da� man Ableitung und Integral vertaushen darf.)(4 Punkte)(28) Es sei f 2 L1(Bn). Zeige die folgende Identit�at:ZBn f d� = ZBn�1 Z p1�jyj2�p1�jyj2 f(t; y) dt dy: (3 Punkte)
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 · Universit�at UlmAbteilung Angewandte Analysis Dr. R. ChillM. DuelliWS 02/03�Ubungen zur Analysis III�Ubungsblatt 8Abgabetermin: Montag, 9. Dezember 2002, in der Pause der Vorlesung�(29) Es sei 
 eine Menge, A, B � 
, und E = fA;Bg.(a) Bestimme das von E erzeugte Dynkinsystem D(E).(b) Zeige, da� D(E) = �(E) genau dann gilt, wenn eine der Mengen A\B, A\B,A \B oder A \B leer ist. (2+2 Punkte)�(30) Legyen adva k�et f�uggv�eny f 2 Lp(
) �es g 2 Lq(
), ahol 1p + 1q = 1r � 1.Mutassuk meg, hogy f � g 2 Lr(
) �es kf � gkr � kfkp kgkq. (3 pont)�(31) (a) Finde eine Folge fn 2 L1(R), so da� kfnk1 ! 0 (n!1), aber fn konvergiertniht fast �uberall.(b) Finde eine Folge fn 2 L1(R), so da� fn ! 0 (n ! 1) punktweise (fast�uberall), aber infn kfnk1 > 0. (3+1 Punkte)�(32) Es sei 
 � Rn ein beshr�anktes Gebiet mit glattem Rand �, u 2 C2(R+ � �
) seieine L�osung der Wellengleihung (utt��u = 0) mit Neumannrandbedingung, dashei�e �2u�t2 �Pnk=1 �2u�2xk = 0 f�ur alle (t; x) 2 (0;1) � 
 und hru(t; x); �(x)i = 08(t; x) 2 [0;1) � �. Hier bezeihnet �(x) die �au�ere Normale im Punkt x 2 �.Zeige: ddt  Z
��u�t�2 + jruj2 d�! = 0: (3 Punkte)
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 · Universit�at UlmAbteilung Angewandte Analysis Dr. R. ChillM. DuelliWS 02/03�Ubungen zur Analysis III�Ubungsblatt 9Abgabetermin: Montag, 16. Dezember 2002, in der Pause der Vorlesung.(33) In einem Tank be�nden sih 1000 Liter Salzl�osung, in der insgesamt 50 kg einesSalzes gel�ost sind.(a) Pro Minute m�ogen 2 Liter der Salzl�osung aus dem Tank abgelassen und diegleihe Menge klaren Wassers nahgef�ullt werden. Ein R�uhrger�at sorge f�ureine gleihm�a�ige Konzentration im Tank. Wieviel Kilogramm Salz be�ndensih nah t Minuten noh im Tank?(b) Anstelle klaren Wassers m�ogen 2 Liter Wasser, in denen 50 g Salz gel�ostsind, pro Minute in den Tank eingelassen werden. Wieviel Salz be�ndet sihin ferner Zukunft (d.h. t!1) im Tank? (2+3 Punkte)(34) Solve the following initial value problems:(a) y0(t) = 2ty(t) + 1, y(0) = 1.(b) y0(t) y(t) = 2t1+t2 , y(0) = 1. (2+3 points)(35) Sei m 6= 0 eine feste ganze Zahl. Betrahte im rehten oberen Quadranten Q :=f(x; y) : x; y > 0g die Kurvenshar y(x) = xm, wobei  die positiven, reellenZahlen durhl�auft.Bestimme eine Di�erentialgleihung y0(x) = f(x; y(x)), welhe diese Kurven-shar als L�osungen besitzt. (2 Punkte)(36) Sei y : R+ ! R eine L�osung der Di�erentialgleihungy0(t) = �a(t)y(t) + f(t);wobei a, f : R+ ! R stetig sind. Es gelte inft2R+ a(t) > 0 und limt!1 f(t) = 0.Zeige: limt!1 y(t) = 0.Bemerkung: Es wird niht verlangt, die L�osung explizit anzugeben. (4 Punkte)



Joyeux No�elHappy X-masFrohe WeihnahtenUniversit�at UlmAbteilung Angewandte Analysis Dr. R. ChillM. DuelliWS 02/03�Ubungen zur Analysis III�Ubungsblatt 10Abgabetermin: Dienstag, 7. Januar 2003, in der Pause der Vorlesung.(37) Betrahte das Anfangswertproblem y0 =pjyj, y(t0) = y0. Zeige:(a) Das AWP besitzt f�ur t0 = 0 und y0 = 0 unendlih viele L�osungen.(b) Das AWP besitzt f�ur t0 = 2 und y0 = 1 ebenfalls unendlih viele L�osun-gen. Warum widerspriht dies niht dem Satz �uber die DGL mit getrenntenVer�anderlihen aus der Vorlesung? (3+3 Punkte)(38) Es sei a 2 L1([0;1)). De�niere y : [0;1) ! R durh y(t) = y0 exp (R t0 a(s) ds).Zeige: y ist stetig und es gilt y(t)� y(0) = R t0 a(s)y(s) ds.(Hinweis: Es sei bekannt, da� R t0 a(s) exp(R s0 a(r) dr) ds = exp(R t0 a(s) ds) � 1 f�ur allet � 0.) (3 Punkte)(39) Var �; � > 0 oh y0 2 R. L�os den h�ar logistiska di�erentialekvationen:y0(t) = �y(t)(� � y(t)); y(0) = y0: (3 po�ang)(40) Zeihne f�ur �0:1 � x � 0:8 und �0:1 � y � 0:6 das Rihtungsfeld f�ur dasfolgende System von gew�ohnlihen Di�erentialgleihungenx0(t) = 12x(t)� 12x(t)y(t)� x(t)2;y0(t) = �12y(t) + x(t)y(t)� y(t)2:Bestimme au�erdem die Gleihgewihtspunkte f�ur dieses System. (4 Punkte)
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 · Universit�at UlmAbteilung Angewandte Analysis Dr. R. ChillM. DuelliWS 02/03�Ubungen zur Analysis III�Ubungsblatt 11Abgabetermin: Montag, 13. Januar 2003, in der Pause der Vorlesung.(41) Con�e solutionem problemati valoris initialis sequentiy0(t) = (t+ y(t) + 1)2; y(0) = 0 (4 punta)(42) (a) Zeige, da� (C[a; b℄; k�k1) ein vollst�andiger normierter Raum1 ist. Dabei istkfk1 = sup[a;b℄jf j die Supremumsnorm.(b) Es seien �; � > 0, de�niere C = ff 2 C1[a; b℄ : kfk1 � �; kf 0k1 � �g:Zeige, da� jedes f in C Lipshitzstetig mit Konstante � ist. (2+2 Punkte)(43) Es sei ! 2 R. L�ose das Anfangswertproblemu0 = Au; u(0) = u0; A := �0 �!! 0 �durh Berehnen der Piarditerationen. Setze y0(t) � u0 und de�niere rekursivyk(t) = u0 + R t0 Ayk�1(s) ds, k 2 N .(a) Zeige mittels Induktion die Identit�at yk(t) =Pkl=0 (tA)ll! u0.(b) Berehne den Grenzwert limk!1 yk(t). (2+3 Punkte)

1Man bezeihnet einen vollst�andigen normierten Raum kurz als Banahraum.



U
N

I V
ERSI TÄ T  ULM

 · S
C

IE
N

D
O

 · DOCENDO · C
U

R
A

N
D

O
 · Universit�at UlmAbteilung Angewandte Analysis Dr. R. ChillM. DuelliWS 02/03�Ubungen zur Analysis III�Ubungsblatt 12Abgabetermin: Montag, 20. Januar 2003, in der Pause der Vorlesung.(44) Sei f : R � R ! R stetig und bzgl. der zweiten Koordinate lokal Lipshitzstetig.Weiter gelte f(�t; y) = �f(t; y) f�ur alle t, y 2 R.Zeige: Jede L�osung der Di�erentialgleihung y0(t) = f(t; y(t)) auf einem Inter-vall [�a; a℄ mit a > 0 geht durh Spiegelung an der y-Ahse in sih selbst �uber.Gilt diese Aussage auh, wenn man die Lipshitzbedingung an f fallen l�a�t?(4 Punkte)(45) Untersuhe die Existenz und Eindeutigkeit von L�osungen des Anfangswertpro-blems y0(t) = ey os t; y(t0) = y0:Gibt es eine maximale L�osung, und wie sieht diese gegebenenfalls aus? (Begr�undedie Antwort.) (4 Punkte)(46) L�ose die Di�erentialgleihungy00(t) = �!2y(t); y(0) = y0; y0(0) = y1;f�ur ! 2 R. Gehe dabei folgenderma�en vor: Shreibe die Di�erentialgleihung alsein Problem erster Ordnung; f�uhre dazu die Variablen u1 := �!y und u2 = y0 ein.Verwende Aufgabe 43. (4 Punkte)(47) Fie �; � > 0 �si mult�imea C a �̂n tema 42 (b) de�nit�a. Arat�at�i �a mult�imea C esterelativ ompat �̂n (C[a; b℄; k � k1).(Inditie: Arzela-Asoli.) (3 Punte)
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 · Universit�at UlmAbteilung Angewandte Analysis Dr. R. ChillM. DuelliWS 02/03�Ubungen zur Analysis III�Ubungsblatt 13Abgabetermin: Montag, 27. Januar 2003, in der Pause der Vorlesung.(48) F�ur A 2 Rn�n de�niere kAk = supfkAxk2 : kxk2 � 1g. Zeige:(a) Der Ausdruk k�k de�niert eine Norm auf Rn�n .(b) Es gilt weiterhin kABk � kAk kBk f�ur A;B 2 Rn�n .() Berehne kDk f�ur D = diag(�1; : : : ; �n). (2+2+1 Punkte)(49) Gegeben sei eine Tasse hei�en Tees (180 g), in den (zum Zeitpunkt t = 0) einwenig Zuker (20 g) gegeben wird. Die Geshwindigkeit, mit der sih der Zukerim Tee au�ost, ist proportional zu der noh unaufgel�osten Menge Zukers undder Di�erenz zwishen S�attigungskonzentration (hier 1/4) und der momentanenZukerkonzentration.(a) Finde die Di�erentialgleihung, die die Ver�anderung der Menge gel�ostenZukers u(t) zur Zeit t beshreibt.(b) Bestimme die Menge u(t) zur Zeit t > 0.() In der L�osung u tritt eine Proportionalit�atskonstante auf. Welhen Wert hatdiese, wenn nah 5 Minuten eine Zukerkonzentration von 1=20 vorliegt?(d) Nah welher Zeit sind 75% des Zukers aufgel�ost? (2+2+1+1 Punkte)(50) Es sei A = �1 23 0�. Zeige:(a) Die Matrix A ist diagonalisierbar.(b) Finde eine regul�are Matrix S, so da� S�1AS = D Diagonalgestalt hat.() Berehne etA :=Pn�0 (tA)nn! .(d) Zeihne das zu f(x) = Ax geh�orige Rihtungsfeld f�ur x 2 [�2; 2℄2.(1+2+2+2 Punkte)
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 · Universit�at UlmAbteilung Angewandte Analysis Dr. R. ChillM. DuelliWS 02/03�Ubungen zur Analysis III�Ubungsblatt 14Abgabetermin: Montag, 3. Februar 2003, in der Pause der Vorlesung.(51) (Lemma von Gronwall) Es seien �, � : [a; b℄ 7! R+ stetig und C � 0. Es gelte�(t) � C + R ta �(s)�(s) ds f�ur t 2 [a; b℄. Dann ist �(t) � CeR ta �(s) ds f�ur t 2 [a; b℄.(3 Punkte)(52) (Eulerova rovnie) �Re�ste n�asleduj���� rovnii s po��ate�n�� podm��nkout2y00(t)� ty0(t) + y(t) = 0 (t > 0), y(1) = 1 a y0(1) = 1.(N�avod: Uva�zte u(s) = y(es) pro s 2 R.) (5 bod�u)(53) (Die shwingende Saite) Betrahte das Randwertproblem �u00+�u = 0 auf (0; �),u(0) = u(�) = 0. Bestimme die Menge � aller � 2 R, f�ur welhe eine L�osungu� 6= 0 existiert und bestimme u�. Berehne R �0 u�u� f�ur �; � 2 �, � 6= �. Wasf�allt auf?(Hinweis: Betrahte das Anfangswertproblem �u00 + �u = 0, u(0) = 0 und u0(0) = 1und variiere �.) (5 Punkte)(54) F�ur welhe Parameter a, b 2 R gilt f�ur alle L�osungen u der Di�erentialgleihungu00 + au0 + bu = 0 die Eigenshaft limt!1 u(t) = 0? (3 Punkte)
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 · Universit�at UlmAbteilung Angewandte Analysis Dr. R. ChillM. DuelliWS 02/03�Ubungen zur Analysis III�Ubungsblatt 15Abgabetermin: Montag, 10. Februar 2003, in der Pause der Vorlesung.(55) Wie lautet die homogene lineare Di�erentialgleihung mit konstanten KoeÆzien-ten minimaler Ordnung, welhe die Funktionente2t; t2 sin t; t3; �t2; e2t os 3tals L�osungen besitzt? (3 Punkte)(56) L�ose die Wellengleihung( utt(t; x) = uxx(t; x); (t; x) 2 R � (0; �);u(t; 0) = u(t; �) = 0:Mahe dazu den Ansatz u(t; x) = �(t)�(x):(a) Zeige, da� �00� = �00� =: � eine Konstante sein mu�.(b) Bestimme die Menge � aller � 2 R, f�ur die es ein �� 6= 0 gibt.() Bestimme die allgemeine L�osung �� f�ur � 2 �.(Hinweis: Verwende Aufgabe 53.)Bemerkung: Die allgemeine L�osung ist von der Formu(t; x) =X�2���(t)��(x): (2+2+2 Punkte)(57) Enontre os pontos de equil��brio da seguinte equa�~ao diferenialx0 = 16x2 + 9y2 � 25y0 = 16x2 � 16y2:Quais pontos de equil��brio s~ao est�aveis? (3 pontos)


