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Analysis 1

1. (a) In Dresden fahren nebeneinander sitzend die 3 Studenten Anton, Bertram und
Claudia zur Analysis-Vorlesung mit der Straflenbahn. Ein Student studiert Mathe-
matik auf Bachelor, einer Physik und einer Mathematik auf Lehramt. Die folgenden
Axiome gelten

1) Claudia sitzt nicht links;

2) Anton studiert Mathematik auf Bachelor;

(1)
(2)
(3) in der Mitte sitzt nicht der Lehramtsstudent;
(4)

4) rechts sitzt Bertram.

Man folgere aus den Axiomen das Studienfach von Claudia.

(b) Es gibt die drei Gegenstande “Biigeleisen”, “Tomate” und “Klappstuhl”. Ferner
gibt es die drei Tétigkeiten “Mohren essen”, “auf der Heizung liegen” und “Buch-
stabensalat lesen” und die drei Eigenschaften “blau”, “mit Rosen iibergossen” und
“grofibiirgerlich”. Die folgenden Axiome gelten:

(0) Jeder Gegenstand besitzt genau eine Eigenschaft und fiihrt genau eine Tétigkeit
aus und zu jeder Eigenschaft und jeder Tétigkeit gibt es mindestens einen Ge-
genstand, der diese besitzt oder ausfiihrt;

1) der Klappstuhl isst keine Mohren;

2) das Biigeleisen ist blau;

4

(1)
(2)
(3) auf der Heizung liegt nichts, das grobiirgerlich ist;
(4) die Tomate liest Buchstabensalat;

(5)

5) das Biigeleisen isst Mohren.

Zeigen Sie, dass das gegebene Axiomsystem nicht unabhdngig ist, d.h., es gibt min-
destens ein Axiom, das bereits aus den anderen folgt.

(c) Wir betrachten das Axiomsystem unter (a) jedoch ohne Axiom (4). Wir ergénzen
das System um die Axiome

(4’) Bertram sitzt in der Mitte;

(5”) der Physikstudent sitzt rechts.

Zeigen Sie, dass das entstandene Axiomsystem widerspruchsvoll ist, d.h., es gibt zwei
sich logisch widersprechende Aussagen, die aus den gegebenen Axiomen abgeleitet
werden konnen.

(d) In der Situation von Aufgabenteil (a) betrachten wir das folgende Axiomsystem

(1) Claudia sitzt nicht links;

(2) Anton studiert Mathematik auf Bachelor;



(3) der Physikstudent sitzt rechts;

(4) Claudia studiert nicht auf Lehramt.

Zeigen Sie, dass das gegebene Axiomsystem unwvollstindig ist, d.h., es gibt minde-
stens zwei verschiedene Moglichkeiten, die Anton, Bertram und Claudia jeweils eine
Position in der StraBenbahn (links, mitte, rechts) und ein Studienfach zuordnet, die
mit dem Axiomsystem nicht in Widerspruch stehen.

Bemerkung. Weitere Erlauterungen zu Axiomsystemen finden Sie im unten stehen-
den Text entnommen aus W.Walter, Analysis 1, Springer, Berlin, 1990.

2. Zeigen Sie folgende Aussagen iiber reelle Zahlen a mit Hilfe der Axiome (A1)-
(A9).

() ~(—a) = a:
(b) falls a # 0, dann gilt (a=!)™! = a.

3. Betrachten Sie eine Menge K, auf der zwei Verkniipfungen “+” (Addition) und
“.” (Multiplikation) erklért sind, so daff die Axiome (A1)-(A5) und (A7)-(A9) gelten.
Statt (A6) sollen folgende Axiome gelten:

(A6a) K besitzt ein von Null verschiedenes Element.

(A6b) Es gibt ein Element 1 € K, so da a - 1 = a fiir alle a € K gilt.

Man folgere daraus 0 # 1.

4. Bestitigen Sie, dass Fo und F3 Korper sind.
Zusatzaufgabe: Finden Sie einen Korper mit 4 Elementen.

Keine Abgabe dieser Ubungsaufgaben, Besprechung in der Ubung

Zum Ablauf der Ubung

1. Die Ausgabe der Ubungsblitter erfolgt montags in der Vorlesung.
Im Netz kénnen sie unter

http://www.math.tu-dresden.de/~waurick /Teaching/
oder unter OPAL gefunden werden. Termin fiir die Abgabe der schriftlichen Aus-
arbeitung ist der darauf folgende Montag, 16:30 Uhr; Einwurf in die entsprechend
gekennzeichneten Briefkiisten. Jedes Ubungsblatt wird von zwei Studenten bearbei-
tet, die jeder jeweils 2 Ubungen schriftlich ausarbeiten.

Jedes Ubungsblatt ist mit Ausnahme der Zusatzaufgaben, die als besonders schwierig
einzuschétzen sind, vollstéindig zu bearbeiten. Fiir jede Aufgabe werden 2 Punkte
vergeben.

2. Fiir die Zulassung zur Priifung sind erforderlich

(a) die Hilfte der Gesamtpunktzahl aus den Ubungsaufgaben,
(b) Vortragen einer Aufgabe in der Ubungsgruppe,
(c) das Bestehen eines schriftlichen Tests am Ende des Semesters.



Bemerkungen zur Axiomatik. Die folgenden Probleme treten bei jeder axiomatisch
egten mathematischen Struktur auf Wir formulieren sie jedoch nur fiir den
egenden Fall der reellen Zahlen.
(a) Unabhingigkeit der Axiome. Sind die Axiome (A 1)-(A 13) voneinander unabhén-
oder sind einige von ihnen iiberfliissig, d.h. lassen sie sich aus den iibrigen Axiomen
ils Siitze beweisen?
(b) Widerspruchsfreiheit., Ist das System der Axiome (A1)-(A13) in sich wider-
sruchsfrei, d.h. ist man sicher, durch Ableitung von Sdtzen aus diesen Axiomen nie zu
nem Widerspruch zu gelangen?
(c) Vollstiandigkeit. Sind die reellen Zahlen durch die Axiome (A 1)-(A 13) eindeutig
arakterisiert, oder gibt es noch andere, von R verschiedene mathematische Struktu-
die diesen Axiomen geniigen?
Hierzu einige mehr kursorische Bemerkungen. Die Unabhingigkeit eines Axiomen-
s beweist man, indem man ein Axiom oder mehrere Axiome streicht und dann
mathematische Struktur angibt, die zwar allen restlichen, aber nicht den gestri-
enen Axiomen geniigt. Z.B. ist (A 10) von den Korperaxiomen unabhingig, denn der
ar aus zwei Elementen 0 und 1 bestehende Korper geniigt den Korperaxiomen, aber
S ist wegen 1= —1 unméglich, eine Menge P mit 1eP, —1¢ P anzugeben. In unserem
omensystem gibt es eine ganze Reihe von Abhidngigkeiten. Insbesondere 146t sich
Multiplikation mit Hilfe der Addition und der Ordnungsregeln definieren. Die Axiome
S(A5)(A9) und (A12) konnen dann als Sitze bewiesen werden. Dies geht auf O. Holder
,_j;[,gapmger Ber. 53 (1901), 1-64; Fortschritte d. Math. 1901, 797] zuriick. Eine neuere Dar-
ung mit Beweisen findet man bei A. Frolicher [Math -phys. Semesterberichte 19
?f 19‘72], 38-54]. Allgemein haftet jedem Axiomensystem eine gewisse Willkiir an. Vom
rmalen Standpunkt aus ist jedes zum urspriinglich gegebenen Axiomensystem fdquiva-
d,nntc System gleichberechtigt. Dabei nennt man zwei Axiomensysteme dquivalent, wenn
“’man aus jedem von beiden die Axiome des jeweils anderen als Sétze ableiten kann.
In der Praxis wird man sich von der einfachen Formulierbarkeit oder Einsichtigkeit
ﬂgr Axiome leiten lassen. Eine dabei auftretende Abhédngigkeit einzelner Axiome von
f@tn anderen ist von logischem Interesse; aber sie stiftet kein Unheil.
if?:_' Das Problem (b), die Widerspruchsfreiheit, birgt tiefliegende logische Schwierigkei-
" ten und kann hier nicht behandelt werden.
~ Auf die Frage (c) konnen wir eine Antwort geben. In der Tat ist durch (A 1)-(A 13)
~ das System der reellen Zahlen cindeutig ,bis auf Isomorphic” festgelegt. Ohne diesen
NBagan genau zu definieren, sei folgendes bemerkt: In 5.18 wird gezeigt, daB jede reelle
. Zahl mit Hilfe der in den Axiomen auftretenden Zahlen 0 und ! in einer normierten
Eﬁmta.lt, nimlich als unendlicher Dualbruch, darstellbar ist.
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5. Folgern Sie aus den Korperaxiomen:

(a) Falls a, b € R, dann gibt es genau ein z € R mit a + 2 = b (vgl. Satz der
Vorlesung).

(b) Fiir jede reelle Zahl a # 0 gilt (—a)™! = —(a™').
Begriinden Sie dabei jeden Beweisschritt durch Angabe eines der Axiome (A1) bis
(A9).
6. Beweisen Sie die beiden folgenden Aussagen iiber reelle Zahlen a, b € R:

(a) 0<a<b= % <&

(b) Fiir jedes e > 0 gilt 2ab < e?a® + % b

7. Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Behauptungen iiber reelle Zahlen a,

b, A € R:
(a) 0 < A< 1= min{a, b} < Aa+ (1 — \)b < max{a, b}.
(b) a>0= da*>a.
8. Let a € R. Show the following assertions.
(a) a =0 if and only if for all € > 0 we have a < ¢ and —a < e.

(b) a =0 if and only if for all ¢ > 0 we have a < ¢ and —a < .

Zusatzaufgabe: Peano hat die natiirlichen Zahlen wie folgt definiert:
Die natiirlichen Zahlen N bilden eine Menge mit den folgenden Eigenschaften:

(P1) jedem Element n € N ist genau ein Element n’ € N zugeordnet. n’ wird
Nachfolger von n genannt;

(P2) es gibt genau ein Element — hier mit 1 bezeichnet — das nicht Nachfolger ist;
(P3) sind n,m € N mit n # m so gilt n’ # m/;
(P4) ist M C N mit 1 € M und folgt aus n € M stets n’ € M, dann gilt M = N.

Die Addition natiirlicher Zahlen wird wie folgt definiert: Fiir n € N und m € N
setzen wir

n+1:=n'sowie n+m':= (n+m).
(Man kann zeigen, dass die so definierte Addition wohldefiniert ist). Zeigen Sie un-
ter Verwendung der angegebenen Axiome (P1)-(P4), dass die folgenden Aussagen
gelten:
(a) Fur alle k,n,m € Ngilt k + (m +n) = (k+m) +n.
Hinweis: Wenden Sie fiir gegebenes k,m € N das Induktionsaxiom (P4) auf die
Menge M :={n € N;k+ (m +n) = (k+m) +n} an.
(b) Fiir alle n,m € N gilt n +m =m +n.
Hinweis: Betrachten Sie zunéchst den Fall m = 1.
Abgabetermin (nur die Aufgabe 5): Montag, 15.10.2012, 16.30 Uhr.



