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Analysis 1

29. Für n ∈ N definieren wir die n-te Wurzel einer nicht-negativen reellen Zahl r analog
zur Quadratwurzel als diejenige nicht-negative reelle Zahl q mit qn = r. Wir schreiben
n
√
r := r

1
n := q. Insbesondere ist q eindeutig bestimmt.

Sei x > 0. Zeigen Sie, dass die Folgen ( n
√
x)n∈N, ( n

√
n)n∈N gegen 1 konvergent sind und

dass die Folge ( n
√
n!)n∈N bestimmt divergent gegen +∞ ist.

Hinweis: Benutzen Sie für den Nachweis der Konvergenz Satz 2.1.6 (c) aus der Vorlesung
und den Binomischen Lehrsatz oder die Bernoullische Ungleichung.

30. Show that the following sequences are convergent and compute their limits.

(a)

((
n + 1

n + 2

)n)
n∈N

(b)

(
(−1)n

n2

2n

)
n∈N

(c)

(
n∏

k=2

(
1− 1

k2

))
n∈N

.

31 (Verdichtungssatz von Cauchy). Sei (an)n∈N eine monoton fallende Folge positiver reeller
Zahlen. Für n ∈ N setze bn := 2na2n . Zeigen Sie die folgende Äquivalenz:

(an)n∈N ist summierbar ⇔ (bn)n∈N ist summierbar.

32. Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und absolute Konvergenz.

(a)
∞∑
k=1

(−1)k

k3
, (b)

∞∑
k=1

(−1)k√
k

,

(c)
∞∑
k=0

k4 xk mit x ∈ R, |x| < 1, (d)
∞∑
k=1

(−1)k
k + 1

2 + k3
.

Zusatzaufgabe (Entwicklung in b-adische Brüche). Sei b ∈ N, b ≥ 2. Zeigen Sie: Zu jedem
x ∈ (0, 1] existiert eine eindeutige Folge (ak)k∈N mit ak ∈ {0, 1, . . . , b− 1},

x =
∞∑
k=1

ak b
−k und für alle n ∈ N gilt 0 < rn := x−

n∑
k=1

ak b
−k.

Hinweis: Für n ∈ N setze an ∈ {0, 1, . . . , b − 1} mit rnb
n ∈ (0, 1]. Die Bedingung rn > 0

bedeutet, dass ab einer beliebigen Stelle nicht alle an gleich Null sein können. Veranschau-
lichen Sie sich diesen Sachverhalt anhand des Spezialfalls b = 10 und x = 1.
Bemerkung: Anstelle von x =

∑∞
k=1 ak b

−k schreibt man auch x = 0, a1a2a3a4 . . . .
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