
Dr. Ralph Chill Wintersemester 1999/2000Dipl. Math. Sibylle Schweiker 20.10.1999{ Blatt 1 {�Ubungen zur Funktionalanalysis1. Sei (M; d) ein metrischer Raum, x 2 M und r � 0 . Zeige:(a) B(x; r) := fy 2M : d(x; y) < rg ist o�en.(b) �B(x; r) := fy 2M : d(x; y) � rg ist abgeschlossen.2. Sei l1 := f(xn)n2N � K N : Xn2N jxnj <1gund kxk1 := k(xn)n2Nk1 := Xn2N jxnj:Zeige, da� (l1; k � k1) ein normierter Raum ist.3. Zeige, da� die Normen k � k1 und k � k1 auf C[0; 1] := ff : [0; 1]! K : f ist stetiggnicht �aquivalent sind, wobei f�ur f 2 C[0; 1]kfk1 := supt2[0;1] jf(t)j undkfk1 := Z 10 jf(t)j dt:4. Sei (E; k � k) ein normierter Raum, und F ein abgeschlossener Unterraum. Mande�niert den Quotientenraum E=F als die Menge aller Nebenklassenx+ F := fx + y : y 2 Fg:Zeige:(a) Die Addition (x+F )+ (y+F ) := x+ y+F und die Multiplikation �(x+F ) :=�x+ F ( x; y 2 E , � 2 K ) sind wohlde�niert, und E=F wird bzgl. dieser Additionund Multiplikation zu einem Vektorraum.(b) Die Abbildung k � kE=F : E=F ! R+x+ F 7! kx+ Fk := d(x; F )de�niert eine Norm auf E=F .
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Dr. Ralph Chill Wintersemester 1999/2000Dipl. Math. Sibylle Schweiker 25.10.1999{ Blatt 2 {�Ubungen zur Funktionalanalysis5. Sei E ein normierter Raum, x 2 E , r > 0 . Zeige:B(x; r) = �B(x; r):Finde ein Beispiel eines metrischen Raumes (M; d) und x 2 M , so da� B(x; r) 6=�B(x; r) .6. (a) Zeige, da� (l1; k � k1) ein separabler Banachraum ist.(b) Zeige, da� c0 := f(xn)n2N � K N : limn!1 xn = 0g versehen mit der Supremums-norm ein separabler Banachraum ist.Hinweis: (l1; k � k1) ist ein Banachraum.7. Sei E ein Banachraum und F ein abgeschlossener Unterraum. Dann ist der Quoti-entenraum E=F ebenfalls ein Banachraum.8. Lineare Algebra und Analysis. Sei (E; k � k) ein unendlichdimensionaler Banach-raum. Zeige, da� jedes Erzeugendensystem S � E �uberabz�ahlbar ist. Dabei hei�teine Menge S � E Erzeugendensystem, falls sich jedes Element x 2 E als endlicheLinearkombination von Elementen in S schreiben l�a�t.Anleitung: Man nehme an, da� es ein abz�ahlbares Erzeugendensystem gibt, und f�uhredies mit dem Baireschen Kategoriensatz zu einem Widerspruch.
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Dr. Ralph Chill Wintersemester 1999/2000Dipl. Math. Sibylle Schweiker 02.11.1999{ Blatt 3 {�Ubungen zur Funktionalanalysis9. Diracfunktional. Zeige, da� die lineare Abbildung�0 : C[0; 1] ! Kf 7! f(0)beschr�ankt ist, und berechne die Norm von �0 .10. Kernoperatoren. Sei k 2 C([0; 1]� [0; 1]) und(Kf)(t) := Z 10 k(t; s)f(s) ds; f 2 C[0; 1]; t 2 [0; 1]:Zeige:(a) K : C[0; 1]! C[0; 1] ist linearer, beschr�ankter Operator.(b) K(B(0; 1)) = fKf : f 2 C[0; 1]; kfk1 � 1g ist relativ kompakt. Hinweis: Ver-wende den Satz von Arzela-Ascoli.11. Sei E ein normierter Raum und F ein abgeschlossener Unterraum. Dann ist dieQuotientenabbildung Q : E ! E=Fx 7! x + Flinear und beschr�ankt.12. Seien E , F Vektorr�aume �uber K , und sei T : E ! F linear. Man beachte, da�KernT bzw. BildT Unterr�aume von E bzw. F sind. Zeige:(a) Die Abbildung bT : E=KernT ! BildTx +KernT 7! Txist wohlde�niert, linear und bijektiv.(b) Falls E und F normierte R�aume sind und T beschr�ankt ist, dann ist KernTabgeschlossen in E , und bT ist beschr�ankt.
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Dr. Ralph Chill Wintersemester 1999/2000Dipl. Math. Sibylle Schweiker 08.11.1999{ Blatt 4 {�Ubungen zur Funktionalanalysis13. Seien E ein normierter Raum und ' : E ! K eine lineare Abbildung. Zeige, da� 'genau dann beschr�ankt ist, wenn Kern' abgeschlossen in E ist.Hinweis: Benutze die Aufgaben 11 und 12 (a).14. Sei c := f(xn)n2N 2 l1 : limn!1xn existiertgder Raum aller konvergenten Folgen. Versehen mit der Supremumsnorm ist c ein ab-geschlossener Teilraum von l1 . Zeige, da� die R�aume c und c0 isomorph sind.15. Zeige, da� die Abbildung J : l1 ! c00 := L(c0; K );x 7! 'x;wobei 'x : c0 ! K ;y 7! Xn2N xnyn;eine lineare, bijektive Isometrie ist.16. Individuelles und globales exponentielles Wachstum. Sei (Tt)t2R+ eine Fami-lie von beschr�ankten linearen Operatoren auf einem Banachraum E . F�ur alle x 2 Esei die Funktion t 7! Ttx exponentiell beschr�ankt, d.h. es gibt ein Mx � 0 undein !x 2 R , so da� kTtxk � Mxe!xt f�ur alle t 2 R+ . Zeige, da� dann (Tt)t2R+schon exponentiell beschr�ankt in L(E) ist, d.h. es gibt M � 0 und ! 2 R , so da�kTtkL(E) �Me!t f�ur alle t 2 R+ .Hinweis: Verfahre �ahnlich wie im Beweis des Satzes von Banach-Steinhaus.
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Dr. Ralph Chill Wintersemester 1999/2000Dipl. Math. Sibylle Schweiker 15.11.1999{ Blatt 5 {�Ubungen zur Funktionalanalysis17. Sei I = [a; b] � [0; 1] ein abgeschlossenes Teilintervall undFI := ff 2 C[0; 1] : f jI = 0g:Dann ist FI ein abgeschlossener Teilraum von C[0; 1] . Zeige, da� der Quotienten-raum C[0; 1]=FI isomorph zu C(I) := ff : I ! K : f ist stetigg ist.Anleitung: Finde einen geeigneten, surjektiven, beschr�ankten Operator von C[0; 1]nach C(I) , dessen Kern FI ist, und benutze Aufgabe 12.18. Sei E ein beliebiger Banachraum. Zeige, da� es keine zwei Operatoren P , Q 2 L(E)mit der Eigenschaft PQ�QP = I gibt.Anleitung: Man nehme an, da� es zwei beschr�ankte Operatoren P , Q 2 L(E) mitder Eigenschaft PQ � QP = I gibt, und zeige durch Induktion, da� dann f�ur allen 2 N die Gleichung PQn�QnP = nQn�1 gelten muss. Eine Normabsch�atzung f�uhrtdann zum Widerspruch.Anmerkung: In der Quantenmechanik erf�ullt ein Paar P , Q von linearen Operato-ren mit der Eigenschaft PQ � QP = I die Heisenbergsche Unsch�arferelation. DieAufgabe zeigt, da� die in der Quantenmechanik auftretenden Operatoren, f�ur die dieHeisenbergsche Unsch�arferelation gilt, notwendigerweise unbeschr�ankt sein m�ussen.19. (a) Sei E = c0 (oder E = l1 ) und sei m = (mn)n2N 2 l1 . Berechne das Spektrumdes Multiplikationsoperators M 2 L(E) , der durchM(xn)n2N = (mnxn)n2N; (xn)n2N 2 E;de�niert ist.(b) Jede kompakte Teilmenge 
 � C ist das Spektrum eines geeigneten Operatorsauf einem geeigneten (komplexen) Banachraum.20. Resolventengleichung. Seien T 2 L(E) , � , � 2 %(T ) . Dann gilt die Resolven-tengleichung R(�; T )� R(�; T ) = (�� �)R(�; T )R(�; T ):
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Dr. Ralph Chill Wintersemester 1999/2000Dipl. Math. Sibylle Schweiker 22.11.1999{ Blatt 6 {�Ubungen zur Funktionalanalysis21. Projektionen. Sei E ein normierter Raum. Eine lineare Abbildung P : E ! Ehei�t Projektion, falls P 2 = P gilt. Sei P 2 L(E) eine Projektion. Zeige:(a) Q := I � P ist ebenfalls eine Projektion.(b) BildP = KernQ .(c) KernP und BildP sind abgeschlossen in E .(d) KernP \ BildP = f0g .(e) KernP + BildP = E .Anmerkung: Aus (d) und (e) folgt, da� sich jedes Element x 2 E eindeutig als Summezweier Elemente x1 2 KernP und x2 2 BildP schreiben l�a�t. Wer will, kann auchnoch zeigen, da� E und KernP � BildP isomorph sind.22. Shifthalbgruppe. Sei E := BUC(R+) := ff : R+ ! K : f ist beschr�ankt und gleich-m�assig stetigg versehen mit der Supremumsnorm k � k1 . F�ur alle t � 0 sei(S(t)f)(x) := f(t+ x); f 2 E; x 2 R+ :Zeige, da� f�ur alle s; t 2 R+ S(t) 2 L(E) und S(t+ s) = S(t)S(s) gilt, und da� dieAbbildung t 7! S(t)f f�ur alle f 2 E stetig von R+ mit Werten in E ist.23. Sei E ein komplexer Banachraum und T 2 L(E) .(a) Sei � 2 %(T ) . F�ur alle z 2 C mit jz � �jkR(�; T )k < 1 gilt wegen derNeumann-Reihe z 2 %(T ) . Folgere daraus kR(�; T )k � 1d(�;�(T )) , wobei d(�; �(T )) =inffj�� �j : � 2 �(T )g .(b) F�ur jede Folge (�n)n2N � %(T ) mit limn!1 d(�n; �(T )) = 0 gibt es ein x 2 E ,so da� sup kR(�n; T )xk =1 . Hinweis: Verwende das Prinzip der gleichm�assigen Be-schr�anktheit.24. Approximatives Punktspektrum. Sei E ein komplexer Banachraum und T 2L(E) . Dann hei�t�ap(T ) := f� 2 C : 9(xn)n2N � E; kxnk = 1 f�ur alle n 2 Nund limn!1 k�xn � Txnk = 0gdas approximative Punktspektrum von T . Zeige:(a) F�ur alle � 2 %(T ) gibt es ein c > 0 , so da� k(�� T )xk � ckxk f�ur alle x 2 E .Folgere daraus �ap(T ) � �(T ) .(b) Der Rand @�(T ) des Spektrums �(T ) ist eine Teilmenge von �ap(T ) . Hinweis:Verwende Aufgabe 23 (b); setze xn := R(�n;T )xkR(�n;T )xk , wobei (�n)n2N � %(T ) gegen ein� 2 @�(T ) konvergiert.
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Dr. Ralph Chill Wintersemester 1999/2000Dipl. Math. Sibylle Schweiker 29.11.1999{ Blatt 7 {�Ubungen zur Funktionalanalysis25. Sei (
;�; �) ein Ma�raum.(a) Seien p1 , p2 2 [1;1] derart, da� 1p := 1p1 + 1p2 � 1 , und seien f 2 Lp1(
) undg 2 Lp2(
) . Zeige, da� dann f � g 2 Lp(
) gilt, und da�kfgkp � kfkp1 � kgkp2:Hinweis: H�olderungleichung.(b) Interpolationsungleichung. Seien 1 � p1 � p2 � 1 , � 2 [0; 1] und 1p =1��p1 + �p2 . Zeige mit Hilfe von Teil (a), da� f 2 Lp1(
) \ Lp2(
) schon f 2 Lp(
)impliziert, und da� die Interpolationsungleichung gilt:kfkp � kfk1��p1 � kfk�p2:26. Sei (
;�; �) ein endlicher Ma�raum, d.h. �(
) <1 . Zeige mit Hilfe der H�olderun-gleichung (oder direkt), da� f�ur 1 � p � q � 1 die Inklusion Lq(
) � Lp(
) gilt,und da� die Einbettung Lq(
)! Lp(
) beschr�ankt ist.27. Diracma�. Sei B([0; 1]) die Borel � -Algebra auf [0; 1] . Man zeige, da��0 : B([0; 1]) ! [0;1];A 7! ( 1 falls 0 2 A;0 falls 0 62 A:ein Ma� auf ([0; 1];B([0; 1])) ist.Berechne ferner das Integral R[0;1] f d�0 f�ur alle f 2 C[0; 1] .28. Sei 
 = N , � = P(N) und � das Z�ahlma� auf N . Zeige, da� f�ur p 2 [1;1) derRaum der p -integrierbaren einfachen Funktionen ( = Treppenfunktionen) mit demRaum c00 der endlichen Folgen �ubereinstimmt. F�ur jede endliche Folge x = (xn)n2N 2c00 gilt au�erdem: kxkp = (Pn2N jxnjp) 1p .Anmerkung: Es gilt schliesslich, da� Lp(N;P(N ); �) gerade mit dem Raum lp der p -summierbaren Folgen �ubereinstimmt, d.h. mit dem Raum aller Folgen (xn)n2N � K ,so da� (Pn2N jxnjp) 1p <1 . Weiter gilt L1(N ;P(N ); �) = l1 .



Dr. Ralph Chill Wintersemester 1999/2000Dipl. Math. Sibylle Schweiker 06.12.1999{ Blatt 8 {�Ubungen zur Funktionalanalysis29. Sei 1 � p � q <1 .(a) Zeige die Inklusionen lp � lq � c0 , und zeige, da� die Einbettungen jeweils stetigsind. Gilt c0 = S1�p<1 lp ?(b) Zeige, da� f�ur den Ma�raum (R;B(R); �) weder die Inklusion Lp(R) � Lq(R)noch die Inklusion Lq(R) � Lp(R) gilt.30. Schwach Lipschitzstetig impliziert Lipschitzstetig. Sei E ein Banachraum. EineFunktion f : [0; 1]! E hei�t Lipschitzstetig fallsL(f) := sups;t2[0;1]s 6=t kf(t)� f(s)kjs� tj <1:Eine Funktion f : [0; 1] ! E hei�t schwach Lipschitzstetig falls f�ur alle x0 2 E 0 :=L(E; K ) die Funktion x0 � f : [0; 1]! K Lipschitzstetig ist. Zeige mit Hilfe des Prin-zips der gleichm�assigen Beschr�anktheit, da� jede schwach Lipschitzstetige Funktionschon Lipschitzstetig ist.Hinweis: Es gilt kxk = supkx0k�1 jx0(x)j f�ur alle x 2 E .31. Seien E und F Banach�aume �uber K . Eine Abbildungb : E � F ! K(x; y) 7! b(x; y)hei�t bilinear, falls sie linear in jeder Komponente ist.(a) Falls b zus�atzlich in jeder Komponente beschr�ankt ist, dann gibt es ein B 2L(E; F 0) , so da� f�ur alle x 2 E und alle y 2 F (Bx)(y) = b(x; y) gilt.Hinweis: Verwende das Prinzip der gleichm�assigen Beschr�anktheit.(b) Zeige mit Hilfe von Teil (a), da� es ein M � 0 gibt, so da�jb(x; y)j �Mkxk � kyk; x 2 E; y 2 F:(c) Zeige, da� b schon stetig auf E � F ist.32. Sei E := lp ( 1 � p <1 ), so da� der Dualraum E 0 = lq ( 1p + 1q = 1 ) ist. Berechneden zum Linksshift L 2 L(E) adjungierten Operator L0 2 L(E 0) , wobeiL : E ! E;(xn)n2N 7! L(xn)n2N := (xn+1)n2N:



Dr. Ralph Chill Wintersemester 1999/2000Dipl. Math. Sibylle Schweiker 13.12.1999{ Blatt 9 {�Ubungen zur Funktionalanalysis33. Shifthalbgruppe. De�niere f�ur alle t 2 R einen isometrischen Operator S(t) 2L(L1(R)) durch (S(t)f)(s) := f(t+ s) .(a) Sei f = Pni=1 �i�Ai eine einfache Funktion, wobei Ai ein beschr�anktes Intervallist. Zeige mit Hilfe des Satzes von der dominierten Konvergenz, da� limt!0 kS(t)f �fk1 = 0 gilt. Wer m�ochte, kann die Aussage auch f�ur stetige Funktionen mit kompak-ten Tr�ager anstelle von einfachen Funktionen zeigen.(b) Man nehme an, da� die Treppenfunktionen wie in (a) (bzw. die stetigen Funktionenmit kompakten Tr�ager) dicht in L1(R) liegen. Folgere aus (a), da� limt!0 kS(t)f �fk1 = 0 f�ur alle f 2 L1(R) gilt.34. Fouriertransformation. F�ur f 2 L1(R) setze(Ff)(t) := ZR e�itsf(s) ds; t 2 R:Die Funktion Ff : t 7! (Ff)(t) hei�t Fouriertransformierte von f .(a) Zeige mit Hilfe des Satzes von der dominierten Konvergenz, da� Ff stetig ist.(b) Lemma von Riemann-Lebesgue. F�ur alle f 2 L1(R) gilt Ff 2 C0(R) . An-leitung: Multipliziere den Integranden f�ur t 6= 0 mit 1 = 12 � 12e�i� tt , substituiere indem einen entstehenden Integral s durch s+ �t und verwende dann Aufgabe 33 (b).(c) Zeige, da� F : L1(R) ! C0(R) , f 7! Ff ein beschr�ankter, linearer Operator ist.35. Dunford-Pettis Operatoren. Seien E und F zwei Banachr�aume. Ein OperatorT 2 L(E; F ) hei�t Dunford-Pettis Operator, falls f�ur alle Folgen (xn)n2N � E gilt:xn * x in E ) Txn ! Tx in F:Zeige: Falls E re
exiv ist, dann ist jeder Dunford-Pettis Operator T 2 L(E; F )kompakt.24. Volterraoperator. Sei E = C[0; 1] und V 2 L(E) de�niert durch(V f)(t) := Z t0 f(s) ds; f 2 E; t 2 [0; 1]:Zeige mit Hilfe des Satzes von Arzela-Ascoli, da� V kompakt ist.



Dr. Ralph Chill Wintersemester 1999/2000Dipl. Math. Sibylle Schweiker 10.01.2000{ Blatt 10 {�Ubungen zur Funktionalanalysis37. Zeige, da� in einem Pr�ahilbertraum E das Skalarprodukt (�; �) stetig von E � Enach K ist, d.h. xn ! x und yn ! y in E ) (xn; yn)! (x; y):Benutze dazu die Cauchy-Schwarz Ungleichung.38. Parallelogrammgleichung. Sei E ein normierter Raum, in dem die Parallelogramm-gleichung kx + yk2 + kx� yk2 = 2kxk2 + 2kyk2f�ur alle x , y 2 E gilt. Zeige, da� E dann schon ein Pr�ahilbertraum ist. Benutze da-zu die Aufgabe 39 (Es gen�ugt, den Fall K = R oder den Fall K = C zu betrachten).39. Polarisationsidentit�at. Sei E ein Pr�ahilbertraum �uber K . Zeige, da� dann f�ur allex , y 2 E die Polarisationsidentit�at(x; y) = 14 �kx+ yk2 � kx� yk2�im Fall K = R bzw.(x; y) = 14 �kx+ yk2 � kx� yk2 + kx+ iyk2 � kx� iyk2�im Fall K = C gilt.40. Sei m = (mn)n2N 2 c0 und M 2 L(l2) der zu m assoziierte Multiplikationsoperator:M(xn) := (mnxn)n2N (x = (xn)n2N 2 l2):Zeige, da� M kompakt ist.Hinweis: Unter anderen gibt es die folgenden zwei M�oglichkeiten, um die Kompaktheitvon M zu zeigen:- Man benutze die Aufgabe 35 und die Tatsache, da� jede schwach konvergente Folgein l2 insbesondere punktweise konvergiert, und da� l2 re
exiv ist.- Man approximiere M gleichm�assig (d.h. in der Operatornorm) mit Operatoren mitendlichdimensionalem Bild, und benutze die Tatsache, da� der Raum der kompaktenOperatoren abgeschlossen in L(l2) ist, und da� Operatoren mit endlichdimensionalemBild kompakt sind.



Dr. Ralph Chill Wintersemester 1999/2000Dipl. Math. Sibylle Schweiker 17.01.2000{ Blatt 11 {�Ubungen zur FunktionalanalysisF�ur f 2 L2[0; 2�] sei Ff(n) := 1p2� Z 2�0 f(t)e�int dt (n 2 Z):41. Sei u 2 C1[0; 2�] , so da� u(0) = u(2�) . Dann gilt(a) f�ur alle n 2 Z : in(Fu)(n) = (Fu0)(n):Hinweis: Partielle Integration.(Die Fouriertransformation f�uhrt also die Di�erentiation in eine Multiplikation �uber).(b) (Fu(n))n2Z2 l1(Z) .42. F�ur � 2 C niZ sei M� der zu ( 1��+in)n2Z geh�orige Multiplikationsoperator aufl2(Z) , und F : L2[0; 2�] ! l2(Z) sei die (diskrete) Fouriertransformation. Danngilt:(a) Der Operator R� := F�1M�F 2 L(L2[0; 2�]) ist injektiv und kompakt.(b) F�ur alle � , � 2 C niZ gilt:R� � R� = (�� �)R�R�:43. Betrachte f�ur f 2 L2[0; 2�] und � 2 C die Gleichung(D)8<: u0(x) = �u(x) + f(x); x 2 [0; 2�];u(0) = u(2�):Zeige:(a) F�ur jede (klassische) L�osung u 2 C1[0; 2�] von (D) gilt:(��+ in)Fu(n) = Ff(n): (1)(b) Sei � 2 C niZ . Dann gibt es f�ur alle f 2 L2[0; 2�] genau ein u 2 L2[0; 2�] , soda� (1) gilt.Hinweis: Benutze die Aufgabe 42. Die Funktion u hei�t schwache L�osung von (D).(c) Jede schwache L�osung u ist stetig und es gilt u(0) = u(2�) .Hinweis: Zeige (Fu(n))n2Z2 l1(Z) , und benutze die Fourierreihe.44. Zeige. da� 1Xn=1 1n2 = �26 :Hinweis: Betrachte die Funktion f(t) = 14(t� �)2 � �212 ( t 2 [0; 2�] ) und berechneFf(n) f�ur alle n 2 Z . Werte sodann die zu f geh�orige Fourierreihe in 0 aus.



Dr. Ralph Chill Wintersemester 1999/2000Dipl. Math. Sibylle Schweiker 24.01.2000{ Blatt 12 {�Ubungen zur Funktionalanalysis45. Sei H ein Hilbertraum und U 2 L(H) invertierbar. Dann ist U genau dann unit�ar,wenn U isometrisch ist.Hinweis: Verwende die Polarisationsidentit�at (Aufgabe 39).46. (a) Betrachte den Hilbertraum H = C n mit dem euklidischen Skalarprodukt. Berech-ne die (Hilbertraum-) Adjungierte A� einer Matrix A = (aij)1�i;j�n 2 C n�n .(b) Sei k 2 C([0; 1]2) und K 2 L(L2[0; 1]) de�niert durchKf(t) := Z 10 k(t; s)f(s) ds; f 2 L2[0; 1]; t 2 [0; 1]:Zeige, da� K selbstadjungiert ist falls k(t; s) = k(s; t) f�ur alle s , t 2 [0; 1] gilt.Hinweis: Verwende den Satz von Fubini.47. Sei H ein komplexer Hilbertraum und T 2 L(H) derart, da� (Tx; x) = 0 f�ur allex 2 H gilt. Zeige, da� dann schon T = 0 gilt. Zeige durch ein Gegenbeispiel (zumBeispiel in H = R2 ), da� diese Aussage in einem reellen Hilbertraum falsch ist.Hinweis: Zeige (im Fall des komplexen Hilbertraums), da� T selbstadjungiert ist, undverwende dann eine Darstellung f�ur kTk .48. von Neumannscher Ergodensatz. Sei H ein Hilbertraum und T 2 L(H) eineKontraktion, d.h. kTk � 1 . Zeige:(a) F�ur alle x 2 H gilt Tx = x genau dann, wenn T �x = x .(b) Es gilt Kern (I � T ) = (Bild (I � T ))? .(c) F�ur alle x 2 Bild (I � T ) giltlimn!1 1n n�1Xk=0 T kx = 0:Hinweis: Zeige die Behauptung zuerst f�ur x 2 Bild (I � T ) (Teleskopsumme!) undbenutze dann k 1nPn�1k=0 T kk � 1 f�ur alle n 2 N .(d) Sei P die orthogonale Projektion auf Kern (I � T ) . Dann gilt f�ur alle x 2 Hlimn!1 1n n�1Xk=0 T kx = Px:Hinweis: Schreibe x = (I � P )x+ Px und benutze Teil (b).Anmerkung: Man sagt, da� eine Kontraktion ergodisch ist, wenn die Cesaromittel derPotenzen (T n)n2N stark konvergieren. In einem Hilbertraum ist also jede Kontraktionergodisch. Es ist sogar wahr, da� in einem re
exiven Raum jede Kontraktion ergodischist.



Dr. Ralph Chill Wintersemester 1999/2000Dipl. Math. Sibylle Schweiker 31.01.2000{ Blatt 13 {�Ubungen zur Funktionalanalysis49. Greensche Funktion. SeiG(x; y) := 12� minfx; yg(maxfx; yg � 2�); x; y 2 [0; 2�];und sei K 2 L(C[0; 2�]) der zu G 2 C([0; 2�]2) assoziierte Kernoperator. Man weisenach, da� f�ur alle f 2 C[0; 2�] die Funktion u := Kf die Gleichungen8<: d2dx2u(x) = f(x); x 2 [0; 2�];u(0) = u(2�) = 0l�ost.50. Hilbert-Schmidt Operatoren. Sei H ein separabler Hilbertraum und S = fen :n 2 Ng eine Orthonormalbasis. Ein Operator T 2 L(H) hei�e Hilbert-Schmidt Opera-tor, falls Pn2N kTenk2 <1 . Zeige, da� jeder Hilbert-Schmidt Operator T kompaktist.Hinweis: Man approximiere zum Beispiel T gleichm�a�ig (in der Operatornorm) durcheine Folge Tn von Operatoren mit endlichdimensionalem Bild.51. Hilbert-Schmidt Operatoren. Sei k 2 C([0; 2�]2) , und sei K 2 L(L2[0; 2�]) derzu k assoziierte Kernoperator. Desweiteren sei S := fen : n 2 Ng eine beliebigeOrthonormalbasis von L2[0; 2�] . Zeige:(a) F�ur alle x 2 [0; 2�] giltXn2N j(Ken)(x)j2 = kk(x; �)k2L2:Hinweis: Sehe (Ken)(x) als ein Skalarprodukt an, und verwende die ParsevalscheGleichung.(b) Es gilt Xn2N kKenk2L2 = Z 2�0 kk(x; �)k2L2 dx:Hinweis: Verwende den Satz von Fubini (Vertauschung von Summe und Integral).52. Man betrachte noch einmal den Kernoperator K aus Aufgabe 49. F�ur alle n 2 N seien(x) := sin nx2 ( x 2 [0; 2�] ). Man zeige, da� dann f�ur alle n 2 N die GleichungKen = � 4n2 engilt.Wer m�ochte, der bemerkt noch, da� K auf dem Raum L2[0; 2�] selbstadjungiert undkompakt ist.
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hweiker 07.02.2000{ Blatt 14 {�Ubungen zur FunktionalanalysisAlle �Ubungen auf diesem Blatt sind Stern
henaufgaben. Wer m�o
hte, kann hier zus�atzli
hePunkte bekommen.53. Approximative Eins und Dira
funktional. Sei f 2 S(R) derart, da� RR f(x)dx =1 . De�niere f�ur alle n 2 N die Funktion fn(x) := nf(nx) ( x 2 R ). Dann gilt f�uralle ' 2 D(R) limn!1 ZR fn(x)'(x) dx = '(0) (= hÆ0; 'i);wobei Æ0 das Dira
funktional in 0 ist.Anmerkung: Das Dira
funktional Æ0 ist der Limes (im distributionellem Sinne) derFunktionenfolge (fn)n2N .54. Heavisidefunktion und Dira
funktional. SeiH(x) := 8<: 1; x > 0;0; x � 0die Heavisidefunktion. Dann gilt f�ur alle ' 2 D(R)ZRH(x) ddx'(x) dx = '(0) (= hÆ0; 'i):Anmerkung: Das Dira
funktional Æ0 ist die Ableitung (im distributionellem Sinne)der Heavisidefunktion.55. Heisenbergs
he Uns
h�arferelation. Betra
hte den S
hwartzraum S(R) mit demSkalarprodukt (';  ) := RR '(x) (x) dx . Betra
hte auf S(R) die (unbes
hr�ankten)Operatoren P , Q : S(R) ! S(R) , wobei P'(x) := i ddx'(x) und Q'(x) := x'(x) .Zeige:(a) F�ur alle ' 2 S(R) gilt(P'; ') = ('; P') und (Q'; ') = (';Q'):(b) F�ur alle ' 2 S(R) giltPQ'�QP' = i' (vgl. mit Aufgabe 18):(
) F�ur alle ' 2 S(R) mit k'k2 = 1 gilt(P'; ')2 � kP'k22 und (Q'; ')2 � kQ'k22:Hinweis: Cau
hy-S
hwarz Unglei
hung.(d) F�ur alle ' 2 S(R) mit k'k2 = 1 giltkP'k2 kQ'k2 � 1:Hinweis: Betra
hte die Parabel q(�) := kP' + �Q'k22 ( � 2 R ). S
hreibe q in derForm q(�) = a�2 + b� + 
 (benutze dabei Teil (a) und (b)). Wegen q(�) � 0 kanndie Parabel q h�o
hstens eine Nullstelle besitzen. Dies ergibt eine Bedingung an dieKoeÆzienten a , b und 
 .Anmerkung: Es gilt sogar f�ur �P := qkP'k2 � (P'; ')2 und �Q := qkQ'k2 � (Q'; ')2die Heisenbergs
he Uns
h�arferelation: �P�Q � 1 .


