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Ubungen zur Funktionalanalysis

1. Sei (M,d) ein metrischer Raum, x € M und r > 0. Zeige:

(a) B(z,r):={y€ M :d(z,y) <r} ist offen.
(b) B(z,r):={y € M :d(x,y) <r} ist abgeschlossen.
2. Sei
' = {(zn)nen C K2 Y |2,] < 00}
neN
und
2]l = l(@n)nexlls = D |znl.
neN
Zeige, dal (I',|| - ||.) ein normierter Raum ist.

3. Zeige, dafl die Normen |- |l und ||-|i auf C[0,1]:={f:[0,1] = K: f ist stetig}
nicht dquivalent sind, wobei fiir f € C[0, 1]

[fllc == sup |f(t)] und

te[0,1]

Il = /01 F(1)] dt.

4. Sei (E,||-||) ein normierter Raum, und F ein abgeschlossener Unterraum. Man
definiert den Quotientenraum E/F als die Menge aller Nebenklassen
c+F:={zx+y:yeF}.
Zeige:
(a) Die Addition (z+ F)+ (y+ F) := x+y+ F und die Multiplikation A(z + F) :=
A+ F (z,y€ E, X€K) sind wohldefiniert, und E/F wird bzgl. dieser Addition
und Multiplikation zu einem Vektorraum.
(b) Die Abbildung
|- ller: E/F — Ry
z+F — |lz+ F|:=d(z,F)
definiert eine Norm auf E/F .
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5. Sei E ein normierter Raum, x € E, r > 0. Zeige:

B(z,r) = B(z,r).
Finde ein Beispiel eines metrischen Raumes (M,d) und = € M , so dal B(z,r) #

B(z,r) .

6. (a) Zeige, daB8 (I',]|-]|1) ein separabler Banachraum ist.
(b) Zeige, daB ¢ := {(2p)neny C KV @ lim,, o 7, = 0} versehen mit der Supremums-
norm ein separabler Banachraum ist.
Hinweis: (I, - ||oo) ist ein Banachraum.

7. Sei E ein Banachraum und F' ein abgeschlossener Unterraum. Dann ist der Quoti-
entenraum FE/F ebenfalls ein Banachraum.

8. Lineare Algebra und Analysis. Sei (E,||-||) ein unendlichdimensionaler Banach-
raum. Zeige, dal jedes Erzeugendensystem S C E iiberabzdhlbar ist. Dabei heif3t
eine Menge S C E Erzeugendensystem, falls sich jedes Element = € E als endliche
Linearkombination von Elementen in S schreiben 148t.

Anleitung: Man nehme an, daf es ein abzihlbares Erzeugendensystem gibt, und fiihre
dies mit dem Baireschen Kategoriensatz zu einem Widerspruch.
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Ubungen zur Funktionalanalysis

Diracfunktional. Zeige, daf} die lineare Abbildung
60 : C[O, ]_] — K
fo= f0)

beschrankt ist, und berechne die Norm von dy .

Kernoperatoren. Sei k£ € C([0,1] x [0,1]) und

1
(KN = [ kt.s)f(s)ds, feCl01), teo,1)
0
Zeige:
(a) K :C[0,1] — C]0,1] ist linearer, beschréinkter Operator.
(b) K(B(0,1)) = {Kf: f € C[0,1],]f|l < 1} ist relativ kompakt. Hinweis: Ver-
wende den Satz von Arzela-Ascoli.

Sei E ein normierter Raum und F ein abgeschlossener Unterraum. Dann ist die
Quotientenabbildung

Q:E — E/F
r — x+F

linear und beschrinkt.

Seien FE , F Vektorrdume iiber K, und sei T : F — F linear. Man beachte, daf}
KernT" bzw. BildT Unterrdume von F bzw. F' sind. Zeige:
(a) Die Abbildung
br: E/KernT — BildT
r+ KemnT — Tx
ist wohldefiniert, linear und bijektiv.

(b) Falls £ und F normierte Rdume sind und T beschréinkt ist, dann ist KernT
abgeschlossen in F , und by ist beschrankt.
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Seien FE' ein normierter Raum und ¢ : ' — K eine lineare Abbildung. Zeige, daf} ¢
genau dann beschrénkt ist, wenn Kern ¢ abgeschlossen in E ist.
Hinweis: Benutze die Aufgaben 11 und 12 (a).

Sei

¢:={(2n)nen € I*° : lim x, existiert}

der Raum aller konvergenten Folgen. Versehen mit der Supremumsnorm ist ¢ ein ab-
geschlossener Teilraum von [*° . Zeige, dal die Rdume ¢ und ¢y isomorph sind.

Zeige, daf} die Abbildung
J: 1Y = )= L(ey, K),
x = (101‘7
wobei
Yp i — K
y = Z TnYn,
neN
eine lineare, bijektive Isometrie ist.

Individuelles und globales exponentielles Wachstum. Sei (7});cr, eine Fami-
lie von beschrinkten linearen Operatoren auf einem Banachraum FE . Fiir alle x € F
sei die Funktion ¢ +— T;x exponentiell beschrinkt, d.h. es gibt ein M, > 0 und
ein w, € R, so da ||Tiz|| < M,e“s' fiir alle ¢ € Ry . Zeige, dal dann (T})scr,
schon exponentiell beschrinkt in L£(FE) ist, d.h. es gibt M >0 und w € R, so da8
| Ti||cmy < Me*t fiir alle t € Ry .

Hinweis: Verfahre dhnlich wie im Beweis des Satzes von Banach-Steinhaus.
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Sei I =la,b] C [0,1] ein abgeschlossenes Teilintervall und

F[ = {f € C[O, ].] . f|[ = 0}
Dann ist F; ein abgeschlossener Teilraum von C]0,1] . Zeige, dal der Quotienten-
raum C10,1]/F; isomorph zu C(I):={f:1 — K: f ist stetig} ist.
Anleitung: Finde einen geeigneten, surjektiven, beschrinkten Operator von C10,1]
nach C(I), dessen Kern Fj ist, und benutze Aufgabe 12.

Sei E ein beliebiger Banachraum. Zeige, daf} es keine zwei Operatoren P, @ € L(E)
mit der Figenschaft PQ — QP =1 gibt.

Anleitung: Man nehme an, dafl es zwei beschrinkte Operatoren P, Q € L(E) mit
der Eigenschaft P@Q — QP = I gibt, und zeige durch Induktion, daf§ dann fiir alle
n € N die Gleichung PQ"—Q"P = nQ"~! gelten muss. Eine Normabschiitzung fiihrt
dann zum Widerspruch.

Anmerkung: In der Quantenmechanik erfiillt ein Paar P, ) von linearen Operato-
ren mit der Eigenschaft PQ — QP = I die Heisenbergsche Unschérferelation. Die
Aufgabe zeigt, daf die in der Quantenmechanik auftretenden Operatoren, fiir die die
Heisenbergsche Unschérferelation gilt, notwendigerweise unbeschrinkt sein miissen.

(a) Sei F =c¢y (oder F =1 )und sei m = (my)nen € [ . Berechne das Spektrum
des Multiplikationsoperators M € L(FE) , der durch

M(xn)neN = (mnxn)neNa (xn)nEN SR

definiert ist.
(b) Jede kompakte Teilmenge Q C C ist das Spektrum eines geeigneten Operators
auf einem geeigneten (komplexen) Banachraum.

Resolventengleichung. Seien T € L(E), A\, p € o(T) . Dann gilt die Resolven-

tengleichung
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Projektionen. Sei F ein normierter Raum. Eine lineare Abbildung P : F — F
heiit Projektion, falls P? = P gilt. Sei P € L(FE) eine Projektion. Zeige:

(a) @ :=1— P ist ebenfalls eine Projektion.

(b) BildP =Kern(@ .

(¢) Kern P und Bild P sind abgeschlossen in E .

(d) KernPNBildP = {0} .

() KernP+BildP =F'.

Anmerkung: Aus (d) und (e) folgt, daf sich jedes Element x € E eindeutig als Summe
zweier Elemente z; € Kern P und x5 € Bild P schreiben 148t. Wer will, kann auch
noch zeigen, dafl £ und Kern P x Bild P isomorph sind.

Shifthalbgruppe. Sei F := BUC(Ry):={f: R, — K: f ist beschrinkt und gleich-
missig stetig} versehen mit der Supremumsnorm || - ||o . Fiir alle ¢+ > 0 sei

(SO ) @) = f(t+z), feExek,.
Zeige, daf fiir alle s,t €¢ R, S(t) € L(E) und S(t+s) = S(t)S(s) gilt, und dafBl die
Abbildung ¢t +— S(t)f fir alle f € E stetig von R, mit Werten in FE ist.

Sei E ein komplexer Banachraum und 7T € L(FE) .

(a) Sei A € o(T). Fiir alle z € C mit |z — A|||R(\,T)|] < 1 gilt wegen der
Neumann-Reihe z € o(T) . Folgere daraus ||[R(\,T)| > m , wobei d(\,o(T)) =
inf{|A\—p|:peoa(T)}.

(b) Fiir jede Folge (Ap)nen C o(T) mit lim, oo d(Ap,0(T)) =0 gibt esein =z € E,
so dal sup ||R(A,, T)x|| = co . Hinweis: Verwende das Prinzip der gleichméssigen Be-
schrénktheit.

Approximatives Punktspektrum. Sei E ein komplexer Banachraum und T €
L(FE) . Dann heifit

0up(T):={Ae€C : F(xp)nen C E,||z,]| =1 fiir allen € N
und lim [|Az, — T, | = 0}
das approzimative Punktspektrum von T . Zeige:
(a) Fiir alle A € o(T) gibt esein ¢ >0, sodaB ||(A—=T)z|| > ¢||z| firalle z € E .

Folgere daraus o4,(T) C o(T) .
(b) Der Rand 0o (T') des Spektrums o(7) ist eine Teilmenge von o,,(7") . Hinweis:

Verwende Aufgabe 23 (b); setze =z, := —aael)r

= TRoe ) - Wobel (An)nen C o(T) gegen ein
A € 0o(T) konvergiert.
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Sei (2,%, ) ein Mafiraum.
(a) Seien p;, po € [1,00] derart, daB % = pil + p% <1, und seien f € LP*(Q) und
g € LP(Q) . Zeige, dal dann f-g € LP(Q)) gilt, und daB

1Fglly < 1 Fllp: - [lgllp.-

Hinweis: Holderungleichung.

(b) Interpolationsungleichung. Seien 1 < p; < ps < 0o, «a € [0,1] und % =
Se 4 & Zeige mit Hilfe von Teil (a), daB f € LP1(Q) N LP2(Q) schon f € LP(Q)
impliziert, und daf} die Interpolationsungleichung gilt:

£l < 11£11, " - 11115,

Sei (€,%,p) ein endlicher Mairaum, d.h. u(Q2) < co . Zeige mit Hilfe der Holderun-
gleichung (oder direkt), daf fiir 1 < p < ¢ < oo die Inklusion L?(Q2) C LP(Q2) gilt,
und daf} die Einbettung L7(2) — LP(Q2) beschrinkt ist.

Diracmaf. Sei B([0,1]) die Borel o -Algebra auf [0,1] . Man zeige, daf}
6o : B([0,1]) — 0, 0],
A 1 falls0 € A,
0 falls 0 ¢ A.

ein Maf§ auf ([0, 1], B([0,1])) ist.
Berechne ferner das Integral [;; fddo fiir alle f € Clo,1] .

Sei @ =N, ¥ =7P(N) und p das Zahlmafl auf N . Zeige, daf} fiir p € [1,00) der
Raum der p -integrierbaren einfachen Funktionen ( = Treppenfunktionen) mit dem
Raum coy der endlichen Folgen iibereinstimmt. Fiir jede endliche Folge x = (x,,)nen €
coo gilt auBerdem: [z, = (Spex |7alP)7 -

Anmerkung: Es gilt schliesslich, dal LP(N, P(N), u) gerade mit dem Raum [» der p -
summierbaren Folgen {ibereinstimmt, d.h. mit dem Raum aller Folgen (,)nen C K,

sodal (3,en |xn|p)% < 00 . Weiter gilt L®(N,P(N), u) =1 .
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Ubungen zur Funktionalanalysis

Sei 1<p<g<oo.

(a) Zeige die Inklusionen [P C 9 C ¢, , und zeige, dal die Einbettungen jeweils stetig
sind. Gilt ¢y = Uy<peno P 7

(b) Zeige, daB fiir den Mafiraum (R, B(R),\) weder die Inklusion LP(R) C L7(R)
noch die Inklusion L(R) C LP(R) gilt.

Schwach Lipschitzstetig impliziert Lipschitzstetig. Sei £ ein Banachraum. Eine
Funktion f:[0,1] — E heifit Lipschitzstetig falls

L) e sup HO—ION
s,tse;f;,l] |S — t|

Eine Funktion f :[0,1] — E heifit schwach Lipschitzstetig falls fiir alle 2’ € E' :=
L(E,K) die Funktion z'o f:[0,1] — K Lipschitzstetig ist. Zeige mit Hilfe des Prin-
zips der gleichmissigen Beschrianktheit, dafl jede schwach Lipschitzstetige Funktion
schon Lipschitzstetig ist.

Hinweis: Es gilt ||z|| = sup,/ <, |2'(7)| fiir alle z € E' .

Seien E und F Banachdume iiber K . Eine Abbildung
b: ExF — K
(z,y) = b(z,y)
heifit bilinear, falls sie linear in jeder Komponente ist.
(a) Falls b zusitzlich in jeder Komponente beschrinkt ist, dann gibt es ein B €
L(E,F'), sodaB fiir alle z € F und alle y € F (Bz)(y) = b(z,y) gilt.

Hinweis: Verwende das Prinzip der gleichméssigen Beschrinktheit.
(b) Zeige mit Hilfe von Teil (a), dafl es ein M > 0 gibt, so daf}

b(z, y)| < Mljz]| - [lyll, =€ E,yeF
(c) Zeige, daBB b schon stetig auf E x F' ist.

Sei E:=1? (1<p<o0),soda8 der Dualraum E' =19 ( 1—1) —i—% = 1) ist. Berechne
den zum Linksshift L € £L(FE) adjungierten Operator L' € L(E") , wobei

L:E — E,

(xTL)TLEN — L(xn)REN = (xn+l)n€N-
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Ubungen zur Funktionalanalysis

Shifthalbgruppe. Definiere fiir alle ¢ € R einen isometrischen Operator S(t) €
L(LY(R)) durch (S(t)f)(s) = f(t+s) .

(a) Sei f =7, a;xa, eine einfache Funktion, wobei A; ein beschrénktes Intervall
ist. Zeige mit Hilfe des Satzes von der dominierten Konvergenz, daf§ lim; o [|S(¢)f —
flli =0 gilt. Wer mochte, kann die Aussage auch fiir stetige Funktionen mit kompak-
ten Trager anstelle von einfachen Funktionen zeigen.

(b) Man nehme an, daf§ die Treppenfunktionen wie in (a) (bzw. die stetigen Funktionen
mit kompakten Triiger) dicht in L'(R) liegen. Folgere aus (a), daB lim,_o ||S(¢)f —
flli =0 fiir alle fe LY(R) gilt.

Fouriertransformation. Fiir f € L'(R) setze

(Ff)(t) == /R e f(s)ds, teR

Die Funktion Ff : ¢~ (Ff)(t) heilt Fouriertransformierte von f .
(a) Zeige mit Hilfe des Satzes von der dominierten Konvergenz, dal F [ stetig ist.
(b) Lemma von Riemann-Lebesgue. Fiir alle f € L'(R) gilt Ff € Cy(R) . An-

1 1 _—im

leitung: Multipliziere den Integranden fiir ¢ # 0 mit 1= 5 — 5e™""¢ , substituiere in

dem einen entstehenden Integral s durch s+ 7 und verwende dann Aufgabe 33 (b).
(c) Zeige, daB F : L'(R) — Cy(R) , f+> Ff ein beschriinkter, linearer Operator ist.

Dunford-Pettis Operatoren. Seien E und F zwei Banachridume. Ein Operator
T € L(E,F) heiit Dunford-Pettis Operator, falls fiir alle Folgen (z,)neny C E gilt:

T, ~cin K = Tz, —Tzrin F.

Zeige: Falls E reflexiv ist, dann ist jeder Dunford-Pettis Operator T € L(E,F)
kompakt.

Volterraoperator. Sei E = ([0,1] und V € L(E) definiert durch

t
(VA= [ fs)ds, feBteo]
0
Zeige mit Hilfe des Satzes von Arzela-Ascoli, dal V' kompakt ist.
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37. Zeige, daBl in einem Prihilbertraum FE das Skalarprodukt (-,-) stetig von E x E

38.

39.

40.

nach K ist, d.h.
T, > xund y, = yin E = (z,,y,) — (z,9).

Benutze dazu die Cauchy-Schwarz Ungleichung.

Parallelogrammgleichung. Sei £ ein normierter Raum, in dem die Parallelogramm-
gleichung

Iz +yll* + lle — ylI* = 2]|=[* + 2[|y|I*
fiir alle z, y € F gilt. Zeige, da} F dann schon ein Prahilbertraum ist. Benutze da-
zu die Aufgabe 39 (Es geniigt, den Fall K =R oder den Fall K = C zu betrachten).

Polarisationsidentitit. Sei E ein Prihilbertraum iiber K . Zeige, dal dann fiir alle
x, y € FE die Polarisationsidentitdt

_ 1 2 2
(.9) = 7 (lle + 9> = lle — o)
im Fall K =R bzw.
(I + gl = e = yl* + Iz + iyl — [|l= — iy||?)

RS-

(33, y) =
im Fall K= C gilt.

Sei m = (My)nen € co und M € L(I%) der zu m assoziierte Multiplikationsoperator:

M(xy) := (MpTp)nen (= (Tn)nen € 7).
Zeige, dafl M kompakt ist.

Hinweis: Unter anderen gibt es die folgenden zwei Méglichkeiten, um die Kompaktheit
von M zu zeigen:

- Man benutze die Aufgabe 35 und die Tatsache, daf} jede schwach konvergente Folge
in 2 insbesondere punktweise konvergiert, und daf§ [? reflexiv ist.

- Man approximiere M gleichmissig (d.h. in der Operatornorm) mit Operatoren mit
endlichdimensionalem Bild, und benutze die Tatsache, da} der Raum der kompakten

Operatoren abgeschlossen in £(I?) ist, und dafl Operatoren mit endlichdimensionalem
Bild kompakt sind.
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Fiir f € L?[0,27] sei

41.

42.

43.

44.

Sei u € C'0,27], so daB u(0) = u(27) . Dann gilt
(a) fiir alle n € Z :

in(Fu)(n) = (Fu')(n).
Hinweis: Partielle Integration.

(Die Fouriertransformation fiihrt also die Differentiation in eine Multiplikation {iber).
(b) (Fu(n))nez € I'(Z) .

Fiir A € C\iZ sei M, der zu (%ﬂ.n)ngz gehorige Multiplikationsoperator auf
I(Z) , und F : L*[0,27] — [*(Z) sei die (diskrete) Fouriertransformation. Dann
gilt:

(a) Der Operator Ry := F 'My\F € L(L?0,2n]) ist injektiv und kompakt.

(b) Fiir alle A, pe€ C\iZ gilt:

R)\ - R# = (,U, — )\)R)\R#

Betrachte fiir f € L?[0,2nr] und A € C die Gleichung

iy | ) =A@ @), e 0,21
u(0) = u(27).

Zeige:
(a) Fiir jede (klassische) Losung u € C'[0,27] von (D) gilt:

(=X +in)Fu(n) = Ff(n). (1)
(b) Sei A € C\iZ . Dann gibt es fiir alle f € L?[0,27] genau ein u € L*0,27] , so
daB (1) gilt.
Hinweis: Benutze die Aufgabe 42. Die Funktion u heifit schwache Lésung von (D).

(c) Jede schwache Losung u ist stetig und es gilt «(0) = u(27) .
Hinweis: Zeige (Fu(n))nez € I'(Z) , und benutze die Fourierreihe.

Zeige. daf
£1_d
~n?2 6
Hinweis: Betrachte die Funktion f(¢) = (¢t — ) — ’17—; (t €[0,27] ) und berechne

Ff(n) firalle n € Z . Werte sodann die zu f gehorige Fourierreihe in 0 aus.
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Ubungen zur Funktionalanalysis

Sei H ein Hilbertraum und U € L(H) invertierbar. Dann ist U genau dann unitér,
wenn U isometrisch ist.
Hinweis: Verwende die Polarisationsidentitét (Aufgabe 39).

(a) Betrachte den Hilbertraum H = C" mit dem euklidischen Skalarprodukt. Berech-
ne die (Hilbertraum-) Adjungierte A* einer Matrix A = (a;j)1<ij<n € C" .
(b) Sei k€ C([0,1]*) und K € L£(L?*[0,1]) definiert durch

Kf(1) = /Ulk(t,s)f(s) ds,  fer0.1,tel01]

Zeige, dafl K selbstadjungiert ist falls k(t,s) = k(s,t) fiir alle s, ¢t €[0,1] gilt.
Hinweis: Verwende den Satz von Fubini.

Sei H ein komplexer Hilbertraum und 7 € L(H) derart, da§ (Tz,z) = 0 fiir alle
x € H gilt. Zeige, daB8 dann schon T = 0 gilt. Zeige durch ein Gegenbeispiel (zum
Beispiel in H = R? ), daf§ diese Aussage in einem reellen Hilbertraum falsch ist.
Hinweis: Zeige (im Fall des komplexen Hilbertraums), dafl T selbstadjungiert ist, und
verwende dann eine Darstellung fiir ||7|| .

von Neumannscher Ergodensatz. Sei H ein Hilbertraum und 7 € L(H) eine
Kontraktion, d.h. [|T|| < 1. Zeige:

(a) Fiir alle x € H gilt Tz = genau dann, wenn Tz =z .

(b) Es gilt Kern (I —T) = (Bild (I —T))*.

(c) Fiir alle z € Bild (I —T) gilt

1 n—1
lim — Y T"z =0.
Jim, o 2 T
Hinweis: Zeige die Behauptung zuerst fiir = € Bild (I — 7)) (Teleskopsumme!) und
benutze dann [|1 P25 TF|| <1 fiir alle n € N.
(d) Sei P die orthogonale Projektion auf Kern (I —T) . Dann gilt fiir alle z € H

1 n—1
lim — Z TFy = Px.
n—oo n k=0

Hinweis: Schreibe = = (I — P)x 4+ Pz und benutze Teil (b).

Anmerkung: Man sagt, daf} eine Kontraktion ergodisch ist, wenn die Cesaromittel der
Potenzen (T™),en stark konvergieren. In einem Hilbertraum ist also jede Kontraktion
ergodisch. Es ist sogar wahr, daf§ in einem reflexiven Raum jede Kontraktion ergodisch
ist.
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Ubungen zur Funktionalanalysis

Greensche Funktion. Sei
1
G(IE, y) = 2_ min{xa y}(max{x, y} - 27T)7 €,y € [07 271'],
T

und sei K € L£L(C[0,27]) der zu G € C([0,2n]?) assoziierte Kernoperator. Man weise
nach, daf} fiir alle f € C[0,2n] die Funktion u:= Kf die Gleichungen

{ Lou(r) = fx), e 0,2n],
u(0) = u(2m) =0

lost.

Hilbert-Schmidt Operatoren. Sei H ein separabler Hilbertraum und S = {e, :
n € N} eine Orthonormalbasis. Ein Operator T' € L(H) heifie Hilbert-Schmidt Opera-
tor, falls 3 ,cn [|Ten||* < oo . Zeige, daB jeder Hilbert-Schmidt Operator T kompakt
ist.

Hinweis: Man approximiere zum Beispiel T gleichméBig (in der Operatornorm) durch
eine Folge T,, von Operatoren mit endlichdimensionalem Bild.

Hilbert-Schmidt Operatoren. Sei k € C([0,27]%) , und sei K € L(L?[0,27]) der
zu k assoziierte Kernoperator. Desweiteren sei S := {e, : n € N} eine beliebige
Orthonormalbasis von L?[0, 27| . Zeige:
(a) Fiir alle z € [0,27] gilt

> |(Ken)(@)* = llk(z, ) IZ-.

neN
Hinweis: Sehe (Ke,)(z) als ein Skalarprodukt an, und verwende die Parsevalsche
Gleichung.
(b) Es gilt

27

S IKenllze = [ kG, )32 do.
neN 0
Hinweis: Verwende den Satz von Fubini (Vertauschung von Summe und Integral).

Man betrachte noch einmal den Kernoperator K aus Aufgabe 49. Fiir alle n € N sei
en(r) :=sin 5 (x € [0,27] ). Man zeige, daf§ dann fiir alle n € N die Gleichung

gilt.
Wer méchte, der bemerkt noch, dal K auf dem Raum L?[0, 2] selbstadjungiert und
kompakt ist.
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Ubungen zur Funktionalanalysis

Alle Ubungen auf diesem Blatt sind Sternchenaufgaben. Wer méchte, kann hier zusétzliche
Punkte bekommen.

53. Approximative Eins und Diracfunktional. Sei f € S(R) derart,dal [; f(x)dz =
1. Definiere fiir alle n € N die Funktion f,(z) := nf(nz) (z € R). Dann gilt fiir
alle ¢ € D(R)

lim /an(x)go(x) dr = (0) (= (do, ¥)),

n—o0

wobei dy das Diracfunktional in 0 ist.
Anmerkung: Das Diracfunktional 0, ist der Limes (im distributionellem Sinne) der
Funktionenfolge (f,)nen -

54. Heavisidefunktion und Diracfunktional. Sei
1, x>0,

H(z):=

0, <0

die Heavisidefunktion. Dann gilt fiir alle ¢ € D(R)

[ H@) 5 ola) dr = p(0) (= (5u.0))

Anmerkung: Das Diracfunktional dy ist die Ableitung (im distributionellem Sinne)
der Heavisidefunktion.

55. Heisenbergsche Unschérferelation. Betrachte den Schwartzraum S(R) mit dem
Skalarprodukt (¢, ) := [z ¢(z)(x) dx . Betrachte auf S(R) die (unbeschrinkten)
Operatoren P, @ :S(R) — S(R) , wobei Py(z) :=idep(z) und Qp(z) := zp(z) .
Zeige:

(a) Fiir alle ¢ € S(R) gilt

(Pp,p) = (p, Pp) und (Qp, ¢) = (¢, Q)-
(b) Fiir alle ¢ € S(R) gilt

PQy — QPyp =ip (vgl. mit Aufgabe 18).
(c) Fiir alle ¢ € S(R) mit |jp|ls =1 gilt

(Po,@)* < ||Pel|3 und (Qep, ¢)* < [|Q¢|l5.

Hinweis: Cauchy-Schwarz Ungleichung.
(d) Fiir alle ¢ € S(R) mit ||¢|ls =1 gilt

|1Pell2 [[Qell2 > 1.

Hinweis: Betrachte die Parabel ¢(\) := ||[Pp + AQ¢l||3 (A € R). Schreibe ¢ in der
Form ¢(\) = aA? + bA + ¢ (benutze dabei Teil (a) und (b)). Wegen ¢(A\) > 0 kann
die Parabel ¢ hochstens eine Nullstelle besitzen. Dies ergibt eine Bedingung an die
Koeffizienten a, b und c.

Anmerkung: Es gilt sogar fiir AP := \/||P<p||2 — (Py,p)? und AQ := \/||Qg0||2 — (R, v)?
die Heisenbergsche Unschdrferelation: APAQ > 1.



