TECHNISCHE .
Pt D1 R
DRESDEN y

2012

Ubungen zur Funktionalanalysis II
Blatt 3

(12) Basiswechsel. Seien H und K zwei separable, unendlichdimensionale Hilbert-
raume.
(a) Sei (ey), eine Orthonormalbasis in H und (f,), eine Orthonormalbasis in
K. Wir definieren einen linearen Operator U : H — K durch

Uz = Z(x,en>H fn (ze€H).
Zeigen Sie, daf3 U wohldefiniert und beschrankt ist. Zeigen Sie dariiberhinaus,
dafl U ein unitédrer Operator ist, und dafl Ue,, = f,, fiir alle n gilt.
(b) Zeigen Sie umgekehrt, da jeder unitére Operator U : H — K jede Ortho-
normalbasis von H auf eine Orthonormalbasis von K abbildet.

(13) Hilbert-Schmidt-Operatoren. Ein linearer Operator T': H — H auf einem
Hilbertraum H heit Hilbert-Schmidt-Operator, falls es eine ONB (e,) gibt, so
daf

(*) ITlzs = D I Teal® < co.

(a) Zeigen Sie, dafl die Grofle ||T']| gs nicht von der Wahl der Orthonormalbasis
abhéngt. Insbesondere ist also T genau dann ein Hilbert-Schmidt-Operator,
wenn fir jede ONB (e,) die Beziechung (*) gilt.

(b) Zeigen Sie, dafl jeder Hilbert-Schmidt-Operator kompakt ist.

(c) Zeigen Sie, dafl die Menge HS(H) der Hilbert-Schmidt-Operatoren auf H
ein Vektorraum ist, und daB || - ||gs eine Norm auf HS(H) ist. Zeigen Sie,
daB fiir eine beliebige ONB (e,) von H durch

(T,S)us =Y (Te,, Sen) (T, S € HS(H))
ein Skalarprodukt auf HS(H) definiert ist, welches diese Norm induziert.
Insbesondere ist also HS(H) ein Prahilbertraum.
(d) Zeigen Sie, daB fiir alle ' € HS(H) die Ungleichung

1Tl ey < T Mlers
gilt. Insbesondere ist die Einbettung von (HS(H), ||-||as) in (I(H), || ||z(a))
beschréankt.
(e) Zeigen Sie, daBB (HS(H), | - ||ms) vollstdndig, also ein Hilbertraum, ist.
(f) Zeigen Sie, daB fiir alle T € HS(H) und alle S € L(H) die Operatoren ST
und 7'S Hilbert-Schmidt-Operatoren sind. Insbesondere ist also HS(H) ein
(nicht abgeschlossenes) Ideal von L(H).



(14) Kernoperatoren. Sei (2,4, 1) ein beliebiger Mafiraum, so dal H := L?*(2)
separabel ist. Fiir einen gegebenen Kern k € L*(€) x Q) definieren wir den Kern-
operator K : L*(Q) — L*(Q) durch

(K@) = [ be) ) duty) (€ L2, 2 € ).

Q
(a) Zeigen Sie, dal K wohldefiniert ist.
(b) Zeigen Sie, dal K ein Hilbert-Schmidt-Operator und insbesondere kompakt
ist.
(c) Zeigen Sie, dafl K genau dann selbstadjungiert ist, wenn fiir fast alle (z,y) €

Q2 x Q die Beziehung k(z,y) = k(y, x) gilt.

(15) Multiplikationsoperatoren. Sei (€2, A, 1) ein beliebiger Mafiraum, so dafl H :=
L*(Q) separabel ist. Fiir eine gegebene Funktion m € L>(Q) definieren wir den
Multiplikationsoperator M : L*(2) — L*(€2) durch

(Mf)(@) =m(z) f(z) (f€LQ), Q)
(a) Zeigen Sie, daB8 M wohldefiniert und beschrankt ist, und daB || M||z(z2)) =

[[m] oo ()
(b) Berechnen Sie das Spektrum von M.



