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(23) Laguerrepolynome. Sei H := {f ∈ C(R+) :
∫∞
0

|f(t)|2e−t dt < ∞} versehen
mit dem Skalarprodukt

〈f, g〉 :=

∫ ∞

0

f(t) ¯g(t)e−t dt (f, g ∈ H).

Zeigen Sie, daß H den Raum aller Polynome enthält. Berechnen Sie sodann die
Laguerrepolynome Ln (0 ≤ n ≤ 3). Dies sind die Polynome, die man mit dem
Gram-Schmidt Orthogonalisierungsverfahren aus den Monomen pn (0 ≤ n ≤ 3,
pn(t) = tn) erhält.
Bemerkung: Es ist günstig, die Identität

∫
∞

0
tne−t dt = n!, die für alle ganzen Zahlen n ≥ 0

gilt, zu verwenden.

(24) Multiplikationsoperator auf ℓ2. Sei m = (mn) ∈ ℓ∞ eine beliebige, be-
schränkte Folge. Sei

M : ℓ2 → ℓ2,

x = (xn) 7→ Mx = (mnxn)

der zugehörige Multiplikationsoperator. Sei Bℓ2 die Einheitskugel in ℓ2, und sei
MBℓ2 das Bild der Einheitskugel unter dem Operator M . Zeigen Sie, daß MBℓ2

genau dann eine relativ kompakte Menge in ℓ2 ist, wenn m ∈ c0.
Bemerkung: Die Menge MBℓ2 ist genau dann relativ kompakt, wenn jede Folge (xk) in Bℓ2

eine Teilfolge (xkl
) besitzt, so daß (Mxkl

) in ℓ2 konvergiert.

(25) Sei H = C([0, π]) versehen mit dem Skalarprodukt

〈f, g〉 :=

∫
π

0

f(t) ¯g(t) dt (f, g ∈ H).

(a) Sei sn(x) :=
1√
π
sinnx (n ≥ 1, x ∈ [0, π]). Prüfen Sie, daß (sn) ein Orthonor-

malsystem in H ist.
(b) Für alle n ≥ 1 setze man Tsn := 1

1+n2 sn. Zeigen Sie, daß man T eindeutig zu
einem beschränkten, linearen Operator aufK := span {sn : n ≥ 1} fortsetzen
kann.
Bemerkung: Es gilt H = K, d.h. (sn) ist sogar eine Orthonormalbasis von H . Diese

Bemerkung können Sie im folgenden Punkt ohne Beweis verwenden.

(c)∗ Zeigen Sie, daß das Bild TBH der Einheitskugel BH relativ kompakt in H

ist.
(d)∗ Zeigen Sie, daß T injektiv ist. Zeigen Sie desweiteren, daß span {sn : n ≥

1} ⊆ Im T , und daß T−1f = f − f ′′ und f(0) = f(π) = 0 für alle f ∈
span {sn : n ≥ 1} gilt.
Bemerkung: Es gilt genauer ImT = {f ∈ C2([0, 2π]) : f(0) = f(π) = 0} und T−1f =

f − f ′′ für alle f ∈ ImT . Damit gibt es also für alle g ∈ C([0, π]) genau eine Lösung

f ∈ C2([0, π]) des Randwertproblems f − f ′′ = g, f(0) = f(π) = 0. Die Abbildung g → f

ist ein ”Diagonaloperator”.
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