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(26) Fourierreihen. Sei C5,(R) := {f € C(R) : f(z) = f(z + 2m) fiir alle x € R}

der Raum aller 27-periodischen, stetigen Funktionen auf R, versehen mit dem

Skalarprodukt
2
(ha)= [ SO dr (.9 € Cunl®),
0
Die von diesem Skalarprodukt induzierte Norm wird mit || - || bezeichnet. Fiir
alle n € Z definiere man auerdem die Funktion e, € Cy,(R) durch
1 )
en(t) == et (t € R).
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(a) Zeigen Sie, daf die Folge (e, )nez eine Orthonormalbasis von Cs, (R) ist.
(b) Fiir alle f € Cy(R) und alle n € Z definiert man den n-ten Fourier-
koeffizienten von f :

A~

1 o —int
F(n) ::\/—27/0 F(B)e" dt.

Die Abbildung, die jedem f € Cy;(R) die Folge der Fourierkoeffizienten
f = (f(n))nez zuordnet, heilt Fouriertransformation.

Zeigen Sie: wenn die Fourierkoeffizienten einer Funktion f € Cs,(R) alle ver-
schwinden, dann ist f = 0. (Eindeutigkeit der Fouriertransformation,
d.h. die Folge der Fourierkoeffizienten bestimmt die Funktion).

(c) Zeigen Sie, daf fiir alle f € Cy.(R) die Folge f = (f(n))nez beschrinkt ist,
und daf} die Ungleichung

I(F ()l < V2 | £
mit £l = 2 |£(2)] dt gt A
(d) Zeigen Sie dariiber hinaus, daf sogar (f(n))nez € ¢* und die Gleichung
()l = 1LF1l2

gilt. Bemerken Sie, daB also insbesondere auch (f(n))nez € ¢ gilt. (Lemma
von Riemann-Lebesgue).



(e) Zeigen Sie, daf fiir alle f € Cy,(R) die Fourierreihe
> f)en
nez

in (Cor(R), || - ||l2) gegen f konvergiert, d.h., daf3

N
lim ||f — ZNf<n>en||2 =0.

Bemerkung: Obwohl die Funktionen f und e, alle stetig sind, und damit auch die Par-
tialsummen der Fourierreihe stetig sind, konvergiert die Fourierreihe im allgemeinen nicht
gleichméBig, d.h. nicht in (Car(R), || - ||co). Man bemerke auBerdem, dafl die Konvergenz
beziiglich der Norm || - ||2 im allgemeinen nicht punktweise Konvergenz fast iiberall impli-
ziert. Daf} hier trotzdem die Gleichheit

F) =" f(n)en(t)

ne”Z

1 o —ins n
o Z / f(s)e dse™
0

neZ

fiir fast alle ¢ € R (und das sogar auch fiir alle f € L3 _(R); siehe unten) gilt, ist ein
tiefliegender Satz, der zuerst im Jahr 1966 von Lennart Carleson bewiesen wurde (L.
Carleson ist Abelpreistriger des Jahres 2006).

Sémtliche Aussagen auf diesem Ubungsblatt bleiben wahr, wenn man Cy,(R) durch den
Raum L3_(R) aller 27-periodischen, messbaren, auf dem Intervall (0,27) quadratinte-

grierbaren Funktionen ersetzt.



