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Sei (H, (-,-)y) ein Hilbertraum, und sei H' sein Dualraum, d.h. H' ist der Raum
aller linearen, beschrinkten Funktionale auf H. Nach dem Satz von Riesz-Fréchet
gibt es fiir je zwei Elemente 2/, 3y’ € H' genau zwei darstellende Elemente z,
y € H, so daB fiir alle z € H die Gleichheiten 2'(z) = (z,2)y und ¢/'(2) = (2, y)n
gelten. Zeigen Sie, dafl durch
<xlayl>H' = <yax>H ("L‘Ivy/ € H)

ein Skalarprodukt auf H’ definiert wird, und daf die von diesem Skalarprodukt
induzierte Norm mit der iiblichen Funktionalnorm

||l = sup |2'(z)] (2" € H')
Jall <1

iibereinstimmt, dafl also H' ein Hilbertraum ist.

Sei (H, (-,-)g) ein Hilbertraum, sei H’ sein Dualraum, und sei H” sein Bidual-
raum, d.h. der Raum aller linearen, beschrankten Funktionale auf H’. Zeigen Sie,

dafB fiir alle z € H die Abbildung
o, H - K, 2/ — ()
linear und beschrankt ist (d.h. ¢, € H"). Zeigen Sie, dal die Abbildung
J:H—H' x— @,

ein isometrischer Isomorphismus ist.

Lemma von Lax-Milgram. Sei (H, (-, )y) ein Hilbertraum. Eine Abbildung
a: H x H— K heifit sesquilinear falls fiir alle z, y, 2 € H und alle A € K

a(Ax +y,z) = a(z,2) + a(y,z) und
a(a, \y + 2) = Aa(z,y) + a(z, 2)

gilt.
(a) Sei a: Hx H — K stetig und sesquilinear. Zeigen Sie, daf es einen linearen,
beschréankten Operator T': H — H gibt, so daf} fiir alle z, y € H

CL(.T, y) = <x7Ty>H
gilt.
(b) Seia: H x H — K stetig und sequilinear wie in (a). Zusétzlich sei a koerziv,
d.h. es gebe es ein n > 0, so daB fiir alle x € H die Ungleichung

a(z, z) > n ||zl

gilt. Zeigen Sie, dafl unter dieser Voraussetzung der Operator 1" aus (a) ein
[somorphismus ist.

(c) Sei a: H x H — K stetig, sesquilinear, koerziv. Zeigen Sie, daf} es fiir alle
p € H' genau ein y € H gibt, so daf§ fiir alle z € H

a(z,y) = ¢(z).



