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CHAPITRE 1

Premiers exemples d’équations différentielles

1. Notion d’équation différentielle

Soientn, m > 1, D ¢ R¥*™ un domaine (cad. ouvert et connexe) et f : D — R"
une fonction continue.

Une équation différentielle d’ordre m est une équation de la forme
(1.1) xM() = f(t, x(0), X'(t), ... xX™ D)), tel,

ou I c Runintervalle et x : I — R" est une fonction qui est m fois différentiable.
Cette fonction x est I’inconnue et résoudre I’équation differentielle (1.1) veut dire
trouver une fonction x qui est m fois différentiable et qui vérifie (1.1).

Sin > 2, alors la fonction x est a valeurs vectorielles, X = (Xg,...,Xp) et f =
(fy,..., fy), et I’équation (1.1) est en fait un systéme de n équations différentielles
scalaires. Au lieu de (1.1) on pourrait alors écrire n équations scalaires. Dans ce cas
le systéeme (1.1) devient:

XM = it xa(®), - X0, X400, X0, L X D),
XM = ot xa(®), - Xa(0), X4 (D), - X0, - XD, L XD (1)),
x(nm)(tj = .fn(t, X1(0)s - - (D), X0 - X0, X (), L xMD(D)).

Des fois, on va utiliser cette notation, mais pour la théorie abstraite la notation (1.1)
semble étre plus facile.

Souvent une équation différentielle est complémentée de conditions initiales et
elle est alors de la forme

xM(t) = f(t, x(t), X'(t), ..., xM™D(@R)), tel,
X(to) = Xo,
(12) X,(to) = Xg,

x(m-) (to) = Xm-1.

Ici, tg € | est un ’temps’ initial et X, X1, ..., Xm-1 € R" sont des données initiales.
On appelle (1.2) probleme a données initiales ou probleme de Cauchy.
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6 1. PREMIERS EXEMPLES D’ EQUATIONS DIFFERENTIELLES

ExempLe 1.1 (Croissance exponentielle). Soit I = [0, T] un intervalle qui
représent le temps. Pour tout temps t € | on mesure le nombre x(t) d’individus
d’une population, par exemple une population de cellules.

On suppose (1) que les cellules ne meurent pas, et qu’elles se multiplient
indépendemment du temps mais proportionnellement a leurs nombre. Autrement dit,
le changement infinitésimal x’(t) est proportionnel au nombre x(t) et la constante de
proportionalité est indépendent du temps. On arrive ainsi a I’équation différentielle

X'(t) = a- x(t).

Ceci est une équation différentielle du premier ordre. On peut en plus supposer que
le nombre de cellules au temps t = ty € | soit donné:

X(to) = Xop.
Alors on obtient un probléme de Cauchy.

ExempLE 1.2. On considére la méme situation comme dans I’exemple 1.1, mais
on suppose que la constante de proportionalité dépend du temps (par exemple, les
cellules se divisent mieux pendant le jour que pendant la nuit). Alors on obtient
I’équation différentielle

X'(t) = a(t)x(t)

qui peut étre complémentée d’une donnée initiale.

ExempLE 1.3 (Le pendule). Une masse m réduit a un point M est attaché a un fil
de longueur | qui lui-méme n’a pas de masse. Soit ¢(t) I’angle de ce pendule par
rapport a la verticale, et g la constante de la graviation. Alors la fonction ¢ vérifie
I’équation differentielle du pendule physique:

m-1-¢”(t) = —mg - sin ¢(t).
Pour ¢ petit, on peut remplacer sing par ¢ (premiére approximation dans le

dévéloppement de Taylor). Alors on obtient I’équation differentielle du pendule
mathématique:

1" (1) = —ge (D).

ExempLE 1.4 (Johann Bernoullit, 1696). On se donne deux points A et B dans
le plan. On doit trouver une courbe liant A et B (représentée par le graphe d’une
fonction x : I — R) telle qu’une masse m se rend le plus vite de A a B en suivant
cette courbe et sous la seule influence de la gravitation. Johann Bernoulli a montré
que la solution x de ce probléme vérifie I’équation différentielle

a—Xx(t)

X'(t) = X0

Quelques problemes importants dans la théorie des équations différentielles:
e Existence et unicité de solutions?

LJohann Bernoulli (27.7.1667-1.1.1748)
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Dépendence continue des données initiales?

Résolution explicite?

Résolution numérique?

Etude du comportement qualitatif des solutions: comportement asympto-
tique, ”blow up”, existence de points d’équilibre, existence de solutions
périodiques, stabilité et instabilité des points d’équilibre, chaos, ...?

e Modélisation?

Dans la suite, si D ¢ R¥" est un ouvert et f : D — R" une fonction continue,
alors I’équation différentielle du premier ordre est I’équation

(1.3) X'(t) = f(t, x(t)).
Cette équation différentielle sera souvent complémentée d’une condition initiale
(1.4) X(to) = Xo

ou (to, Xo) e D.

Derntrion 1.5 (Solution). On appelera solution du probléme (1.3) et (1.4) toute
fonction x : 1o — R" de classe C? définie sur un intervalle I, contenant ty qui vérifie
I’équation différentielle (1.3) et la condition initiale (1.4).

2. Equations différentielles linéaires du premier ordre

Soient | c Runintervalle, tg € I, Xo € Reta: | — R une fonction continue. On
considére I’équation différentielle linéaire homogéne du premier ordre:
X'(t) = a(t)x(b),
(1.5)
X(to) = Xo.
Cette équation différentielle admet toujours une solution unique et la proposition
suivante montre méme qu’on peut calculer cette solution.

ProrosiTion 1.6. Le probleme (1.5) admet une solution unique qui est définie sur
tout I’intervalle 1. Cette solution est donnée par

t
X(t) = eho @9yt

DemonsTrATION. EXistence: on vérifie aisement que la fonction x est en fait une
solution de (1.5).
Unicité: Soit z une deuxiéme solution du probléeme (1.5). On définit v(t) :=

t
e Jo9 9,1y Alors, comme z est une solution, on obtient

V) = —at)e fof %) 4 e ko9 ()
_—

Ainsi la fonction v est constante. En plus, par la définition de v et comme z est une
solution de (1.5),

V(to) = z(to) = Xo.
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En conséquent, v(t) = Xo pour tout t € 1. La définition de v implique alors que

t
2(t) = e ¥ %y = x(t), tel,
cad. z=x. O
Soient I, ty, Xo et a comme ci-dessus et soit en plus g : | — R une fonction

continue. On considére I’équation différentielle linéaire non-homogéne du premier
ordre:

(L6) { X'(t) = a(t)x(t) + g(t),

X(to) = Xop.

ProrosiTion 1.7. Le probleme (1.5) admet une solution unique qui est définie sur
tout I’intervalle 1. Cette solution est donnée par

¢ t
X(t) = eho 299y +f ek g ds, tel.
to

DemonsTrATION. EXistence: On vérifie que x est en fait une solution du probleme
(1.6).

Unicité: Soient x; et x, deux solution du probleme (1.6). Alors la différence
X(t) := X1(t) — xo(t) est une solution du probleme linéaire homogéne (1.5) pour la
donnée initiale x(tp) = 0. La Proposition 1.6 implique que x = 0. Ainsi, X; = X,. O

3. Equations différentielles du premier ordre a variables séparées

On considére comme deuxieme exemple I’équation différentielle du premier or-
dre a variables séparees:

1.7
7) X(to) = Xo,

ola:l - Retf:DCR — R sontdeux fonctions continues.

{ X'(t) = a(t) f(x(t)),

Dans cet exemple, on va procéder differemment. On suppose d’abord que X :
I — R est une solution de cette équation différentielle. On suppose en plus que
f(x(t)) # 0 pour toutt € 1.
Alors on a
X'(t)
f(x(1)

En intégrant cette équation de ty a t on obtient:
t y) t
X'(S) f
ds= | a(s)ds,
to f(X(S)) to

La substitution v := x(s) donne:

= a(t) pour toutt € I.
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at+fBx+y

Soit F une intégrale de % sur I’intervalle [Xo, X(t)]. Cette intégrale existe parce que f
est continue et non-nulle sur cet intervalle. En particulier, F est monotone. On a:

Fx(t) = F(xo) + f a(s) ds.

fo
Comme la fonction F est monotone, elle admet une inverse, notée F~1:

x(t) = FY(F(xo) + ftot a(s) ds).

Par le calcul précédent on obtient donc que si x est une solution de (1.7), alors elle
est donnée par cette formule. Par contre, tous les étapes ci-dessus sont réversibles
et on voit que si on définit x comme dans cette formule, alors x est une solution de
(1.7).

Proposition 1.8 (Existence et unicité locale). Soit xo € R telle que f(xo) # 0.

Alors le probleme (1.7) admet une solution x qui est définit sur un intervalle I, voisi-
nage de to. Cette solution est donnée par

t d X(t) 1 d
a(s) ds = ——dv, tel,.
fto R fxO f(v) °

Si X7 et x, sont deux solutions de (1.7), alors elles coincident dans un voisinage de
to.

DemonsTrATION. L’unicité a déja été démontré.

Existence: Soit Jo c J un intervalle, voisinage de Xo, tel que f(x) # 0 pour tout
X € Jo. Par hypothése et continuité de f, un tel intervalle existe. On va supposer
sans perte de généralité que f(x) > 0 pour tout x € Jo, le cas ou f est négative étant
similaire.

On définit

1
F(n) = fxo o) dv, neJo.

Alors F est strictement croissante sur I’intervalle Jo. En conséquence, F admet une
fonction inverse notée F~1. Cette inverse est comme F de classe C.

On définit en plus A(t) := ft: a(s) ds et Ko := F(Jo). Soit Iy c I un intervalle
ouvert tel que to € g et A(lp) € Kq. Soit

x(t) ;= FYA®), telo.

On vérifie que x(to) = Xo et X'(t) = a(t)- f(x(t)), c.a.d. x estune solutionde (1.7). O
4. L’équation différentielle x’ = f(&xtc

at+Bx+y

Nous considérons deux cas particuliers de cette équation différentielle.

Le premier cas particuler est I’équation différentielle
1+ — f(X®
{ X0 = (=),

1.8
( ) X(to) = Xo.
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Supposons que x : lgp — R est une solution de cette équation différentielle et
posons z(t) := @ Alors on calcul que

X'(t)  x(t)

t t2
= () - 20)

Z'(t)

et
X(to)
tg
c.a.d. z est une solution d’une équation différentielle a variables séparées.
Inversement, si z est une solution de I’équation différentielle

{ 2(t) = 2(f ) - 200),

Z(tO) = %’

Z(to) =

alors x(t) := tz(t) est une solution de (1.8). La substitution z(t) = @ transforme alors
I’équation différentielle (1.8) en une équation différentielle a variables séparabés
(1.7), pour laquelle on connait existence, unicité et méme une représentation de la
solution.

On considére comme deuxiéme cas I’équation différentielle

{ X' (t) = f(at + bx(t) + c),

1.9
( ) X(to) = Xo.

Soit x : lp — R une solution de cette équation différentielle et posons z(t) :=
at + bx(t) + c. Alors on calcul que

Z'(t) a+ bx'(t)

a+ bf(z(t)

et
Z(to) = atg + bxg + C,

c.a.d. z est une solution d’une équation différentielle a variables séparées.
Inversement, si z est une solution de

Z(t) = a+ bf(z(t)),
Z(tp) = atp + bxg + C,

Z(t)—at—c
b

alors x(t) := est une solution de (1.9).

’ 2 - Lz ’ _ t+b "l -
L’équation générale x’ = f(m) est traitée dans [6, Abschnitt 9].
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5. Champs de vecteurs

Pour deux cas simples d’équation différentielles on peux essayer de compren-
dre le comportement qualitatif des solutions (si elles existent et sont uniques) en
déssinant des champs de vecteurs.

(1) Dans le premier cas, soient D c R? un domaine et f : D — R une
fonction continue. Nous considérons I’équation différentielle non-autonome (c.a.d.
dépendante du temps)

1.10
(110) X(to) = Xo,

{ X' (t) = f(t, x(t)),

ou (t(), XO) e D.

Si x : lp — R est une solution de cette équation différentielle, et si nous
déssinons le graphe de cette solution x dans un systéme cartésien de coordonnées t
et x, alors I’équation différentielle dit que la tangente en un point (t, x(t)) du graphe,
caractérisée essentiellement par x’(t), est donné par f(t, x(t)).

Nous déssinons donc dans un systéme cartésien de coordonnées t et x en tout
point (t, x) € D le vecteur (1, f(t, x)) (ou aussi (c, cf(t, x)) avec une constante ¢ > 0
fixée).

Le champs de vecteur que nous obtenons ainsi peut nous indiquer comment se
comportent les solutions de I’équation différentielle (1.10).

ExempLE 1.9. Considérons I’exemple

’ _ _sint
{xm—ﬁ%,

X(0) = Xo,

Cette équation différentielle méne au champs de vecteurs suivant. Pour les données
initiales xo = —0.2 et Xo = 1.2 on trouveras aussi les graphes des solutions corre-
spondantes.

/ F\
P

r — sint
Ficure 1. Champs de vecteurs pour x” = %
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(2) Dans le deuxiéme cas, soient D ¢ R2 un ouvert et f : D — R? une fonction
continue. Nous considérons I’équation différentielle autonome (c.a.d. inépendente
du temps)

111) { X'(t) = F(x(1)),

X(to) = Xo,

ou Xg € D.

Si x : lg — R? est une solution de cette équation différentielle, et si nous
déssinons I’image de cette solution dans un systeme cartesien de coordonnées x;
et Xp, c.a.d. si nous déssinons la courbe décrite par la solution x, alors I’équation
différentielle dit que la tangente & cette courbe en un point x(t) € R? montre dans la
direction du vecteur f(x(t)).

Nous déssinons donc dans un systéme cartésien de coordonnées Xx; et x, en tout
point (X1, Xo) € D le vecteur f(Xg,Xo) = f(X) ou le vecteur normalisé f(x)/||f(x)I|
(indiquant juste la direction). Ainsi, nous obtenons un champs de vecteurs qui peut
indiquer comment les solutions exactes se comportent. Ce champs de vecteurs peut
aussi indiquer ou trouver des points d’équilibre et s’ils sont stables ou instables,
c.a.d. si les solutions convergent vers ces points d’équilibre ou non. En plus, un
champs de vecteurs peut nous indiquer si on peut trouver des solutions périodiques
et si elles sont stables ou instables.

ExempLe 1.10 (Lotka-Volterra). On considére deux populations d’individus.
Soient x(t) et y(t) les nombres d’individus de chaque espece au temps t. On sup-
pose que la population x dépend de la population y, mais pas I’inverse. Le modele
suivant a été proposé par Lotka? et Volterra®:

X' (1) = —ax(t) + Bx(O)y(),
y'(t) = yy(t) — ox(D)y(t).

Ici, a, B, y et § sont des constantes positives.
Pour le choix de @ = 1.5, 8 = 0.5, y = 1 et 6 = 1.5 on obtient le champs de
vecteurs suivant.

ExempLe 1.11 (Lotka-Volterra). Comme avant, on considére deux populations
d’individus, et x(t) et y(t) soient les nombres d’individus au temps t. Dans ce
deuxiéme modeéle on suppose que les deux populations sont en compétition. Une
équation différentielle simple pour ce modéle est

{ X' (t) = ax(t) — bx(t)y(t) — cx(t)?,
y'(t) = ay(t) - Bx®)y() - yy(t)?,

ou a, b, ¢, a, B ety sont des constantes positives.

2| otka ()
3Vito Volterra (3.5.1860-11.10.1940)
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Ficure 2. Premier modeéle de Lotka-\olterra

Poura=0.8,b=05,¢c=0.7,a=1,8=0.4ety =1.1o0nobtient le champs de
vecteurs suivant.

VA S

Ficure 3. Deuxiéme modéle de Lotka-\olterra (compétition)






CHAPITRE 2

Les théorémes de Peano et Cauchy-Lipschitz

Soit D ¢ R¥" un ouvert, f : D — R" une fonction continue et (to, Xg) € D. On
considére I’équation différentielle du premier ordre

x'(t) = f(t, x(1),
X(to) = Xp.

Le but de ce chapitre est de démontrer existence et unicité de solutions locales,
et de discuter quelques conséquences.

(2.1)

1. Solutions e-approchées et théoreme de Peano

Nous commencgons par étudier I’existence de solutions locales.

Dernirion 2.1. Une fonction continue x : 1o — R" est appelée solution &-
approchée de (2.1) si elle est C! par morceaux, partout dérivable a droite, si
X(to) = Xg et Si

sup [IX'(t) = f(t, x(t)Il < e.
telp

LemMEe 2.2. Sous la seule condition que f soit continue, il existe un intervalle
lo C R, voisinage de to, tel que pour tout & > 0 le probléme (2.1) admet une solution
g-approchée définie sur lo.

DemonsTrATION. Parce que D est un ouvert, on trouve a > 0 et r > 0 tel que
D" :=[to—a,tg + a] X B_(xo, r)cD.
Comme f est continue et par compacité de D’ on trouve M > 1 tel que
I1f(t, X)Il < M pour tout (t, X) € [to — @, to + @] X B(Xo, I).

En choissisant a plus petit, si nécessaire, on peut dans la suite supposer que a <
et on pose alors lg = [to — a, to + a].

L
M

Soit £ > 0. Comme D’ est compact et f continue, f est uniformément continue
sur D’. Donc, il existe 6 > 0 tel que pour tout (t1, X1), (t2, X2) € D’ on a

I(t, X2) = (t2, X <6 = |If(t, X2) = F(t2, X2)ll < &
On choisit une famille finie (tj)o<i<m telle queto = o < T1 < - - < T =to + @ et

0
SUp(Tisa =) < v

15



16 2. LES THEOREMES DE PEANO ET CAUCHY-LIPSCHITZ

Puis on définit

X(tg) = Xpet
X(Ti+1) = X(Ti)+(Ti+1—Ti)f(Ti,X(Ti))SiOSiSm—let
X(t) = x(ri)+ (t—7)f(ri, x(77)) sit € [, 7i11).

Alors la fonction x : [to, to + @] — R" est continue, C! par morceaux (méme linéaire
par morceaux) et partout dérivable a droite et a gauche. En plus, x(tg) = Xo par
définition de x.

On montre par récurrence que |IX(t) — Xoll < r quelque soit t € [to,to + ].
Premieérement, cette estimation est vraie ent = tg = 7 car X(tp) = Xo. Maintenant,
on suppose que I’estimation est vraie sur [ro, 7] pouruni € {0, ..., m—1}. Alors,

pour tout t € [7, 7i41]
t
f IX" (O] dt
to

Ti+1 f ) | dt
%f I (zi, x(x))l

aM
< T

[1X(t) — Xoll

IA

IA

IA

Donc, ||X(t) — Xoll < r quelque soitt € [tg, to + ].

Pour tout t € [1j, 7i,1] on a d’un coté

) 0
<— (carM=1)
V2aMm V2

l f X (s) ds

! f f(r1. X(r1)) ds]
5I o

—M = .
V2M V2
Ceci implique pour tout t € [7j, 7i,1] On a

lI(t, X()) = (i, X(@)I < 6

[t— 7| <

et d’un autre coté

IX(®) = x(z)ll

et donc

IX'(8) = £t x@O = 1 (7i, X(zi)) = F(t, x())Il < &.
pour toutt € [rj,7i,1] ettout 0 < i < m — 1. En conséquence, la fonction x est
une solution e-approchée sur I’intervalle [to,to + @]. D’une maniére similaire, on
construit une solution e-approchée sur [ty — a, tp] et on a donc démontré I’existence
d’une solution e-approchée sur lo. |
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RemarQuE 2.3. Les solutions e-approchées construites dans la démonstration
du lemme précédent (en remplacant la dérivée x’(t) par le quotient (X(ti;1) —
X(1i))/(ris1 — 7i)) sont les exemples les plus simples de solutions e-approchées
en analyse numérique des équations différentielles. L’algorithme emprunt est
I’algorithme d’Euler. Si f est de classe C1, alors on peut estimer I’erreur & en fonc-
tion du nombre m de points choisis dans I’intervalle [to, to + «].

TueoreME 2.4 (Peano). Sous la seule condition que la fonction f soit continue,
le probleme (2.1) admet une solution locale, c.a.d. il existe un intervalle I ¢ R
voisinage de to et une fonction x : I — R" de classe C* qui vérifie (2.1).

DemonsTrATION. SOit 1o I’intervalle obtenu dans le lemme 2.2, et soit (X,)e0
une famille de solutions e-approchées telle que supy [IX:(t) — Xoll < r et
SUP, I (t, X.(t)Il < M pour des constantes r > 0, M > 1 et pour tout &£ > 0.
Une telle famille existe d’aprés le lemme 2.2 et sa démonstration.

Pourtoute > O ettoutt,se lgona

%0 - %@ < | f Xl |
< | [+ e ar
< (M+e)t-s5|.

Donc, toute fonction x, est lipschitzienne avec constante de Lipschitz M + &.

Soit (e,) une suite convergente vers 0. On suppose que g, < 1, quelgue soit
n € N. Pour simplifier la notation, on note x, au lieu de x,, .

Soit (t;) c o tel que {tj : j} = lo N Q (on utilise que Q est dénombrable et
qu’on troube ainsi une telle suite). On montre premiérement (en utilisant I’idée de
la suite diagonale de Cantor) que la suite (x,) admet une sous-suite qui converge en
tout point t;.

Comme la suite (xn(t1)) est bornée dans R, il existe une sous-suite (X,,q)(t1)) qui
converge. Puis, comme la suite (X,,(t2)) est bornée dans R, il existe une sous-suite
(X4, (t2)) (de la sous-suite) qui converge. En itérant ce processus, on trouve une
sous-suite (X,,,,m)(tj+1)) de (X,;m(tj+1)) qui converge. En prenant la suite diagonale
(X¢nm) ON a donc trouvé une sous-suite de (x,) qui converge en tout point t; vers un
X(t;) € R. Pour faciliter la notation, on note cette sous-suite de nouveau (Xp).

On montre que (X,) converge uniformément sur Iy vers une fonction continue x.
Soit & > 0. Il existe une suite finie (t;);_, < lo N Q telle que

k
lo © Iul(t’" M Ut oM )

Puisque pour tout | € {1, ..., k} la suite (x,(t;)) est convergente et puisque k < oo, il
existe ng € N tel que pour toutn, m > ngettoutl € {1,...,k}ona

”Xn(th) - Xm(th)” <e.
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Soitt e lo. Alorsil existe | € {1,...,k} tel que [t —t;]
toutn, m > ng,

< zwrg- Donc on obtient pour

”Xn (t) - Xm(t) ||

IA

[1Xa(t) = Xn(tj)Il +
+||Xn(tj|) - Xm(th)” +
+HIXm(tj) = Xm(t)Il
2IM+ D) t-tl+¢
3e.

On a donc démontré que pour tout & > 0 il existe ng € N tel que pour tout n, m > ng
ona

IA A

sup [[Xa(t) — Xm(VIl < 3e.

telg

Ceci impligue que (xn(t)) est une suite de Cauchy et donc une suite convergente vers
un élément x(t) € R, quelque soitt € lo. C’est un exercice de montrer que (Xn)
converge méme uniformément vers x et comme les fonctions x, sont continue, la
fonction x est continue.

On montre troisiémement que la fonction x est une solution de notre probleme.
Comme (x,) converge uniformément vers x et comme f est continue, on obtient

r!im sup || (t, xa(t)) = f(t, x(1)]| = 0.

t€|o

De plus, comme X, est une solution &,-approchée, on obtient aprés une intégration

t
Imm—m—ff@M@Nﬂé&m tels.
to

Aprés un passage a la limite on obtient

t
O - %0 [ fls.x)dsl=0. el
fo
ce qui implique
t
X(t) = Xo +f f(s,x(s)) ds, telp.
to
En particulier, x(to) = Xo. De plus, comme la fonction s — f(s, x(s)) est continue, la
fonction x est de classe C? et aprés une différentiation on obtient
X'(t) = f(t,x(t)), telo.
La fonction x est donc une solution du probléme (2.1). O

RemarQuE 2.5. Dans la démonstration ci-dessus, on a montré que quelque soit la
suite (en) convergente vers 0, on trouve une sous-suite (notée de nouveau (&y,)) telle
que (x.,) converge vers une solution du probléme (2.1). On a donc seulement montré
existence d’une solution du probleme (2.1), mais pas unicité. En effet, on montrera
qu’il existe des équations différentielles avec données initiales pour lesquelles il ex-
iste plusieurs solutions. Un exemple est I’équation différentielle

X'(t) = 2 v|x(t)], x(0) =0.
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Ce probléme admet comme solutions x(t) = 0 et x(t) = t?sgn't. Ici, la fonction f(x) =
24/1x| est continue. Dans cet exemple, I’équation est une équation différentielle a
variables séparées. Pourquoi est que cet exemple ne contredit pas la Proposition
1.8?

2. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz

Dans cette section, on va étudier I’unicité d’une solution locale. A cause de
I’exemple de la Remarque 2.5, la condition que f soit continue ne suffit pas pour
garantir I’unicité. On verra dans le théoréme de Cauchy-Lipschitz que c’est la con-
dition que f soit localement lipschitzienne (par rapport a la deuxiéme variable seule-
ment) qui implique unicité.

Pour cela, on aura besoin du lemme de Gronwall*.

Lemme 2.6 (Gronwall). Soit | = [a,b] c Runintervalle, ¢ : | — R, une fonction
continue et C, £ > 0. On suppose que

ety <C +ft(Lg0(S)+s) ds, tel.

Alors on a
E
o(t) < Cetta 4 [(eL“—a) ~-1), tel.

DemonsTrATION. On pose y(t) := C + fat (Le(s) + &) ds (t € ). Comme ¢ est
continue, la fonction ¢ est continliment différentiable. L’hypothése implique que
pour tout t € |

Lo(t) + &
Ly (t) + .
La proposition 1.7 implique que pour toutt € | ona

w'(1)

IA

Y(t) < Cet-a 4 E(eL(t—a) ~1).
Comme (t) < ¥(t), le lemme est démontré. i

TueoreME 2.7 (Cauchy-Lipschitz. Existence et unicité). Supposons que la fonc-
tion f : D — R" est continue et qu’elle est en (to, Xo) localement lipschitzienne par
rapport a la deuxieme variable, c.a.d. il existe un voisinage U c D de (to, Xo) et une
constante L > 0, tel que pour tout (t, X1), (t, X2) € U on a I’inégalité

IIf(t, x2) = F(t, X2)ll2 < LIIX1 — Xallo.

Alors I’équation différentielle (2.1) admet une solution locale unique. Ceci veut
dire qu’il existe un intervalle I c R voisinage de ty et une solution x : Ip —» R"
du probléme (2.1); en plus, si z : I; — R" est une deuxiéme solution de (2.1), alors
Xx=zsurlgnl.

1Gronwall ()
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DemonsTtrATION. Par le théoréme de Peano (Théoréeme 2.4) il existe une solution
X : lo = R" du probléme (2.1). Par continuité de x et en choisissant I’intervalle I
plus petit, si nécessaire, on peut supposer que

{(t,x(t) :tel}cU,

ou U est le voisinage de (to, Xo) de I’énoncé.

Soit z : I; — R" une deuxiéme solution du probléme (2.1). Pourt € Ig N 1, on
pose ¢(t) := ||x(t) — z(t)||. Par continuité de z, I’ensemble {t € o N 11 : (t,z(t)) € U}
est un voisinage de to. Pour ces t (t > to) on a, par I’hxpothése sur f,

IX(®) -zl
I t (f(s, x(8)) = (s, 2(s))) ds|

@(t)

< f 115, x(5)) - (5. 2(8))l ds
< L - d
< fto IX(S) - 2(9)] ds

L ftot‘p(s) ds.

Par le lemme de Gronwall (Lemme 2.6), on obtient
¢(t) = 0 et donc x(t) = z(t)

pour toutt € IgNly, t > to, tel que (t, z(t)) = (t, x(t)) € U. On en déduit que z(t) = x(t)
pour toutt e lgN 1y, t > to. Pourt e IgN 1y, t < to, on fait un argument similaire en
inversant le temps. On a donc démontré que z = x sur lg N |4. |

Dans la pratique, au lieu de vérifier que la fonction f est localement lipschitzi-
enne par rapport a la deuxiéme variable, on vérifie plutét que la fonction f est de
classe C*. En fait, on a le lemme suivant.

LemMe 2.8. Supposons que la fonction f : D — R" est de classe C! dans un
voisinage de (to, Xo). Alors f est en (to, Xo) localement lipschitzienne par rapport a
la deuxiéme variable et le probleme (2.1) admet une solution locale unique.

DEmonsTrATION. On peut supposer que f est de classe C* dans un voisinage de
la forme 1o x B(Xo, r). Par continuité de f’ et en choisissant le voisinage plus petit, si
nécessaire, on trouve L > 0 tel que

[If'(t, )|l < L pour tout (t, X) € lg X B(Xo, I).
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Soient (t, 1), (t, X2) € lg X B(Xo, r). Alors

1t x2) — f(t, x1)ll

1
d
I [ ettt st - x) dsi

IA

fo 1F7(t, Xy + S(X2 = X1)) (X2 = Xa)I| ds

1
f LIz — Xall ds
0

L {IX2 = X4l|.

IA

La fonction f est donc en (to, Xo) localement lipschitzienne par rapport a la deuxiéme
variable. Le fait que le probléme (2.1) admet une solution locale unique est juste le
théoreme de Cauchy-Lipschitz (Théoreme 2.7). |

3. Solutions maximales

DermniTion 2.9. Une solution Xmax @ lmax = R" (Imax € R un intervalle) du
probléme (2.1) est appelée solution maximale si toute autre solution x : | — R" du
probléme (2.1) est une restriction de celle-ci a un intervalle plus petit, c.a.d. | C I
et X = Xmax SUr |. En cas d’existence d’une solution maximale, I’intervalle |y €st
appelé intervalle (maximale) d’existence correspondant a la donnée initiale (to, Xo).

Lemme 2.10. On suppose que f : D — R" est continue. La solution maximale
du probléme (2.1) (si elle existe) est unique et I’intervalle d’existence est ouvert.

DemonstrATION. L’unicité de la solution maximale est une conséquence
immeédiate de sa définition: si on a deux solutions maximales, alors I’une est re-
striction de I’autre et vice versa.

Pour montrer que I’intervalle d’existence est ouvert, supposons le contraire,
c.a.d. Xmax : lmax — R" est solution maximale et I’intervalle d’existence |y n’est
pas ouvert. Alors I est de la forme (a,B] avec —o < a < 8 < o, [a,f) avec
—00 < @ <8< o0,0U[a,B] avec —co < a < B < co. Supposons le premier cas. Dans
ce cas, (B, Xmax(B)) € D et on peut résoudre I’équation différentielle

X'(t) = f(t. x(¥),  X(B) = Xmax(B)-

Par le théoreme de Peano (Théoréme 2.4), cette équation différentielle admet une
solution locale x : 1o — R", définie dans un intervalle o qui est voisinage de 3. Si on
définit maintenant z(t) = Xyux(t) pour t € lay et z(t) = x(t) pourt > B, t € lg, alors
on obtient une solution du probléme (2.1) qui est définie sur un intervalle strictement
plus grand que |, Ceci contredit la définition de la solution maximale et donc |
ne peut pas étre de la forme (a,8]. Dans les autres cas, on procéde d’une maniére
similaire. L’intervalle |4y €st donc ouvert. O

TuEorEME 2.11. Soit D ¢ R¥" unouvertet f : D — R" de classe C*. Alors pour
tout (to, Xo) € D le probleme (2.1) admet une solution maximale.
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DemonsTrATION. ONn montre que si X; : I3 — R"et x, : I, — R" sont deux
solutions du probleme (2.1), alors x; = X, sur Iy N ;. Par le théoreme de Cauchy-
Lipschitz (Théoréme 2.7 et Lemme 2.8) et par I’hypothése que f est de classe C1, si
X1(t) = Xo(t), alors x; = X, dans un voisinage de t. En particulier, x; = X, dans un
voisinage de to. Par continuité des fonctions x; et X,, I’ensemble dest € I, N 1, tel
que X¢(t) = x,(t) est fermé dans Iy N I,. On ne trouve donc pas t; € 11 N I, tel que
X1(t1) = Xo(t1) et x; # X, dans tout voisinage de t;. Ainsi Xy = Xo sur Iy N 1.

Soit £ = {(x, 1) : x : Iy —» R" est solution de (2.1) } I’ensemble de toutes les
solutions et soit

Irrax - IX.
(xIx)eL

Sur I’intervalle I on définit la solution Xpax par
Xmax(t) 1= X(t) sitelget(x,ly) e L

La fonction X est bien définie par la premiére étape. Elle est solution du probléme
(2.1) (en particulier (Xmax, Imax) € £), et par définition elle est la solution maximale.
O

RemarQue 2.12. Par le théoreme de Cauchy-Lipschitz (Théoréme 2.7), le
Théoréme 2.11 reste vrai si la fonction f est en tout (to, Xo) € D localement lips-
chitzienne par rapport a la deuxiéme variable, c.a.d. si pour tout (to, Xo) € D il existe
un voisinage U c D et une constante L > 0 tels que pour tout (t, x1), (t,x2) € U ona

1 (t, x1) = F(t, X2)ll2 < L{IX1 = Xall2.
Comparer aussi avec le Lemme 2.8.

LemmEe 2.13. On suppose que f : D — R" est continue. Soit Xpax : Imax — R"
une solution maximale du probléme (2.1), lmax =]a, B[ pour —co < @ < B < 0. Si
a # —oo, alors pour tout K ¢ D compact il existe tx €]a, to[ tel que (t, Xmax(t)) ¢ K
pour @ <t < tg. Etsi B # oo, alors pour tout K c D compact il existe tx €]to, 8] tel
que (t, Xmax(t)) € K pour tx <t <p.

Autrement dit, si la solution maximale n’est pas une solution globale, alors le
graphe de la solution maximale quitte finalement tout compact de D.

DEMONSTRATION. SUPPOSONS que B < oo et qu’il existe un compact K c D et une
suite (t,) B telle que (t,, Xmax(tn)) € K. Comme K est compact et D est ouvert, il
existe § > 0 tel que

Ks = {(t,x) € R¥™" : dist ((t, x), K) < 6} c D.

On notera que K; est aussi compact. Comme la fonction f est continue, et comme
Ks est compact, la fonction f est bornée sur Ky, c.a.d. sup e, IIf(t, )l = M < co.
Pour tout n € N on définit

Spi=sup{t > t,: t<Bet(s,Xmx(S)) € Ks pour tout s € [t,, t]} < B.
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Comme (t, x(tn)) € K, et par continuité de Xmax, Sn > tn. Pour tout n € N et tout
t<spona

A

rax(® — Xma(t)ll < f X (S) ds

ft 15, Xmax(S)I] ds
M (t—t,).

IA

Pour n suffisamment grand, le cdté a droite est strictement plus petit que 6/2 et en
méme temps B — t, < §/2. Ainsi, pour n suffisamment grand, on a (t, Xmax(t)) € Ks
quelque soit t € [t,, B[

En plus, la fonction xmayx st lipschitzienne et donc uniformément continue sur
[tn, B[. Mais une fonction uniformément continue sur I’intervalle borné [t,, B[ admet
un prolongement continue sur I’intervalle fermé [t,, 8]. Soit Xz := lim_z3 Xmax(t). ON
a(ﬁ,Xﬁ) S K5C D.

Par le théoréme de Peano (Théoréme 2.4), la solution Xy peut étre prolongée en
une solution dans un voisinage de 3, mais ceci est une contradiction a la définition
de solution maximale. On a démontré que si B < oo, alors le graphe {(t, Xmax(t)) :
to < t < B} quitte tout compact de D.

Le cas @ # —co Se démontre d’une maniére similaire. O

CoroLLAIRE 2.14. Sous les hypothéses du Lemme 2.13 on a:

(i) Ou bien B = oo (existence globale pour t > tg), ou bien 8 < oo. Si
B < oo, alors ou bien lim_g[[X(t)ll = oo (explosion en temps fini) ou
lim_ dist((t, x(t)), aD) = 0.

(if) Ou bien @ = —oo (existence globale pour t < tg), ou bien @ > —oco. Si
@ > —oo, alors ou bien lime,, [[X(t)]l2 = oo (explosion en temps fini) ou
lime_., dist((t, x(t)), 9D) = 0.

DemonsTrATION. Ceci est une conséquence directe du Lemme 2.13. m|

ReEmMARQUE 2.15. Dans beaucoup de situations, ona D = R¥™. Dans ce cas, 6D =
(0 et on n’a que deux cas possibles pour une solution maximale et son comportement
prés du temps d’existence B: ou bien on a existence globale (8 = ~), ou bien on a
explosion en temps fini (8 < co et lime_z [IX(t)|l2 = o0). La méme remarque reste vrai
prés du temps d’existence a.

CoroLLAIRE 2.16. On suppose que f : R*" — R" est de classe C* (ou en tout
point localement lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable) et que

sup |If(t,X)]| =: M < oo.

(t,X)eR L+

Alors pour tout (to, Xg) € R¥*" la solution maximale du probléme (2.1) est en fait une
solution globale, c.a.d. I’intervalle d’existence est tout R.
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DEMONSTRATION. S0it (to, Xo) € RM". Rappelons du Théoréme 2.11 que le
probléme (2.1) admet une solution maximale x. Soit (a, ) I’intervalle d’existence
de cette solution maximale. Supposons que B < oo. D’aprés le Corollaire 2.14 et la
Remarque 2.15, ¢a implique que limq_;[IX(t)|| = co. Par contre, pour t € [to, ) on a
d’aprés I’hypothese sur f

X

IA

[1X(t) = X(to)ll + IIX(to)I
ftllx'(s)lldSHIXoll

IA

ft (s, x())II ds + [1xoll

M (8 — to) + IIXoll,

et ceci contredit a I’explosion en temps fini. Donc, on a démontré que 8 = co. D’une
maniére pareil on montre que @ = —oo, et donc I’intervalle d’existence est égal a
R. m|

IA

4. Sensibilité par rapport aux données

Dans ce pararagraphe, on considére le probléme (2.1) et le probleme suivant
z'(t) = g(t, z(1)).
2(to) = 2o,
ou g : D — R"est continue sur I’ouvert D.
On étudie la question suivante: si les données initiales (to, Xo) und (to, o) sont
proches, et si les fonctions f et g sont proches, alors est-ce que les solutions x et z

des problemes (2.1) et (2.2) sont proches? Sous la condition que la fonction f est
lipschitzienne, on peut en effet estimer la distance entre x et z.

(2.2)

TueoreMmE 2.17. Soient X, z : | — R" solutions des problémes (2.1) respective-
ment (2.2). On suppose qu’il existe une boule B c R" tel que | x B c D et (t, x(t)),
(t,z(t)) € I x B pour toutt € I. On suppose aussi que la fonction f est sur | x B
lipschitzienne par rapport a la deuxieéme variable avec constante de Lipschitz L > 0.
Soit & = SUP; weixg Il T (t, W) — g(t, W)ll2 < co. Alors pour toutt € |

_ & .
IX(t) = 2()ll2 < %7l lIx0 — Zollo + - (€77 — 1).

DemonsTrATION. Le fait que x et z sont solutions des problémes (2.1) et (2.2)
implique que pour toutt € I ona

X(t) - 2(t) = Xo—z0+ f (£(.X(9)) - g(s.2(s))) ds

Xo — Zo + ft(f(s, X(s)) — f(s,z(s))) ds+

+f; (f(s,z(s)) — g(s, z(s))) ds.
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L’inégalité du triangle implique que pour tout t € |
t
| (i) - 2(9lle + ) .
fo

Le théoréme suit alors du lemme de Gronwall (Lemme 2.6) appliqué a la fonction
¢ =[x =1|l2. O

[IX(t) = z(t)ll2 < IIXo — Zoll2 +

5. L’équation différentielle d’ordre m

On considére maintenant I’équation différentielle d’ordre m > 2:
xM(t) = f(t, x(t), X' (1), ..., x(MI(1)),

X(to) = Xo,
(2.3)

X(m_l)(tO) = Xm-1-
Ici, f : D — R" est une fonction continue sur I'ouvert D c RM™ et
(to, X0so-os Xm_]_) e D.

On montrera que cette équation différentielle d’ordre m est équivalente a une
équation différentielle du premier ordre dans le sens du Lemme 2.18 ci-dessous.
Ainsi, tous les résultats de ce chapitre s’appliquent aussi a I’équation différentielle
d’ordre m. Par exemple, sous la seule condition que la fonction f est continue, le
probléme (2.3) admet une solution locale, et si f estent — 0, X, ..., Xm-1) de plus
localement lipschitzienne par rapport a la deuxieme variable, alors le probleme (2.3)
admet une unique solution locale. Si de plus f est localement lipschitzienne en
tout point de son domaine de définition, alors le probleme (2.3) admet une (unique)
solution maximale.

Tout dépend alors du lemme suivant.

LemMme 2.18. On définit la fonctiong : D — R™ par

g(t’ 7707 cee nm—l) : (rll’ cee nm—l, f(t, 770, ceey nm—l))
et on considere I’équation différentielle du premier ordre (dans R™)
u’(t) = g(t, u(t)),
2.4) (t) = g(t, u(t)
u(to) = (Xo, - -+ » Xm-1)-

Siu:l - R™ u = (Ug,...,Umn1) est une solution du probléme (2.4), alors
X :=Ug : I — R"est une solution du probléme (2.3).

Inversement, si x : | — R" est une solution du probléme (2.3), alors la fonction
u:=(x,x,...,x(MD) 1 I - R™ est une solution du probléme (2.4).

DemonstraTION. La démonstration de ce lemme est un exercice. O

CoroLrAIRE 2.19. Sous la seule condition que la fonction f est continue, le
probléme (2.3) admet une solution locale.
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DemonsTrATION. |l suffit de remarquer que la fonction g du Lemme 2.18 est con-
tinue si et seulement si la fonction f est continue, et puis d’appliquer le théoreme de
Peano (Théoréme 2.4) et le Lemme 2.18. |

CoroLrLAIRE 2.20. On suppose que la fonction f : D — R" est continue et qu’elle
est de classe C* dans un voisinage de (to, Xo, . . ., Xm-1) € D. Alors le probléme (2.3)
admet une unique solution locale.

DemonsTraTION. |l suffit de remarquer que la fonction g du Lemme 2.18 est de
classe C! dans un voisinage de (to, Xo, . - ., Xm-1) Si et seulement si la fonction f est
de classe C! dans une voisinage de (to, Xo, . . . , Xm-1), €t puis d’appliquer le théoréme
de Cauchy-Lipschitz (Théoréme 2.7 et Lemme 2.8) et le Lemme 2.18. m]

Bien sur, I’hypothése que f est de classe C* peut étre remplacée par I’hypothése
plus faible que f est seulement localement lipschitzienne par rapport a la deuxiéme
variable.



CHAPITRE 3

Equations différentielles lin€aires

Une équation différentielle linéaire d’ordre m est un probléme de la forme
{ XM (1) + A1 (OXMD () + ... + Ag()x(t) = f(1),

3.1
(1) X(to) = Xo, ..., XMV (tg) = Xm-1,

ou les fonctions Aj : | > R™ (0 < j<m-1)et f: 1 — R"sont continues sur un
intervalle | c R, etx; eR"(0< j<m-1).

L’équation différentielle (3.1) est linéaire dans le sens que si le second membre
f est nulle, et si x et z sont deux solutions de (3.1) (pour deux données initiales
différentes), et si A € R, alors la combinaison linéaire Ax + z est aussi une solution.
En fait, toujours pour f = 0, I’ensemble des solutions de (3.1) forme un sous-espace
vectoriel de I’espace des fonctions continues | — R".

Dans le lemme suivant on montre qu’il suffit en principe d’étudier les équations
différentielles linéaires du premier ordre (comparer avec le Lemme 2.18).

LemmMe 3.1. Soit

0 I
Alt) ‘= € RMxmn
() 5 |
_AO(t) e _Am—Z(t) _Am—l(t)
ou | € R™" est la matrice identité, et soit
0
F(t) := 5 e R™
(t) 0
f(t)

Alors le probléme (3.1) et le probléme du premier ordre

(32) u'(t) = Au(t) + F(b),
u(to) = (Xos - - -» Xm-1)

sont équivalents dans le sens suivant:

(i) Si x : | — R" est une solution du probléme (3.1), alors u := (x,. .., x™?9)
est une solution du probléme (3.2).

@ii) Siu: 1 - R™ u = (Ug,...,Un1), est une solution du probléme (3.2), alors
X := U est une solution du probléme (3.1).

27
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DemonsTrATION. La démonstration est un exercice. O

On remarque aussi que le probléme linéaire (3.1) admet toujours une solution
qui est définie sur tout I’intervalle I. Pour cela, on introduit une nouvelle norme sur
I’espace R™" des matrices.

Lemme 3.2. Pour tout A € R™" on définit

Al == sup [|AX][2.

[IXl2<1

Alors on a:

(i) L’application || - || : R™" — R, est une norme sur R™".
(ii) Pour tout A, B € R™" on a ||ABJ| < ||All ||Bl|.
(iii) Pour tout A € R™" et tout x € R" on a ||AX|| < [|A]l]IX]].

DemMonsTrATION. La démonstration est un exercice. O

TuioreME 3.3 (Existence et unicité de solutions). Pour tout Xo, ..., Xm-1 € R" le
probléme (3.1) admet une unique solution x : I — R".

DemonsTrATION. EN fait, par le Lemme 3.1 il suffit de résoudre le probléme
linéaire du premier ordre (3.2). Pour ce probléme, on suppose que A(t) € R™",
pour simplifier un peu la notation.

On suppose d’abord que | = R et que sup,. [[A(t)|| =: L < oo. Alors pour tout
te Rettout X, Xo € R"ona

IA()X1 = A(D)Xall = IAM) (X2 — Xl < LlIx = Xall.

La fonction f : R¥™ — R", f(t,x) := —A(t)x + F(t), est donc globalement
lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable. Par le théoréme de Cauchy-
Lipschitz (Théoréme 2.7), le probléme (3.2) admet une unique solution locale.
Mais comme f est globalement lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable,
on obtient méme une unique solution maximale u par le Théoréme 2.11 et la Re-
marque 2.12. Soit (a,B) I’intervalle d’existence. Supposons que 8 < oo. Alors,
SUPyero ) IIF (DIl =2 & < oo par continuité de F. En plus, par le Corollaire 2.14 et la
Remarque 2.15, on obtient que lim_z[|u(t)|| = co. Par contre, pour tout t € [t, 5) on
a

[lu(oll

IA

Iu(®) - utto)l + luto)]
ft W (S)l ds + luo)l

IA

IA

ft IAG)U(S)] ds + ft IF ()l ds + [utto)]

IA

ft LU + ) ds + [ulto)l.
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Par le lemme de Gronwall (Lemme 2.6), appliqué a la fonction ¢ = ||u]|, ceci im-
plique
) . € Lt
MO < u(to)lle™ ™ + =€~ 1), te[to,f),

ce qui contredit a I’explosion en temps fini. Donc, nécessairement on a 8 = oo, et
d’une maniere similaire on montre que @ = —oco. On a donc démontré existence et
unicité d’une solution globale sous la condition que | = R et que sup,z [IA(t)I| < .

Dans le cas général, on choisit un intervalle 1o c | tel que I est compact, et on
considére la fonction A(t) sur lo, prolongée d’une maniere constante et continue en
déhors de lo. Alors on se ramene au cas considéré ci-dessous et on trouve une unique
solution sur I’intervalle 1. Comme I est arbitraire, ceci démontre le lemme. O

CoroLLAIRE 3.4 (Espace des solutions). Soit £ c C(I;R") I’ensemble de toutes
les solutions de I’équation différentielle

XM () + Ana (OX™D@) + ..+ Ag()x(t) =0, tel.
Alors £ est un sous-espace vectoriel de C(I; R"), de dimension nm.

DemonsTrATION. Le fait que L est un sous-espace vectoriel de I’espace C(I; R")
est une conséquence immédiate de la linéarité des A;(t). Soit ty € | arbitraire. Alors
I’application

L —- R™M,
X = (X(to), ceey Xm_l(to))

est linéaire, injectif (par I’unicité des solutions) et surjectif (par I’existence de solu-
tions). O

1. L’équation différentielle du premier ordre. La fonction exponentielle

Soit A € R™" une matrice. Dans la suite on va identifier toute matrice dans
A € R™" avec une application linéaire sur R".

On considére I’équation différentielle linéaire, non-homogéne, du premier ordre,
a coefficients constants:

(33) { X (t) = Ax(t) + f(t),

X(to) = Xo,

ou en plus f : I — R" est une fonction continue sur I’intervalle I c Rt, t; € | et
Xo € R".

Sin =1, alors on a déja résolu le probléme (3.3) en donnant méme une formule
explicite de la solution (voir Proposition 1.7). On veut montrer dans la suite que
cette formule reste vraie dans le cas n > 2 si on définit bien I’exponentielle d’une
matrice.
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ProrosiTion 3.5 (Fonction exponentielle). Pour toute matrice A € R™" |a série

-

est absolument convergente, et donc convergente vers une matrice notée e” ou
exp(A). La fonction exp : A — exp(A) est appelée fonction exponentielle.

DemonstrATION. Le Lemme 3.2 implique que

Zn—n_ AT ” <ef < e
k=0

Alors la série 37, k, * est absolument convergente. L’espace R™" des matrices étant
complet (c.a.d. toute suite de Cauchy converge), on en déduit que la série converge
dans R™". O

ProrosiTion 3.6 (Propriétés de la fonction exponentielle). Les assertions suiv-
antes sont vraies:

(i) La fonction exponentielle exp est continue (et méme de classe C).
(if) Pour tout A, B € R™" tel que AB = BAon a

A+B A,B BoA

€ =ee =ee.

(iii) Pour tout A € R™" |a fonction t — e* est de classe C* (méme de classe
C>) et

d

AtA — AetA — etAA.
dt

DimonsTrATION. (i) Soit A € R™". Alors pour H € R™" on a

AtH oA _ O (A+ H)< A
le*™H — et = ”ZT‘H”
) 1 k
< Z;EZ‘()IIAII“"IIHII’
j=

=
- 0

I

— 0.
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Donc, exp est continue. Le fait que la fonction exponentielle est méme de classe C*®
est un exercice. (ii) Soient A, B € R™" tel que AB = BA. Alors

oAB Z (A + B)k

= €°¢

Cette égalité et I’égalité eA*B = B impliquent (ii).
(i) Soit A € R™", et soient t, h € R. Comme les matrices tA et hA commutent, on
obtient avec (ii) que

e(t+)A _ otA B gtAghA _ otA
h B h
end — 1
— etA
h
_ ol o A
|
h = k
_ A b hk—lAk
= e kl
k=1 :
— e”A (h—0).
Le fait que e"*A = Ae*® est un simple exercice. o

ProrosiTion 3.7. Pour tout X, € R" le probléme (3.3) admet une unique solution
x: I — R". Cette solution est donnée par

t

X(t) = ety + f e™9f(s)ds, tel.
to

DemonsTrATION. Dans le Théoréme 3.3 on a déja établit I’existence et I’unicité

d’une solution x : I — R" a I’aide du théoreme de Cauchy-Lipschitz (Théoréme

2.7). 1l reste donc seulement & vérifier directement que la fonction x de I’énoncé est

une solution. Ceci est un exercice pour lequel on utilise la Proposition 3.6. m|

La Proposition 3.7 donne une formule explicite pour la solution du probléeme
(3.3). Afin de pouvoir I'utiliser, il faut pouvoir calculer I’exponentielle d’une ma-
trice A € R™". Pour cela, on aura besoin d’un peu d’algebre linéaire. Dans deux
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cas simples, c.a.d. si A est une matrice diagonale et si A est un bloc de Jordan, on
peut calculer e** directement en utilisant la définition de la fonction exponentielle.
L’algébre linéaire nous dit ensuite qu’il suffit de connaitre ces deux cas parce que
toute matrice A est similaire a une matrice de Jordan, c.a.d. une matrice diagonale
avec sur la diagonale des blocs de Jordan.

1* cas: On considere d’abord le cas d’une matrice D qui est diagonale, c.a.d.
A1

D= c = diag (11, ..., An)

An

pour des valeurs propres A; € C. Ceci est le cas le plus simple. Les puissances DX
sont diagonales aussi, DX = diag (1%, ..., AX), et donc

oo k/lk kyk

— tD thAx :
kZ:k—:Z(;dlag( T = diag (™, .. ., e"").

2 ®mecas: On considére ensuite le cas d’une matrice A qui est diagonalisable,
c.a.d. il existe une matrice diagonale D = diag (As,...,4n) (4 € C) et une matrice
inversible S € R™" tel que A = S~'DS. Dans ce cas on a

) t4(S DS ) t“S 1DkS &
A _ _ tD
_E—k! kEO—_ k§_ —s_s 1gtPg,

La matric e'® a été calculée dans le premier cas. Toujours, la diagonale de D contient
les valeurs propres de A.
3°M€ cas: Plus généralement, si

pour des matrices Jq, ..., Jx, alors

etJl

eth

et si A = S~1JS pour une matrice J comme ci-dessus et une matrice inversible S,
alors

A = §g1elg,
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4%me cas: On considére le cas d’un bloc de Jordan* J, (1 € C), c.a.d. une matrice
de la forme
A1

\],1:
1
A

Une telle matrice n’a qu’une valeur propre (qui est 2). En utilisant la définition de la
fonction exponentielle on montre que

td td "1t
e e - o

et‘h —

tet/l
et/l

5éme cas: Le cas d’une matrice A € R™" arbitraire est réduit aux cas 3 et 4. En
fait, pour toute matrice A il existe une matrice de Jordan

N

N

ou les J,, sont des blocs de Jordan, 4; les valeurs propres de A, et il existe une matrice
S inversible tel que A = S~1JS. Dans ce cas on a donc

etJ/{1
=571 ' S,
etJ’{k

et on utilise le 4 ®cas pour calculer e,

2. L’équation différentielle d’ordre m a coefficients constants
On considére I’équation différentielle d’ordre m a coefficients constants:
(3.4) XM () + am 1 XM () + - - - + apx(t) = 0.
Onsupposequeaj e R(0< j<m-1).

D’aprés le Lemme 3.1, cette équation d’ordre m est équivalent a I’équation
différentielle du premier ordre

u’(t) = Au(t)

1camille Jordan (5.1.1838-22.1.1922)
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0 1

(3.5) A: 0 1
—dp - —8m2 —Am1

On peut donc essayer de résoudre cette équation du premier ordre (en calculant
I’exponentielle e*) et puis d’en déduire les solutions de (3.4). On verra dans cette
section qu’il suffit de faire ¢a une fois dans le cadre abstrait et on va trouver un autre
moyen plus direct pour trouver les solutions de (3.4).

On calcul d’abord le spectre de la matrice A.

LemMme 3.8 (Polynome caractéristique). Soit p le polynome caractéristique de la
matrice A. Alors

p() = (A" +amA™ +---+ag), AeC.

DemonsTrATION. On démontre le lemme par récurrence.

Sim =1, alors I’assertion est vraie; la matrice A est dans ce cas égale a —ao.

Supposons que I’assertion est vraie pour toutes les matrices de dimension m x m
étant de la forme (3.5). Alors pour tout 2 € Con a

p(1) = det(al—A)
A -1
B A -1
ao ce am_l /l + am
On développe la déterminante par rapport a la premiére colonne. On obtient
A -1 -1
=2 +(-1)"a R
PY) A R G .
ar -+ Am A+ Am A -1

Les deux déterminantes sont des déterminantes de matrices de dimension m. Comme
I’assertion est vraie dans ce cas, on obtient

p(D) = A" +apd™t+---+a1) +ag
= (™ +a ™+ +aid + ag).
i
ProrosiTion 3.9 (Solutions complexes de (3.4)). Soit p le polynome car-

actéristique de la matrice A. Soient 1; € C (1 < j < k) les racines complexes
de p et soient m(4;) leurs multiplicités, c.a.d.

k

p(D) = [ J(2 - ;™.

=1
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Alors les fonctions
el 1<j<k 0<l<m(q)-1,

sont m solutions (complexes) linéairement indéndentes du probléme (3.4). Toute
solution de (3.4) est combinaison linéaire de ces solutions élémentaires.

DemonstrATION. On Vérifie que les fonctions de I’énoncé sont vraiement des so-
lutions de (3.4). En plus, on voit facilement que ces fonctions sont linéairement
indépendentes.

D’autre part, d’aprés la Proposition 3.4, I’espace de toutes les solutions de (3.4)
est un sous-espace de C(R) de dimension m. Ainsi, les fonctions de I’énoncé forment
une base vectorielle de ce sous-espace et toute solution est donc combinaison linéaire
des solutions élémentaires. m|

CoroLraIrRE 3.10 (Solutions réelles de (3.4)). Soit p le polynome caractéristique
de la matrice A. Soient 1; € C (1 < j < kj) les racines réelles de p, et soient
uj = aj+ipjetu; = aj—iB; (1 < j < k) les racines purement complexes de p (on
remarquera que comme la matrice A est réelle, si u est valeur propre de A, alors u
I’est aussi). Soient m(4;) resp. m(u;) les multiplicités de ces racines, c.a.d.

k1 ko
p(a) = 1_[(/l - ﬂj)muj) 1_[((/1 - a'j)2 +ﬁj2)m(llj)_
=1 j=1

Alors les fonctions
tel' 1<j<k,0<l<m@)-1,

et
t' e sin(8;t) und t' e cos(Bjt) 1< j<kp, 0<l<miy)-1,

sont m solutions (réelles) linéairement indéndentes du probleme (3.4). Toute solution
de (3.4) est combinaison linéaire de ces solutions élémentaires.

DemonsTrATION. Dans la Proposition 3.9 on a déja vu m solutions linéairement
indépendentes. Si, dans la Proposition 3.9, A; est une racine réelle, alors les solutions
correspondantes sont déja réelles. Elles se retrouvent dans I’énoncé.

Si,_par contrg 4 =pj=aj+ I8j estune r_aci_n_e purement complexe d_e p (B; #0),
alors y est aussi racine (avec la méme multiplicité!), parce que la matrice A est une
matrice réelle. En remplagant les deux solutionst' e“it et t' e#it par leurs combinaisons
linéaires

1 t| eyjt t| e‘“jt _ t| ajt 1
§( + ) =t e’ cos(B;t)
et
1 |
it | it | it o1
ﬁ(t et —t'eh) =t e sin(Bt)

on trouve finalement m solutions élémentaires a valeurs dans R, linéairement
indépendentes. Toute solution de (3.4) est combinaison linéaire de ces solutions
élémentaires. O
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3. Stabilité et instabilité. Premier théoréme de Liapunov

Dans ce paragraphe nous commencons a étudier le comportement asympto-
tique des solutions et le comportement qualitatif du point d’équilibre 0 de Iéquation
différentielle linéaire du premier ordre

(3.6) X (t) = Ax(t),
ol A € R™,

Sous comportement asymptotique nous comprenons le comportement des solu-
tions lorsque t — oo, en particulier la convergence (exponentielle ou non) vers 0,
la bornitude des solutions ou I’explosion (exponentielle) en temps infini. Ces ques-
tions sont liées a la stabilité, la stabilité asymptotique, la stabilité exponentielle et
I’instabilité du point d’équilibre 0 qui est le point d’équilibre canonique du systéeme
linéaire (3.6).

Dans le cas n = 1 la question du comportement asymptotique des solutions est
trés simple. Les solutions de (3.6) sont de la forme x(t) = e”'xo. On voit donc que si
A > 0, alors toutes solutions (sauf la solution constante 0) explosent en temps infini;
en particulier, elles sont non bornées. On dira dans ce cas que le point d’équilibre
0 est instable. Si A < 0, alors toutes les solutions converges, lorsque t — oo, vers
le point d’équilibre 0; on dira que le point 0 est exponentiellement stable ou, plus
faiblement, asymptotiquement stable. Si A = 0, alors toutes les solutions sont con-
stantes. Toutes les solutions avec donnée initiale dans un voisinage de 0 restent dans
ce voisinage; on dira que 0 est stable.

Dans le cas n > 2, la question du comportement asymptotique des solutions (ou
de la stabilité du point 0) n’est pas aussi simple et plusieurs cas sont possibles. On
verra dans ce paragraphe que le comportement asymptotique des solutions dépend
du spectre de la matrice A.

Afin d’illustrer le comportement asymptotique des solutions de I’équation
différentielle (3.6) on considere d’abord le cas n = 2.

Dans le cas n = 2 on peut dessiner le champs de vecteurs associé a la matrice A.
Ce champs de vecteurs nous montrera les differents comportements possibles, selon
la position des valeurs propres de A. Dans la suite on considére toujours le spectre
de A dans le plan complexe. La matrice A a donc soit deux valeurs propres distincts,
ou une valeur propre qui est racine de mulitiplicité 2 du polynome caractéristique.

1* cas: Les deux valeurs propres de A sont toutes les deux réelles, et soit elles
sont toutes les deux positives, soit elles sont toutes les deux négatives. Exemples:

4 -1 4 -1
w4 ) am=( 2 2
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Les valeurs propres de A; sont 1; = 1 et A, = 3 et les vecteurs propres correspon-

dants sont x; = et Xo = . Toutes les solutions de I’équation différentielle

1 1
3 1
(3.6) explosent exponentiellement a I’infini. On dit que le point d’équilibre O est
instable.

Les valeurs propres de A, sont 1; = —1 et 1, = —3 et les vecteurs propres cor-

respondants sont x; = et X, = . Toutes les solutions de I’équation

1 1
-3 1
différentielle (3.6) convergent (exponentiellement) vers 0. On dit que le point
d’équilibre 0 est asymptotiquement stable ou ici méme exponentiellement stable.

e e e e eI (I I A NN NN s S R NS N SN

Ficure 1. Champs de vecteurs pour les matrices A; et A,

2 ®™ecas: Les valeurs propres de la matrice A sont toutes les deux réelles, une est
strictement positive et I’autre et strictement négative. Exemple:

12
ne(52)
Cette matrice Az a les valeurs propres 1; = —2 et A, = 3, et les vecteurs propres
2 1 . .

correspondants sont x; = _3 et X = 1) Il'y a des solutions qui conver-
gent exponentiellement vers O (notamment celles avec donnée initiale dans I’espace
propre engendré par x;) et il y a des solutions qui explosent exponentiellement a
I’infini (en fait, toutes les autres solutions). On dit que le point d’équilibre O est
hyperbolique (voir le champs de vecteurs!). En particulier, il est instable.
3™ cas: Les deux valeurs propres de A sont complexes conjuguées, c.a.d. A; =

Ao = a+iB. Selonlecas, sia > 0, @ < 0 oua = 0, le point d’équilibre 0 est instable,
asymptotiquement stable ou stable. Exemples:

1 -2 0 1
A4:(1 _1)etA5:(_l _1)

Les valeurs propres de la matrice A4 sont 2; = i et 1, = —i. Toutes les solutions
de I’équation différentielle (3.6) sont périodiques; dans ce cas le point d’équilibre 0
est stable dans le sens qu’il existe deux voisinages bornés U et V de 0 tels que toute
solution avec donnée initiale dans U reste dans V.
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Ficure 2. Champs de vecteurs pour la matrice As

Les valeurs propres de la matrice As sont 2; = -3 + i\/g et = -3 — i\/g.
Comme la partie réelle de A; et A, est négative, toutes les solutions de I’équation
différentielle (3.6) convergent (exponentiellement) vers 0. Le point d’équilibre 0 est
asymptotiquement stable.

f e e a e e e e e A A i T S e R N I Y

Ficure 3. Champs de vecteurs pour les matrices A4 et As

4%m cas: La matrice A n’a qu’une valeur propre réelle, et elle n’est pas diago-
nalisable. Exemple:
11
ne(3 1)

L’unique valeur propre de la matrice Ag est 1; = A, = 1, et A n’est pas di-
agonalisable. Comme la valeur propre est strictement positive, toutes les solutions
de I’équation différentielle (3.6) explosent exponentiellement a I’infini. Le point
d’équilibre 0 est instable.

Essentiellement, les cas considérés ci-dessus sont tous les cas possibles dans
R2. Les exemples ci-dessus servent pour illustration comment le spectre o-(A) (c.a.d.
I’ensemble des valeurs propres de A) permet de caractériser le comportement asymp-
totique des solutions de I’équation différentielle (3.6) et ainsi la stabilité ou instabilité
du point d’équilibre 0.

Notre premier théoréme caractérise dans le cas général la stabilité asymptotique
(ou exponentielle) du point d’équilibre 0.
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Ficure 4. Champs de vecteurs pour la matrice Ag

TutoreME 3.11 (Liapunov?). Soit A € R™". Alors les assertions suivantes sont
équivalentes:

(i) Il existe des constantes M, w > 0, tel que pour tout xo € C"
e Xoll2 < M e [IXoll2,

c.a.d. 0 est exponentiellement stable.
(i) Pour tout xo € C"on a

lim [le%x,|| = O,
t—o0

c.a.d. 0 est asymptotiquement stable.
(iii) Si o(A) est le spectre de A, alors la borne spectrale
S(A) ;= sup Red <0,
Aeo(A)
c.a.d. toutes les valeurs propres ont partie réelle strictement négative.

DemonstrATION. L’implication (i)=(ii) est triviale.

On montre I’implication (ii)=(iii) avec un raisonnement par contraposition,
c.a.d. on montre que si s(A) > 0, alors 0 n’est pas asymptotiqguement stable. En
fait, si s(A) > 0, alors il existe une valeur propre 1 € o(A) telle que Re 2 > 0. Soit
Xo € C" un vecteur propre associé. Alors

t}Akx thAkx

tA 0 0 At Reit

lle™ %ol = I § m | =1l § m | = lle"Xoll = €™ [[Xoll # 0.
k>0 : k>0 ’

On a donc montré que 0 n’est pas asymptotiquement stable.
(iili)=(i). Finalement, on suppose que s(A) < 0. Soit S une matrice inversible
telle que A = S~1JS pour une matrice de Jordan J = diag (J,,, ..., J, ). Alors
le%ollz = 1IS €S Xqll2
< (IS~HIIEVIHIS IHIXoll2.

I suffit donc de montrer que [leV]] < Me~“! pour des constantes M, w > 0 et pour
tout t > 0. Mais e = diag (e, ...,e"), et la formule explicite pour e (voir

2Aleksandr Mikhailovich Liapunov (6.6.1857-3.11.1918)
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page 33) nous montre que pour tout w € (0, —s(A)) il existe une constante M > O tel
que
el < Me™,  t>0.

Ceci montre donc que (i) est une conséquence de (iii). O

DEMONSTRATION ALTERNATIVE POUR L’ IMPLICATION (11)= (1) pu THEOREME 3.11. On
suppose que s(A) < 0 et on suppose en plus que

(AX, X) < —w?|IXII5

pour un w > 0 et tout x € R" (ici (-, -) désigne le produit scalaire dans R"). Cette
condition en plus est en particulier satisfait si A est une matrice symétrique négative.
Soit xg € R", et soit x(t) := e"*xo. Alors pour toutt > 0

SIXOIP = 200, x0)
= 2(Ax(t), x(1))
< —2wlIx@)l5.
Cette inégalité implique
IX()ll2 < e IXoll,  t =0,
ce qui est I’assertion (i). m|

La démonstration du théoréme suivant est un exercice (utiliser de nouveau les
formules explicites pour e'?).

TueoreMme 3.12. Soit A € R™" tel que (au moins) une valeur propre a partie
réelle strictement positive, c.a.d s(A) > 0. Alors le point 0 est instable dans le sens
qu’il existe des solutions non-bornées.

4. Développement en séries entiéres

Dans ce dernier paragraphe sur les équations linéaires on considere I’équation
linéaire non-autonome d’ordre m

(3.7) XM (1) + ama (OX™ V() + - - - + ag(t)x(t) = 0.

On suppose que les coefficients a; sont continue sur I’intervalle (—r, r), et on suppose
méme que toute fonction a; admet en 0 en développement illimité en série entiere
avec rayon de convergence > r, c.a.d.

aj(t) = Z akjtk, te (—r, r).
k=0

Dans ce cas, on a la proposition suivante.

ProrosiTion 3.13. Soit x une solution de I’équation différentielle (3.7). Alors

(o)

X®) = >t te(-rn),

k=0
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la série étant absolument convergente.

On ne va pas démontrer cette proposition mais plutdt I’illustrer dans I’exemple
suivant.

ExempLE 3.14 (Equation d’Airy). On considére I’équation différentielle d’Airy3
(3.8) X" (t) — tx(t) = 0.
On suppose que la solution de cette équation différentielle admet un développement

illimité de la forme N
X(®) = >tk
k=0

la série étant absolument convergente pour [t| < r.
En remplacant la solution x dans (3.8) par cette série entiére on obtient

D k(K =Dt > pdt =0,
k=2 k=0

ou
2mp + Z (es2(k + 2)(k + 1) — g t< = 0.
k=1

Le théoréme d’unicité pour les séries entiéres dit que tous les coefficients dans cette
série sont nécessairement 0. En particulier,

12 = 0.
Sinon, le coefficients ng et i, peuvent étre choisis arbitrairement. Si 7o et n, sont
fixes, alors pour toutk > 1
1
M2 = mﬂk—l-
Ceci implique que pour toutk > 1

1

M3k = m']eﬂ(—s,
3 1

773k+1 - (3k + 1)3krl3k—27

N2 = 0.

Les solutions x de I’équation d’Airy sont alors complétement déterminées des qu’on
connait les conditions initiales x(0) = ng et x’(0) = 7.

3George Biddell Airy (27.7.1801-2.1.1892)






CHAPITRE 4

Stabilite

Dans ce chapitre, on va étudier la stabilité et I’instabilité des points d’équilibre
de I’équation différentielle autonome

4.1 X'(t) = f(x(t)),
ou f : D — R" est une fonction continue sur un domaine D c R"; la fonction f ne
dépend donc pas explicitement de la variable t.

Derntrion 4.1. Un point X € D est appelé point d’équilibre (ou: point station-
naire, solution stationnaire, point critique) de I’équation (4.1) si f(xg) = 0.

Cette définition s’explique par la simple observation que si f(xo) = 0 alors la
fonction constante x(t) = Xo est solution du probléme (4.1).

Dans le chapitre précédent sur les équations différentielles linéaires on a déja
utilisé la notion de point d’équilibre. En fait, le point 0 est toujours point d’équilibre
de I’équation linéaire x’(t) = Ax(t), et si le noyau de A est reduit a {0} (c.a.d. si A est
inversible), alors 0 est le seul point d’équilibre pour cette équation.

DerNiTION 4.2. S0it X un point d’équilibre de I’équation (4.1).

(@) On dit que xg est (positivement) stable si pour tout voisinage U c D de Xq
il existe un voisinage V c D tel que toute solution x de (4.1) de donnée
initiale x(0) € V existe globalement pour toutt > 0 et x(t) € U pour tout
t>0.

(b) On dit que xo est asymptotiquement stable s’il existe un voisinage U c D
de xo tel que toute solution x de (4.1) de donnée initiale x(0) € U existe
globalement pour tout t > 0 et lim_,, X(t) = Xo.

(c) On dit que Xxp est exponentiellement stable s’il existe un voisinage U c
D de xo et des constantes M, w > 0 tel que toute solution x de (4.1) de
donnée initiale x(0) € U existe globalement pour tout t > 0 et ||x(t) — Xol| <
M e=!|1x(0) — Xoll-

(d) On dit que xg est (positivement) instable si xo n’est pas (positivement) sta-
ble.

Dans la suite on va tout simplement dire qu’un point d’équilibre est stable s’il
est positivement stable. En fait, un point d’équilibre est négativement stable s’il est
positivement stable pour I’équation x’(t) = —f(x(t)), ce qui revient a un remplace-
ment du temps t par —t. Dans la suite, on ne va considérer que des solutions globales
définies pour tout t > 0 et on ne s’intéresse pas explicitement aux temps négatives.

43



44 4. STABILITE

LemMme 4.3. Soit X un point d’équilibre de I’équation (4.1). Alors les implica-
tions suivantes sont vraies:

Xo est stable

U

Xo est asymptotiquement stable
U

Xo est exponentiellement stable .

On rappelle du premier théoréme de Liapunov (Téoréeme 3.11) que dans le
cas linéaire, stabilité asymptotique et stabilité exponentielle sont des propriétés
équivalentes. Cette équivalence n’est plus vraie dans le cas général.

Stabilité exponentielle pour I’équation linéaire x’(t) = Ax(t) est caractérisée par
la propriété que s(A) < 0, s(A) étant la borne spectrale. Si s(A) > 0, alors le point 0
est instable. On note ici que si s(A) = 0, alors on ne peut rien dire sur la stabilité ou
instabilité du point d’équilibre 0.

1. Stabilité linéarisée. Deuxiéme théoréme de Liapunov

Le théoreme suivant est une conséquence du premier théoréme de Liapunov
(et du lemme de Gronwall). Il donne une condition suffisante pour qu’un point
d’équilibre est exponentiellement stable.

TueoreME 4.4 (Lyapunov). Soit Xg € D un point d’équilibre de I’équation (4.1).
On suppose que la fonction f est de classe C* dans un voisinage de x et on suppose
que les valeurs propres de la dérivée f’(xo) € R™" ont toutes une partie réelle
strictement négative.

Alors xg est exponentiellement stable.

DemonstrATION. ENn remplagant la fonction f par la fonction translatée f(-—x,) et
en remplagant la solution x par X — Xo Nous pouvons sans perte de généralité supposer
que xo = 0.

Soit A := f’(0) € R™". Par définition de la dérivée (ou par le théoréme de
Taylor)

f(x) f(0) + f'(0)x + r(x)

Ax+r(x), xeD,

ou le reste r est sous-linéaire dans le sens que limjy,—o “ﬁfq’l‘l” = 0. L’équation (4.1)
devient donc I’équation différentielle

X'(t) = Ax(t) + r(x(t)).

Par I’hypothése sur A et par le premier théoréeme de Liapunov (Théoréme 3.11)
le point O est un point d’équilibre exponentiellement stable pour I’équation linéaire
X'(t) = AX(t), c.a.d. il existe des constantes M, w > 0 tels que pour tout x; € R"

A _
le®Xall2 < Me™Y|xq]l, t>0.

On choisit 6 > 0 tel que [[r(x)ll2 < 5% IIXIl> pour tout x € R", [|X][> < 6. Un tel § existe
par la sous-linéarité de la fonction r.
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Soit x; € R" tel que ||X4]]2 < ﬁ et soit x : [0,T] — R" une solution locale de
I’équation (4.1) pour la donnée initiale x(0) = x;. On choisit I’intervalle [0, T] tel
que ||x(t)|| < & pour tout t € [0, T].

Le Théoreme 3.7 implique que

t
x(t) = ex, + f et9%(x(s)) ds, te[0,T].
0

Ainsi, par I’inégalité du triangle

t
—W —w(t-5) ¥
Iz < Mol + [ Mer9 2 (sl ds

0

ou
tw
e”|Ix(D)ll2 < MIIxylz + f EEMSIIX(S)IIz ds.
0
Le lemme de Gronwall (Lemme 2.6) implique que
elIx(®)llz < Me#|ixall, te[0,T].

Par le choix de x,, cette inégalité implique premiérement [Ix(t)ll < % pour tout
t € [0,T] et donc la solution x ne peut pas quitter la boule B(0,5). Ceci im-
plique deuxiemement que la solution maximale associée est une solution globale
(elle existe pour tout t > 0). Finalement, I’estimation ci-dessus implique alors que
IX(H)Il < Me™%||x4]| pour tout t > 0, et comme ceci est vrai pour tout x, dans un petit
voisinage de 0, le point O est exponentiellement stable. |

On peut aussi démontrer le théoréme suivant qui correspond au Théoréme 3.12
dans le cas linéaire.

TueoreME 4.5. Soit Xo € D un point d’équilibre de I’équation (4.1). On suppose
que la fonction f est de classe C! dans un voisinage de X, et on suppose que la
dérivée f’(xo) € R™" a (au moins) une valeur propre avec partie réelle strictement
positive.

Alors xg est instable.

On note ici que comme dans le cas linéaire, si toutes les valeurs propres de
/(o) ont partie réelle strictement négative ou nulle (1), alors on ne peut rien dire sur
la stabilité ou instabilité du point d’équilibre Xo.

2. Fonctions de Liapunov

On considére toujours I’équation différentielle autonome (4.1) ou f : D —» R"
est maintenant une fonction de classe C* (pour simplicité) sur un ouvert D c R".

DermniTion 4.6 (Fonction de Liapunov). (@ Une fonction V. : D —» R
s’appelle fonction de Liapunov (au sens large) pour I’équation (4.1) si V
est de classe C! et

V(x) 1= (V'(x), f(x)) <0 pour tout x € D.
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(b) Une fonction V : D — R s’appelle fonction de Liapunov stricte pour
I’équation (4.1) si V est fonction de Liapunov au sens large et si pour tout
xeDona

V) =0 = f(x)=0.

Une fonction de Liapunov est caractérisée par la propriété importante suivante.

LemMmE 4.7. (@) Une fonction V : D — R de classe C* est fonction de Li-
apunov au sens large pour I’équation (4.1) si et seulement si pour toute
solution x de (4.1) la composée V(x) est décroissante.

(b) SiV : D — R estune fonction de Liapunov au sens stricte pour I’équation
(4.1) alors si la composée V(x) est constante pour une solution x de (4.1),
alors la solution x est constante.

DimonsTRATION. (2) Soit x une solution de (4.1). Alors

(4.2) %V(X(t)) VI (x(1), X' (1))

V7 (x(1), f(x(1)))
V(x(t)) < 0.

Donc, V(X) est décroissante.

L’inverse se démontre de la méme facon, en utilisant (4.2).

(b) Soit V une fonction de Liapunov stricte. Alors elle est fonction de Liapunov,
et si pour une solution x de (4.1) la composée V (x) est constante, alors, d’apres (4.2),
V(x(t)) = 0 pour tout t. Ceci implique que f(x(t)) = 0 pour tout t, et puis x’(t) = 0.
Donc, x est constante. m|

ExempLEs 4.8. (a) SysTEMES GRADIENTS: S0it F : D — R de classe C2 sur I’ouvert
D c R". Alors V = F est fonction de Liapunov stricte pour le systéme gradient

X'(t) + VF(x(t)) = 0,

ou VF est le gradient de F. En effet, si x : | — R" est solution de cette équation
différentielle, alors

F(x(®)

d
—F(x(t
S F(x(®)
= (VF(x(1), X' (1))
= -lIx@l; < 0,
c.a.d. lafonctiont — F(x(t)) est décroissante, et elle est constante si et seulement si
X est constante.
(b) SysteEmEs HamILTONIENS: SOit H : D — R, H = H(X, p) une fonction de classe
C2 sur I'ouvert D ¢ R" x R". Alors H est fonction de Liapunov pour le systéme
hamiltonien
X'(t)
p'(t)

VpH(X(1). p(t)),
=V H(x(1). p(t)).
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En effet, si (x, p) : | = R" x R" est solution de cette équation différentielle, alors

(VH((1), p(1). (X' (0), P’ ()))gnscen

= (VRH(X(D). ). X (©)en + (VoH((O. PEO). P'(D)),.
= —(p'(1), X' ()= + (X' (1), P'())n
= 0,

d
SHX(), p(©)

c.a.d. lafonctiont — H(x(t), p(t)) est constante.
(c) PexpuLE MATHEMATIQUE: Pour a > 0 on considere I’équation différentielle du
pendule mathématique

X" (t) + ax'(t) + x(t) = 0.
Cette équation diftérentielle est équivalente au probleme
[ 01
u'(t) = ( 1 g )u(t).
La fonction V : R? — R définie par
1 1
V (U, ug) := §||Uo||g + §||u1||§

est fonction de Liapunov pour ce systéeme. En effet, si x : | — R est solution de
I’équation du pendule mathématique, alors

d ’
SV, X @)

(X(1), X'(t)) + (X' (1), X" (1))
—allX ()13 < 0.

(d) SYSTEME GRADIENT DU SECOND ORDRE: SOit F comme dans I’exemple (a) et soit
a > 0. On considere I’équation différentielle

X"(t) + ax'(t) + VF(x(t)) = 0.

Si x: | — R"est solution de ce probléme, alors
d 1
G GIXOIZ + F(©) = —elx Q1 <0,

c.a.d. la fonction V(up, uy) := %Hulllg + F(uy) est une fonction de Liapunov.

Dermnition 4.9 (Ensemble w-limite). Soit x : R, — R" une solution globale,
bornée (c.a.d. sup ||x(t)|| < o) de I’équation diftérentielle (4.1). On appelle

w(xX) :={zeD:3(t) / o tg. x(tj)) = z(] = o)}
I’ensemble w-limite de x.

L’ensemble w-limite est I’ensemble des points d’accumulation de la solution X,
lorsque t — oo. Une autre description de w(X) est donnée dans le lemme suivant.
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Lemme 4.10. Soit x : R, — R" une solution globale, bornée. Alors

w(X) = ﬂ {x(s) : s >1t}.

>0
DemonsTRrATION. SOit Z € w(x). Alors, par définition, il existe une suite (tj) ' co
tel que limj_. X(tj) = z. Comme la suite (t;) est non-bornée, z € {X(s) : s>t}
quelque soitt > 0. Donc, z € (Mo {X(S) : s > t}.
Inversement, soit z € (Mo {X(S) : s>t} Alors z € {x(s): s >t} quelque soit
t > 0. Ceci implique que pour tout j € N il existe t; > j tel que [|x(t;) —z|l < 1/].
Pour la suite (t;) oo ainsi obtenu on a limj_,. X(t;) = z. Donc, z € w(X). O

LemMme 4.11. Soit x : R, — R" une solution globale, bornée. Alors:

(i) L’ensemble w-limite w(x) est non-vide, compact et connexe.

(i) Sizg € w(x) et si z est la solution maximale de (4.1) pour la donnée initiale
z(0) = zo, alors z est solution globale, bornée et z(t) € w(x), c.a.d. w(x) est
invariant par I’équation différentielle.

(iii) On a lim_,, dist (x(t), w(x)) = 0.

(iv) On a w(x) = {z} (c.a.d. I’ensemble w-limite est reduit a un point) si et

seulement si lim;_,., X(t) = z.

DemonstrATION. (1) Comme la solution x est bornée, les ensembles
{x(s) : s >t}

sont non-vides, compacts, connexes (cette propriété vient de la continuité de x), et
décroissant en t. C’est un exercice de démontrer qu’alors w(x) est aussi non-vide,
compact et connexe.

(i) Soit zg € w(X), et soit z la solution maximale de (4.1) pour cette donnée
initiale. Soitt € R,. Par définition, il existe une suite (ty)new ~ o0, telle que

lim x(t,) = zo.
n—oo

Par la sensibilité par rapport aux données initiales, et comme x est bornée, on obtient
alors

lim x(t + tp) = z(t).

N—oo

En particulier, z est solution globale et bornée. En plus, par la définition de w(x),
Z(t) € w(x).
(iii) Par le théoréme de Bolzano, pour toute suite (t,)nen * oo il existe une sous-
suite (tn ke telle que
I!l_[g X(th) = Z € w(X).

En particulier, pour cette sous-suite,
I!im dist x(t,,), w(x)) = 0.
Comme (t,,) était arbitraire, on obtient I’assertion.

L assertion (iv) est une conséquence directe de (iii) et de la définition de w(x).
i
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TukoreME 4.12 (Principe d’invariance de La Salle'). Soit V une fonction de
Liapunov pour I’équation différentielle (4.1), et soit x : R, — R" une solution
globale, bornée (c.a.d. sup|x(t)]] < oo) de cette équation différentielle telle que
{x(t) : t > 0} c D. Alors:

(i) La limite lim_,, V(X(t)) =: V, existe.
(if) La fonction V est constante = V., sur w(X).

(iii) Si V est fonction de Liapunov stricte, alors tout élément z € w(x) est point

d’équilibre.

DemonsTrATION. (i) L’image {x(t) : t > 0} de la solution est bornée par hypothése.
Son adhérence est donc compact, et par hypothése inclus dans D. Comme V est
continue sur D, la fonction t — V(x(t)) est bornée. Mais comme V est fonction de
Liapunov, cette fonction est aussi décroissante. Donc, lim;_,., V(x(t)) existe.

(i) Soit z € w(Xo) arbitraire. Alors il existe (ty)nen oo tel que lim,_,. X(t,) = z.
La continuité de V implique

V(@) = lim V(x(t)) = Ve

(iii) On suppose en plus que V est fonction de Liapunov stricte. Si z est solution
de I’équation différentielle (4.1) telle que z(0) € w(x), alors la fonction t — V(z(t))
est constante d’aprés (ii) et le lemme 4.11. Par la caractérisation d’une fonction
de Liapunov stricte, la solution z est ainsi constante et donc z(0) € w(X) est point
d’équilibre. |

Dans la suite, on suppose que f : D — R" est définie dans un voisinage de 0 et
que 0 est point d’équilibre. En fait, on peut toujours se ramener a cette situation.

Afin d’appliquer le principe d’invariance de La Salle & I’étude de la stabilité
(asymptotique) du point d’équilibre 0, on fait la définition suivante.

DerntTion 4.13. On dit qu’une fonction V : D — R est définie positive (en 0) et
on note V > 0 s’il existe § > 0 tel que pour tout x € D, ||X|| < 6,

V(x) > 0etsi
V(X)=0 = x=0.

On dit qu’une fonction V : D — R est définie négative (en 0) et on note V < 0 si -V
est définie positive.

ExempLe 4.14. Les fonctions V(X1, Xp) = X2 + X3 et V(Xg, X2) = X7 + X3 sont
définies positives.

~ Remarque 4.15. Si V : R" — R est telle que V : R" - R est définie négative
(V < 0), alors V est fonction de Liapunov stricte dans un voisinage de 0. Si on a
seulement V < 0 (dans un voisinage de 0), alors V est fonction de Liapunov.

TuEorEME 4.16. SoitV : D — R de classe C* et définie positive.

lLasalle()
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(i) Si V < 0 (c.a.d. siV est une fonction de Liapunov), alors le point 0 est
stable.

(ii) SienplusV < 0 (c.a.d. si V est définie négative), alors 0 est asymptotique-
ment stable.

DemonstrATION. (i) Par hypothese, V est définie positive et une fonction de Li-
apunov au sens large. Soit 6 comme dans la Définition 4.13. On suppose que & est
assez petit tel que la boule fermé B(0, 6) est inclus dans D. Par continuité de V,

m = inf{V(x) : ||x|| = 6} > 0.
Soit 0 < ¢ < m. On pose
Uc:i={xeR": x| <d5etV(X) <c}

Alors U, est un voisinage compact de 0. Soit x; € U, et soit x la solution maximale
de (4.1) pour la donnée initiale x(0) = x;. Comme V est une fonction de Liapunov,
V(x) est décroissante, et donc, par définition de U, et de m, la solution maximale
reste dans U, pour tout t de I’intervalle d’existence. L’ensemble U, étant compact,
la solution x ne peut donc pas exploser en temps fini. Par conséquent, elle est globale,
et comme elle reste dans Uy, elle est aussi bornée.

Pour montrer que O est stable, soit U un voisinage de 0. Alors, comme V est
définie positive et continue, il existe ¢ > 0 tel que U, c U. On vient de démontrer
que pour toute donnée initiale x; € U, la solution maximale correspondante est
globale et reste dans U.. A fortiori, elle reste dans U. Donc, 0 est stable.

(i) Soient 5 > 0 et m > 0 comme ci-dessus. En choisissant ¢ assez petit, et par
hypothese, on a V(x) < 0 pour tout x € B(0,6) (c.a.d. V est fonction de Liapunov)
et V est stricte dans B(0, 6). L’hypothése que V soit définie négative implique méme
que 0 est le seul point d’équilibre dans B(0, 6).

On fixe 0 < ¢ < m et on définit U, comme ci-dessus. On a vu que pour X; € U
la solution maximale de (4.1) pour la donnée initiale x(0) = x; est globale et reste
dans U, c B(0,5). Comme V est fonction de Liapunov stricte, et par le principe
d’invariance de La Salle (Théoréme 4.12), tout élément de w(x) c B(0, ) est un
point d’équilibre. Comme 0 est le seul point d’équilibre dans B(0, §), on obtient
donc w(x) = {0}. Ceci implique que lim¢_,, x(t) = 0 (Lemme 4.11). Ainsi, le point 0
est asymptotiquement stable. |
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