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Kapitel 1
Beispiele gewohnlicher Differentialgleichungen

1.1 Was ist eine gewohnliche Differentialgleichung?

Seienn, m > 1, D C Rt eine offene Menge und f : D — R" eine stetige Funktion.

Eine (explizite) gewohnliche Differentialgleichung der Ordnung m ist eine
Gleichung der Form

M) = £(t,x(), X 1), .. x™ V@) (ted). (1.1)

Hier ist I/ C R ein Intervall und x : I — R" eine m-mal differenzierbare Funktion.
Diese Funktion x ist die Unbekannte in dieser Gleichung. Die Differentialgleichung
(1.1) zu 16sen heifit, eine m-mal differenzierbare, auf einem Intervall 7 C R
definierte Funktion x zu finden, so daf} die Gleichung (1.1) fiir alle 7 € [ erfiillt ist.
Im Prinzip ist auch das Intervall / unbekannt bzw. nicht vorgegeben.

Bemerkung. Eine implizite gewohnliche Differentialgleichung ist eine Gleichung der Form
Fx(t),X (), D (0) X (1) =0 (1 €1).

Hier steht die Ableitung mit der hochsten Ordnung nicht getrennt auf einer Seite der Gleichung.
Diese Differentialgleichung ist allgemeiner als die explizite Differentialgleichung (1.1). Wir

werden sie aber in dieser Vorlesung nicht betrachten.

Wenn n = 1, dann nennen wir die Differentialgleichung (1.1) eine skalare
Differentialgleichung. Wenn n > 2, dann ist die Funktion x eine vektorwertige
Funktion, x = (x1,...,x,) und f = (f1,...,fn), und die Differentialgleichung (1.1)
ist ein System von n skalaren, gekoppelten Differentialgleichungen. Anstatt der
Differentialgleichung (1.1) in R” kdnnte man also auch ein System von n skalaren,
gekoppelten Differentialgleichungen schreiben, etwa
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@) = AEx (), (), X (), (1), @), (1),
/ (m—1
1 ce Xy

@),V @),

() = fult,x1 (6), - (), X5 (0) s (0), " (), D (1),

Manchmal werden wir diese Schreibweise verwenden, obwohl die Differentialglei-
chung der Form (1.1) vielleicht einfacher aussieht.

Oft wird eine Differentialgleichung durch Anfangsbedingungen (oder Randbe-
dingungen) ergénzt, zum Beispiel

M) = £(t,x(), X @), ... x™ V@) (e,
¥ (1) = x1, (1.2)

x(’”fl)(to) = Xm—1-

Hier ist 7y € I eine gegebene “Anfangszeit” und xp, xi, ..., Xp—1 € R" sind
gegebene Anfangswerte. Das Problem (1.2) heiflt auch Anfangswertproblem oder
Cauchyproblem.

Beispiel 1.1 (Exponentielles Wachstum). Sei = [0, T] ein Intervall (Modell eines
Zeitintervalls). Fiir jeden Zeitpunkt 7 € I misst man die Anzahl x(z) der Individuen
einer Population, wobei ‘“Population” sehr allgemein zu verstehen ist, zum Beispiel
eine Population von Zellen oder Bakterien, eine ‘“Population” von radioaktiven
Atomen oder ein Kapital.

Wir wollen annehmen (!), daf3 sich die Individuen vermehren oder absterben,
und dal} die Zuwachsrate unabhingig vom Zeitpunkt ¢ € I und dall der Zuwachs
proportional zur Anzahl der Individuen zum Zeitpunkt ¢ ist. Die Zuwachsrate
ist negativ, wenn Individuen absterben (radioaktive Atome zerfallen). Der in-
finitesimale Zuwachs der Anzahl der Individuen ist gegeben durch die Ableitung
X'(t), er ist proportional zur Anzahl der Individuen x(¢), und die Proportion-
alitdtskonstante (Zuwachsrate) ist zeitunabhingig. Wir erhalten unter diesen An-
nahmen die Differentialgleichung

X (t)=a-x(t).

Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung. Wir wollen weiter
annehmen, daf die Anzahl der Individuen zu einem gegebenen Zeitpunkt 7y € 1
bekannt ist:

x(t9) = xo.

Wir erhalten dann ein Anfangswertproblem.
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Beispiel 1.2. Wir betrachten dieselbe Situation wie im Beispiel 1.1, aber wir
nehmen jetzt an, da} die Proportionalititskonstante (Zuwachsrate) von der Zeit
abhingen darf (zum Beispiel teilen sich Zellen am Tag héufiger als wéhrend der
Nacht). Wir erhalten dann die Differentialgleichung

welche noch mit einer Anfangsbedingung ergénzt werden kann.

Beispiel 1.3 (Das Pendel). Eine in einem Massenpunkt M konzentrierte Masse m
hingt an einem masselosen, festen Stab der Linge . Sei ¢(¢) der Winkel zwis-
chen dem Pendel (dem Stab) und der Vertikalen zum Zeitpunkt ¢, und sei g die
Gravitationskonstante. Dann erfiillt die Funktion ¢ die Differentialgleichung des
physikalischen Pendels:

m-1-@"(t) = —mg-sin@(t).

Fiir kleine Auslenkungen ¢ kann man den Term sin ¢ durch ¢ ersetzen (erster Term
der Taylorentwicklung der Sinusfunktion um den Gleichgewichtspunkt 0). Dann
erhilt man die Differentialgleichung des mathematischen Pendels:

19" (1) = —go(1).

Beide Differentialgleichungen sind gewohnliche Differentialgleichungen zweiter
Ordnung. Sie sind eventuell durch die Anfangsbedingungen @(fo) = ¢p (An-
fangsauslenkung) und ¢’ (¢9) = @ (Anfangsgeschwindigkeit) zu ergénzen.

Beispiel 1.4 (Johann Bernoulli', 1696). Gegeben seien zwei Punkte A und B in
einer vertikalen Ebene. Im Brachystochronenproblem sucht man unter all den Kur-
ven, welche die Punkte A und B verbinden, diejenige optimale Kurve, so daf3 die
Zeit, die ein Massepunkt der Masse m braucht, um sich nur unter dem Einfluf} der
Gravitation entlang der Kurve von A nach B zu bewegen, minimal wird. Die Kurve
ist der Graph einer reellwertigen Funktion x. Johann Bernoulli hat gezeigt, dafl die
Brachystochrone Losung der gewohnlichen Differentialgleichung

sein muf}. Die Losung dieses Problems war gleichzeitig Geburtsstunde der Varia-
tionsrechnung (hier: Optimierung einer reellwertigen Funktion, die auf einer Menge
von Kurven definiert ist).

Einige typische Fragestellungen aus der Theorie der gewdhnlichen
Differentialgleichungen sind:

» Existenz und Eindeutigkeit von Losungen?

1 Johann Bernoulli (27.7.1667-1.1.1748)
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o Stabilitit: hdngen die Losungen stetig von den Daten (Funktion f und An-
fangswert) ab?

» Explizite Berechnung von Losungen?

e Numerische Berechnung von Lésungen?

* Qualitatives Verhalten von Losungen: Langzeitverhalten von Losungen, “blow
up”, Existenz von Gleichgewichtspunkten, Existenz von periodischen Losungen,
Stabilitét und Instabilitédt von Gleichgewichtslosungen, Chaos, ...?7

¢ Modellierung?

Im folgenden sei immer D C R!*” eine offene Menge und f : D — R" eine stetige
Funktion. Die Differentialgleichung erster Ordnung ist dann die Gleichung
X (1) = f(t,x(1)). (1.3)
Sie wird oft durch die Anfangsbedingung
x(to) = xo0 (1.4)
ergénzt, wobei (f,xp) € D.

Definition 1.5 (Losung). Eine Losung der Differentialgleichung (1.3) (bzw. des
Anfangswertproblems (1.3)—(1.4)) ist eine stetig differenzierbare Funktion x : [ —
R", die auf einem Intervall / C R definiert ist, welches 7y enthélt, und so dal} die
Differentialgleichung (1.3) fiir alle ¢ € I erfiillt ist (bzw. die Differentialgleichung
(1.3) fiir alle t € I und die Anfangsbedingung (1.4) erfiillt sind).

1.2 Lineare, skalare Differentialgleichungen erster Ordnung

Seien I C R ein Intervall, g € I, xo € Rund a : I — R eine stetige Funktion. Wir be-
trachten zuerst die lineare, homogene, skalare Differentialgleichung erster Ord-
nung:

(1.5)
x(lo) = X0.
Proposition 1.6. Das Anfangswertproblem (1.5) besitzt eine auf dem ganzen Inter-
vall I definierte, eindeutige Losung. Diese ist gegeben durch

x(t) = O Sy (e,

Beweis. Existenz. Man priift leicht nach, daf3 die in der Aussage gegebene Funktion
tatsdchlich eine Losung des Anfangswertproblems (1.5) ist.
Eindeutigkeit. Sei z eine weitere Losung des Anfangswertproblems (1.5). Setze

't
v(t) i= e Y0 % (r). Dann gilt, weil z eine Losung ist,
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ot ot
V(1) = —a(t)e 0O (1) e h 7 )
=0.

Also ist v konstant (zur Erinnerung: dies ist eine Folgerung aus dem Mittelwertsatz).
Nach Definition von v und weil z eine Losung von (1.5) ist,

v(to) = z(to) = xo-

Also ist v(¢) = xp fiir alle ¢ € I. Wieder aus der Definition von v folgt

)= O S —x(t) (e,

d. h.z=ux

Seien I, tg, xo und a wie oben, und sei des Weiteren g : I — R eine stetige Funk-
tion. Wir betrachten die lineare, inhomogene, skalare Differentialgleichung er-
ster Ordnung:

X(1) = a(t)x(t) + (1),

x(lo) = X0.

(1.6)

Proposition 1.7. Das Anfangswertproblem (1.6) besitzt eine auf dem ganzen Inter-
vall I definierte, eindeutige Losung. Diese ist gegeben durch

t
x(r) = el ) o+ [ el re(syds (tel).
1o
Beweis. Existenz. Man priift leicht nach, daf} die in der Aussage gegebene Funktion
tatséchlich eine Losung des Anfangswertproblems (1.6) ist.

Eindeutigkeit. Seien x| und x, zwei Losungen des Anfangswertproblems (1.6).
Dann ist die Differenz x(¢) := x; (t) — x2(¢) eine Losung der linearen, homogenen
Differentialgleichung (1.5) mit Anfangswert x(fo) = 0. Nach Satz 1.6 ist x = 0 die
eindeutige Losung dieses Problems. Also ist x; = x3.

1.3 Skalare Differentialgleichungen erster Ordnung mit
getrennten Verinderlichen

Wir betrachten die skalare Differentialgleichungen erster Ordnung mit getren-
nten Veriinderlichen:

(1.7)
x(ty) = xo.

Hiersinda:I — Rund f: D — R (I C R ein Intervall, D C R offen) zwei stetige
Funktionen.
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Wir wollen zuerst einmal annehmen, dall x : I — R eine Losung dieser
Differentialgleichung ist. Wir nehmen des Weiteren an, daB f(x(¢)) £ O fiirallet € I.
Letztere Bedingung ist insbesondere aus Stetigkeitsgriinden in einer Umgebung von
1y erfiillt (d. h. wenn [ hinreichend klein gewihlt ist), wenn f(xo) # 0. Unter diesen
Bedingungen sind folgende Umformungen erlaubt, die uns gleichzeitig eine Meth-
ode beschreiben, wie Losungen der Differentialgleichung (1.7) berechnet werden
konnen. Zuerst teilen wir beide Seiten der Differentialgleichung durch f(x(¢)):

x'(t)
fx())
Sodann integrieren wir diese Gleichung von #( bis 7:
tX(s) 1
——ds= / a(s) ds,
w0 f(x(s)) fo

Die Substitutionsregel (mit der Substitution v := x(s)) ergibt:

/XX(I) ﬁ dv= /tta(s) ds.

Sei F eine Stammfunktion von 1 auf dem Intervall [xo,x(¢)]. Eine solche Stamm-
funktion existiert nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, weil
f stetig und nicht 0 auf diesem Intervall ist. Da f ein Vorzeichen hat, ist F' streng
monoton, und somit besitzt F' eine Umkehrfunktion. Es ist

=a(t) firallet € I.

F(x(t)) = F(xo)+ ta(s) ds

fo

und somit

x(t) = F~\(F(xo) —|—/t0ta(s) ds).

Dies ist eine explizite Formel fiir die Losung x von (1.7); wenn sie, wie angenom-
men, existiert, dann ist sie durch diese Formel gegeben, und somit besitzt die
Differentialgleichung mit getrennten Verdnderlichen (lokal) hochstens eine Losung,
wenn f(xg) # 0. Umgekehrt bieten die obigen Schritte einen Algorithmus zur
Berechnung einer Losung, oder einfacher: die obige Formel liefert eine Losung von
(1.7), wie man einfach nachrechnet.

Proposition 1.8 (Lokale Existenz und Eindeutigkeit). Sei xo € R, so daf f(xo) #
0. Dann besitzt das Anfangswertproblem (1.7) eine Losung x auf einer Interval-
lumgebung Iy von tg. Die Losung ist gegeben durch die Gleichung

/tota(s) ds = /x:(t) ﬁ dv (t€l).
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Sind x1 und x, zwei Losungen des Anfangswertproblems (1.7), dann stimmen sie auf
einer Intervallumgebung von ty tiberein.

. . . . /_ at+bx+c
1.4 Die Differentialgleichung x' = f (m)
Wir betrachten zwei Spezialfille dieser Differentialgleichung.
Zuerst betrachten wir die Differentialgleichung

X(1) = (),

x(to) = X0-

(1.8)

Sei x : Iy — R eine Losung dieser Differentialgleichung. Wir substituieren z(z) :=
x(t)

t

. Dann gilt

und (1)
x(fy
Z(t()) = s
fo
d. h. z ist eine Losung einer Differentialgleichung mit getrennten Verédnderlichen.
Ist umgekehrt z eine Losung der Differentialgleichung

(1) = (f(z(r)) = 2(1)),

Z(t()) = )1%)7

dann ist x(¢) := rz(¢) eine Losung der Differentialgleichung (1.8). Die Substitution
Z(t) = x(t—') transformiert also die Differentialgleichung (1.8) in eine Differentialglei-
chung mit getrennten Verdnderlichen (1.7), fiir die wir ein Losungsverfahren
kennen, wenn der Anfangswert keine Nullstelle von f ist. In diesem Fall haben wir
also Existenz, Eindeutigkeit und eine Losungsformel fiir die Differentialgleichung

(1.8).
Als néchstes betrachten wir die Differentialgleichung

X (1) = f(ar +bx(t) +c),
(1.9)
x([()) = XQ.



8 1 Beispiele gewohnlicher Differentialgleichungen

Sei x : Iy — R eine Losung dieser Differentialgleichung. Wir substituieren z(z) :=
at + bx(t) + c¢. Dann gilt

Z(t)=a+bX ()
=a+bf(z(t))

und
z(ty) = ato + bxp +c,

d. h. auch in diesem Fall ist z eine Losung einer Differentialgleichung mit getrennten
Veridnderlichen. Ist umgekehrt z eine Losung der Differentialgleichung

Z(t) =a+bf(z(t)),
z(to) = ato + bxo +c,

dann ist x(¢) := z(')fb‘”*c eine Losung der Differentialgleichung (1.9).

Die allgemeine Differentialgleichung x’ = f (%) wird in [Heuser (1989),
Abschnitt 9] behandelt.

1.5 Vektorfelder

Fiir zwei Spezialfille gewohnlicher Differentialgleichungen kann man das qualita-
tive Verhalten von Losungen — Existenz und Eindeutigkeit vorausgesetzt — ganz gut
mittels sogenannter Vektorfelder erkennen.

Skalare Differentialgleichungen erster Ordnung. Im ersten Fall sei D C R?
ein Gebiet und f : D — R eine stetige Funktion. Wir betrachten die Differentialglei-
chung

X (t) = f(t,x(1)),

)C(t()) = X,

(1.10)

wobei (I(),)C()) eD.

Sei x : Iy — R eine Losung dieser Differentialgleichung. Man betrachte den
Graphen dieser Losung in einem kartesischen Koordinatensystem mit den Koor-
dinaten ¢ un x. Dann besagt die Differentialgleichung (1.10), daf3 die Steigung der
Tangente an den Graphen von x im Punkt (¢,x(7)) genau mit dem Funktionswert
f(t,x(¢)) iibereinstimmt. Die Tangente im Punkt (¢,x(¢)) zeigt also in Richtung
des Vektors (1, f(z,x)) (oder auch in Richtung (c,cf(z,x)) fiir eine feste Konstante
¢ > 0). Wir tragen also in jedem Punkt (z,x) des Koordinatensystems den Vektor
(1, f(t,x)) an. Das Vektorfeld, welches wir somit erhalten, gibt uns damit eine Idee,
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wie die Graphen von Losungen der Differentialgleichung (1.10) aussehen miissen.

Beispiel 1.9. Betrachten wir zum Beispiel die Differentialgleichung

x’(t) _ _sint

1+x(t)?
x(0) = xo,
Fiir diese Differentialgleichung erhalten wir das folgende Vektorfeld. Die Graphen
der Losungen zu den Anfangswerten xop = —0.2 und x9 = 1.2 sind ebenfalls
eingezeichnet.

3> - v v _ T T _FT ¥ ¥ B b T T T
> > v T Vv v T % & > s p s AT
—qe—r v % T ¥ T ¥ T T s T T T T T
254 v v v _w_® ¥ v v v b b e T~
B B I e i G e G S A e e T N
R B e e e e G e e T S VG N
2. o o v v v v v vy e i~~~

y(t) 1{?49'49%/?7/"/”/?/V/V/V/Vr/?—é‘$\s\s\g\\\&
e 5 - = P B B G B . ey S U U N
e 7 v 7 7 v _m _m e e e i a e e S

lo o> = < % 7 7 _F_T_27% o 5 m™ Sa Ne Ne Ne

oo o v % X N NI T e e~ D N

R Rl ol G e S A N

05te—=o v = 7 2 A A A 7 v e e i~ N N N\

oo A T T N N

\
N
\
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o= Y 3 =5 X)

R IR A A A A A NI
R A A A e N N VN

AR
AR
N
N
NIV

051

Fig. 1.1 Vektorfeld fiir x’ = {1

Autonome Differentialgleichungen erster Ordnung in R?. Im zweiten Fall sei
D C R? eine offene Menge und f : D — R? eine stetige Funktion. Wir betrachten die
autonome (d. h. die Funktion f hingt nicht explizit von der Zeit ab) Differentialglei-

chung
X () = f(x(1)),

x(l‘o) = X0,

(1.11)

wobei xy € D.
Sei x : Iy — R? eine Losung dieser Differentialgleichung. Man betrachte das

Bild dieser Losung in R? (eine Losung einer Differentialgleichung kann auch als
Parametrisierung einer Kurve aufgefait werden, und hier betrachten wir das Bild
dieser Kurve). Dann besagt die Differentialgleichung (1.11), dal die Tangente an
diese Kurve im Punkt x(z) genau mit dem Funktionswert f(x(r)) iibereinstimmt.
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Wir tragen also in jedem Punkt x eines kartesischen Koordinatensystems mit den
Koordinaten x; und x, den Vektor f(x) an. Das Vektorfeld, welches wir somit
erhalten, gibt uns damit eine Idee, wie die zu den Losungen der Differentialglei-
chung (1.11) gehorigen Kurven aussehen miissen. Da wir eventuell nur an der
Richtung der Tangente interessiert sind, konnten wir auch den normalisierten
Vektor f(x)/||f(x)| ins Vektorfeld eintragen, aber die Linge des Vektors f(x)
gibt uns zusitzlich an, wie schnell die Kurve durchlaufen wird. Das zu f gehorige
Vektorfeld gibt uns aulerdem an, wo wir eventuell Gleichgewichtspunkte finden
(f(x) = 0), und ob diese Gleichgewichtspunkte stabil oder instabil sind. Des
Weiteren konnen wir eventuell periodische Losungen finden und entscheiden, ob
diese periodischen Losungen stabil oder instabil sind.

Beispiel 1.10 (Lotka-Volterra, Riuber-Beute-Modell). Betrachten wir zwei Pop-
ulationen (Rduber- und Beutepopulation). Seien x(z) und y(r) die jeweiligen An-
zahlen der Individuen zum Zeitpunkt . Wir nehmen an, daf die Population x von der
Population y abhiingt (etwa: die Riuber sind zum Uberleben abhingig vom Vorhan-
densein von Beute), nicht aber umgekehrt. Das folgende einfache Modell wurde von
Lotka® und Volterra® vorgeschlagen:

X/ (1) = —oux(t) + Bx(1)y(1),
Y () = 1y(t) = 8x(1)y(0)-

Hier sind a, 8, Y und § positive Konstanten.
Fiir die Wahl @ = 1.5, B = 0.5, Yy =1 und 6 = 1.5 erhilt man folgendes Vektor-
feld.

Beispiel 1.11 (Lotka-Volterra, Konkurrenzmodell). Wie im vorangegangen
Beispiel betrachten wir zwei Populationen. Wie zuvor seien x(¢) und y(¢) die jew-
eiligen Anzahlen der Individuen zum Zeitpunkt 7. In diesem Beispiel betrachten wir
zwei konkurrierende Populationen (etwa: konkurrierend um dieselbe Beute). Ein
einfaches Modell ist in diesem Fall die Differentialgleichung

¥ (t) = ax(t) — bx(t)y(t) — ex(t)?,
Y(1) = ay(t) = Bx(r)y(r) — yy(t)?,

wobei a, b, ¢, o, B und ¥ positive Konstanten sind.
Fiir die Wahl a = 0.8, b6 =0.5,¢=0.7, a =1, § = 0.4 und y = 1.1 erhdlt man
folgendes Vektorfeld.

2 Lotka ()
3 Vito Volterra (3.5.1860-11.10.1940)
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1.5 Vektorfelder
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Fig. 1.2 Erstes Réuber-Beute-Modell von Lotka-Volterra
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Kapitel 2
Die Sitze von Peano und Picard-Lindelof

Sei D C R!*" eine offene Menge, f : D — R" eine stetige Funktion (9, x0) € D. Wir
betrachten die Differentialgleichung erster Ordnung

X () = f (1, x(1)),

x(l‘o) = X0.

2.1)

Ziel dieses Kapitels ist es Existenz und, wenn moglich, auch Eindeutigkeit von
Losungen dieser Differentialgleichung zu zeigen und einige Folgerungen zu disku-
tieren.

2.1 Naherungslosungen und das Theorem von Peano

Wir beginnen mit der Existenz von lokalen Losungen. Eine stetige Funktion x : Iy —
R” heifit e-Nidherungslosung der Differentialgleichung (2.1) falls sie stiickweise
stetig differenzierbar ist, in jedem Punkt rechtsseitig differenzierbar, falls x(#y) = xo

und falls
sup ||’ (14-) — f(1,x(1))[| < &.

tEIO

Lemma 2.1. Unter der Bedingung, daf3 f stetig ist, existiert eine Intervallumge-
bung Iy C R von ty, so daf die Differentialgleichung (2.1) fiir jedes € > 0 eine
&-Ndherungslosung auf Iy besitzt.

Beweis. Da D offen ist, findet man o > 0 und r > 0, so daf}
D = [fo— o, 10+ o] X E(XQ,F) CD.
Da f stetig und D’ kompakt ist, existiert ein M > 1, so daB

| f(t,x)|| < M fiir alle (z,x) € [to — o, 10 + @] x B(xo,r).

13
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Indem man o eventuell kleiner wihlt, kann man ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit annehmen, dal & < 7, und dann setzt man Iy := [to — &, 7 + @].

Sei € > 0. Da f stetig auf der kompakten Menge D’ ist, ist f auf D’ gleichmBig
stetig. Es existiert also ein § > 0 derart, da8 fiir alle (71,x), (f2,x2) € D’

[(t,x) = (2x)[|[ <6 = |f(tx)—flox)] <e
Man wihlt nun eine Partition (7;)o<j<m mit7p = T < 71 < -+ < Ty, = o+ & und

sup(T; —7:-)<i
P(Ti+1 i _\EM'

i
Sodann definieren wir

(T()) =Xou und
x(Tip1) == x(%) + (Ti41 — T) f(7,x(7;)) falls 0 <i <m— 1 und
x(t) = x(t) + (t — ) f (5, x(w)) falls 1 € [T, Ti41).-

Dann ist die Funktion x : [f,7 + ] — R” stetig, stiickweise stetig differenzierbar
(sogar stiickweise affin), und iiberall rechtsseitig links- und rechtsseitig differenzier-
bar. Dariiberhinaus gilt aufgrund der Definition x(fp) = xo.

Wir zeigen durch Induktion, daB ||x(z) — xo|| < r fiir alle 7 € [t, %) + a]. Diese
Abschitzung ist wahr fiir t = fo = 19, weil x(tp) = xo. Wir nehmen nun an, daB die
Abschitzung auf dem Intervall [1p, 7;] fiir ein i € {0, ..., m — 1} gilt. Dann gilt fiir
aller € [‘L’i, ‘L'H_]]

()0l < [ 10 a

< ; / ()| dr

<oM
<r

Also ist ||x(2) —xo|| < rfiir alle ¢ € [tg, 50 + .

Fiir alle ¢ € [7;, T;41] gilt zum einen

t—r,'|§\/(2§M§\% (carM >1)

und zum anderen
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5 5
M=
~V2M V2

Daraus folgt fiir alle ¢ € [7;, T 1]

1(z,x(1)) = (zi,x(w)) | < &

und somit
[l (2) = £, x(0))[| = | £ (7,x(%)) — f(2,x(2))]| < .

fiir alle ¢ € [7;, T;+1) und alle 0 < i < m— 1. Also ist x eine £-Niherungslésung auf
dem Intervall [ty, % + o]. Analog konstruiert man eine £-Niherungslosung auf dem
Intervall [fo — o, %p]. Damit haben wir die Existenz einer €-Néherungslosung auf Iy
gezeigt.

Bemerkung 2.2. Die e-Niherungslosungen, die wir im obigen Lemma konstruiert
haben, indem wir in der Differentialgleichung die Ableitung x'(r) durch den Dif-
ferenzenquotienten (x(7;+1) —x(7;))/(T+1 — 7;)) ersetzt haben, gehdren zu den ein-
fachsten e-Niherungslosungen in der numerischen Analysis von gewdhnlichen Dif-
ferentialgleichungen. Das verwendete Verfahren heifit explizites Eulerschema. Falls
f stetig differenzierbar ist, dann kann man den Fehler € in Abhéngigkeit von der
Feinheit der Partition des Intervalls [ty, % + ¢] / Anzahl m der Punkte der Partition
abschitzen.

Theorem 2.3 (Peano). Unter der Annahme, daf3 die Funktion f : D — R" stetig ist,
besitzt das Anfangswertproblem (2.1) eine lokale Losung, d. h. es existiert eine auf
einer Intervallumgebung Iy C R von t( definierte Losung x : Iy — R von (2.1).

Beweis. Sei Iy das Intervall aus Lemma 2.1, und sei (x¢)¢>0 eine Familie von &-
Naherungslosungen, so daB sup,cy, [[xe(t) — xol| < r und sup,, [|f(t,xe(2))|| < M
fiir Konstanten » > 0, M > 1 und fiir alle € > 0. Eine solche Familie existiert dank
dem Lemma 2.1 und seinem Beweis.

Fiir alle € > O und alle ¢, s € Iy gilt

t
lxe (1) = xe(s)[| < | / lxe ()| dr|
s
t
<| [ (WrGxel+e)dr
s
< (M+e)|t—s|.
Also sind alle Ndherungslosungen x. Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante M + €.

Sei (&,) eine Nullfolge. Wir nehmen an, da8 0 < g, < 1 fiir alle n € N. Um die
Notation zu vereinfachen, schreiben wir x,, anstelle von xg, .
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Sei (t;) C Io, so daB {z; : j} = IoNQ (wir verwenden, da Q abzihlbar ist). Wir
zeigen mit dem Cantorschen Diagonalfolgenverfahren zuerst, daB die Folge (x;)
eine auf Jo N Q punktweise konvergente Teilfolge besitzt.

Nachdem die Folge (x,(#1)) in R beschrinkt ist, gibt es eine Teilfolge (xg,(4)),
so daB (xg, (»)(#1)), die konvergiert. Nachdem die Folge (xy, (»)(#2)) in R beschrankt
ist, gibt es eine Teilfolge (xg,(,)) von (xg,(x)), S0 daB (xg, (s (f2)) konvergiert. In-
dem man immer weiter so Teilfolgen auswihlt, gibt es eine Teilfolge (x(Pk+1 (n)) von
(Xge(n))» 50 daB (x| (n)(2;)) fiir alle 1 < j < k+ 1 konvergiert. Die Cantorsche Di-
agonalfolge (xy,(n)) ist eine Teilfolge von (x,) die punktweise in jedem Punkt ¢;
konvergiert. Sei x(z;) € R der Grenzwert. Um die Notation zu vereinfachen beze-
ichnen wir die Teilfolge wieder mit (x;).

Wir zeigen als niichstes, daB die Folge (x,,) gleichméBig auf Iy gegen eine Funk-
tion x konvergiert. Sei € > 0. Es gibt eine endliche Folge (tjl);‘: 1 €1oNQ, so daB

£ €
(tj, — i+ )-
TO2MH+1) 2(M+1)

C=

I €

—
Il

1

Fiir jedes I € {1,...,k} ist die Folge (x,(z;)) konvergent, und da die Menge
{tj,,...,t;} endlich ist, ist die Folge (x,) auf dieser Menge gleichmiBig konver-
gent. Es gibt also ein ng € N, so daB fiir alle n, m > npund alle [ € {1,...,k}

[ (2,) = 2m (17,) || < €

Seit € Iy. Dann gibtes ein [ € {1,...,k},sodaB [t —¢;,| < m Also gilt fiir alle
n, m = ny,

(12 (8) = xim ()| < [l (1) — 2 (2, ) ||+
+ ||xn(t/'/) _xm<tjz)||+
+ i (25,) = xm (1)
<2M+1)|t—t)| +e€
<3e.

Wir haben gezeigt, daf es fiir jedes € > 0 ein ny € N gibt, so daB fiir alle n, m > ny

sup (1) —x(1) | < 3¢
tely

Die Folge (x,) ist also eine Cauchyfolge in C(Iy). Dieser Raum ist vollstindig fiir
die Supremumsnorm, und somit konvergiert (x,) gleichmiBig gegen eine Funktion
x € C(Ip).

Wir zeigen schlieBlich, daB x eine Losung unseres Problems ist. Tatséchlich folgt
aus der gleichméBigen Konvergenz und aus der Stetigkeit von f

lim sup || f(z,2,(1)) = f (,x(1))[| = O.

=00 ey
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Da x, eine g,-Nidherungslosung ist, folgt nach Integration
t
[l () — xo —/ F(s,xq(8)) ds|| < g, €.
1o

Hier gehen wir zum Grenzwert iiber, d. h.

Ix0)=x0— [ flsxe) ds| =0 rem,

woraus wiederum folgt, daf§

ot
x(t)=xo+ | f(s,x(s))ds, tel.
J1y
Insbesondere ist also x(fp) = xo. Da die Funktion s — f(s,x(s)) stetig ist, ist
die Funktion x schlieBlich stetig differenzierbar, und aus dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung folgt

X(t)=f(t.x(1), tek.
Also ist die Funktion x eine Losung von (2.1).

Bemerkung 2.4. Der obige Beweis zeigt, dal jede Folge (xg,) von &-
Niherungslosungen (wobei (g,) eine Nullfolge ist) eine Teilfolge besitzt, die lokal
gleichmifig gegen eine Losung des Anfangswertproblems (2.1) konvergiert. Dies
ergibt Existenz von Losungen, aber nicht unbedingt Eindeutigkeit. Tatsdchlich kann
man im Allgemeinen keine Eindeutigkeit erwarten kann. Ein Beispiel ist das An-

fangswertproblem
X(t)=2+/|x@)|, x(0)=0.

Die Funktionen x(t) = 0 und x(¢) = t?>sgn¢ sind beide Losungen dieses An-
fangswertproblems. Die Funktion f(x) = 2\/m ist stetig. Das Anfangswertproblem
enthilt eine Differentialgleichung mit getrennten Veridnderlichen. Warum wider-
spricht dieses Beispiel nicht dem Satz 1.8?

2.2 Das Theorem von Picard-Lindelof

In diesem Abschnitt untersuchen wir Eindeutigkeit von lokalen Losungen. Auf-
grund des Beispiels in Bemerkung 2.4 reicht die Stetigkeit der Funktion f im All-
gemeinen nicht aus, um Eindeutigkeit zu garantieren. Wir sehen im folgenden The-
orem von Picard-Lindelof, da die lokale Lipschitzstetigkeit von f beziiglich der
zweiten Variablen Eindeutigkeit garantiert.

Fiir den Beweis benotigen wir das Lemma von Gronwall'.

! Gronwall ()
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Lemma 2.5 (Gronwall). Sei I = [a,b] C R ein Intervall, ¢ : I — R, eine stetige
Funktion und seien C, € > 0. Wir nehmen an, daf}

o) < C+/t(L(p(s)+£) ds fiirallet€l.

Dann ist
€

o(t) < CeHr=a) 4 z(eL(F“) —1) firalletel.
Beweis. Setze .
w(t) = c+/ (Lo(s)+€)ds (1€,

Weil die Funktion ¢ stetig ist, ist die Funktion y stetig differenzierbar. Nach Vo-
raussetzung ist fiir alle r € 1

bzw. 4 c .
S+ D) LW +5).

Indem man &dhnlich wie in der Differentialgleichung mit getrennten Verinderlichen

beide Seiten dieser Ungleichung durch y(r) + £ teilt, das Ergebnis auf beiden Seiten

iiber dem Intervall [a,?] integriert, und auf der linken Seite die Substitutionsregel

anwendet, erhilt man fiir alle r € 1

€ €
t < = L(t—(l) .
W)+ < (CH e
Indem man noch einmal die Voraussetzung ¢(r) < y/(¢) anwendet, erhilt man da-
raus die Aussage des Lemmas.

Theorem 2.6 (Picard-Lindelof). Die Funktion f : D — R" sei stetig und in einer
Umgebung des Punktes (ty,xo) € D lokal Lipschitzstetig beziiglich der zweiten Vari-
ablen, d. h. es gibt eine Umgebung U C D von (ty,x0) und eine Konstante L > 0, so
dap3 fiir alle (t,x1), (t,x2) € U

1F(&,20) = (£, x2) 2 < Lo = x2l2-

Dann besitzt das Anfangswertproblem (2.1) eine lokal eindeutige Losung, d. h.
es gibt eine Intervallumgebung Iy C R von ty und eine Losung x : Io — R" des An-
fangswertproblems (2.1), und wenn z : I} — R" eine weitere Losung ist, dann gilt
x=zauflyNI.

Beweis. Nach dem Theorem von Peano (Theorem 2.3) besitzt das Anfangswert-
problem (2.1) eine Losung x : [y — R”". Aufgrund der Stetigkeit von x, und indem
man das Intervall Iy moglicherweise verkleinert, konnen wir annehmen, daf3

{(t,x(r)):t€lh} CU,
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wobei hier U eine Umgebung von (fy,xo) ist, auf der f Lipschitzstetig (mit Kon-
stante L > 0) beziiglich der zweiten Variablen ist.

Sei z : I} — R” eine zweite Losung des Anfangswertproblems (2.1). Fiir alle
t € IyN1 setzen wir @(r) := ||x(¢r) —z(¢)||. Aufgrund der Stetigkeit von z ist die
Menge {tr € [yN1; : (t,z(t)) € U} eine Umgebung von #. Fiir # in dieser Umgebung
und ¢ > ty gilt nach Voraussetzung an f,

o(r) = |[x(t) — ()]
= / ((s) —2/(s)) ds]|

=1 [ 0059 = fs.2)) ]
< [ ) = () s
<L [ (o) =) ds

1
=L [ o(s)ds.

)

Aus dem Lemma von Gronwall (Lemma 2.5) folgt
¢(¢) = 0 und somit x(r) = z(¢t)

fiiraller € IyN1I, sodaB ¢t >t und (¢,z(¢)) = (¢,x(t)) € U. Daraus folgt z(¢) = x(¢)
fiir alle r € [y N1y, t > 1y. Die Gleichheit z(t) = x(¢) fiir t € Iy N1} mit ¢t < 1y zeigt
man dhnlich. Wir haben also z = x auf Ip N I; gezeigt.

Jede stetig differenzierbare Funktion f ist lokal Lipschitzstetig, und damit auch
lokal Lipschitzstetig beziiglich der zweiten Variablen.

Lemma 2.7. Sei f : D — R”" in einer offenen Umgebung von (ty,xp) € D stetig
differenzierbar. Dann ist f in einer Umgebung von (to,xo) lokal Lipschitzstetig
beziiglich der zweiten Variablen. Insbesondere besitzt das Anfangswertproblem
(2.1) eine lokal eindeutige Losung.

Beweis. Wir konnen ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, daf f stetig
differenzierbar in einer Umgebung der Form Iy x B(xg, r) ist. Aus der Stetigkeit von
f" und aus dem Theorem von WeierstraB (eventuell man die Umgebung noch einmal
verkleinern, wenn notig) folgt, da3 es ein L > 0 gibt, so dal

|l (¢,x)|| <L fiir alle (¢,x) € Ip x B(xo,7).

Seien (¢,x1), (t,x2) € Iy X B(xp,r). Dann gilt
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Ld
I7(e) = flee)ll = | [l + st —x0) ds]
1
< [+ st =) (2 =) | ds

1
g/ L2 —xi1|| ds
0

ZLH)Cz —x1||.

Also ist die Funktion f in einer Umgebung von (fo,x9) lokal Lipschitzstetig
beziiglich der zweiten Variablen. Die lokale Existenz und Eindeutigkeit einer
Losung des Anfangswertproblems (2.1) folgt aus dem Theorem von Picard-Lindelof
(Theorem 2.6).

2.3 Maximale Losungen

Definition 2.8. Eine Losung x4y : gy — R* (Ingy € R ein Intervall) der Differ-
entialgleichung (2.1) heilit maximale Losung, falls sie keine Fortsetzung zu einer
Losung auf einem echt grofleren Intervall besitzt, d. h. wenn fiir jede andere Losung
x : I — R" der Differentialgleichung (2.1) mit Iy, C I und x|j,4x = Xmax Schon
Inay = I gilt. Das Intervall 1,4, heiit dann maximales Existenzintervall.

Lemma 2.9. Sei f : D — R” stetig (D C R'*" offen). Dann besitzt das Anfangswert-
problem (2.1) fiir jedes (ty,x0) € D eine maximale Losung. Jedes maximale Existen-
zintervall ist offen.

Beweis. Die Existenz einer maximalen Losung ist eine Konsequenz aus dem
Lemma von Zorn angewandt auf die Menge

M :={(x,I)|I C R Intervallumgebung von #, und
x:I— R" Losung von (2.1)}

zusammen mit der Halbordnung
(x,1) < (£,1) := 1 C Tund %|; = x.

Die Menge M ist nichtleer dank dem Theorem von Peano.

Angenommen, das Existenzintervall einer maximalen Losung wire nicht offen.
Dann ist /4, von der Form (o, ] mit —eo < ot < 8 < o0, [0, ) mit —o < 00 < ff <
oo, oder [0, B] mit —eo < 0 < B < 0. Nehmen wir den ersten Fall an. In diesem Fall
ist (B,xmax(B)) € D. Wir betrachten das Anfangswertproblem

X (1) = ft,x(1)),  x(B) = Xmax(B)-

Dieses Anfangswertproblem besitzt eine lokale Losung x : [y — R", wobei [j eine In-
tervallumgebung von f3 ist (Theorem von Peano). Wir definieren nun z(¢) = Xpuqx(¢)



2.3 Maximale Losungen 21

fiirt € Iya, und z(¢) = x(¢) fiirt > B, ¢ € Iy. Dann ist z eine Losung des Anfangswert-
problems (2.1), die auf einem Intervall definiert ist, welches echt grofler als 1,4y ist.
Das ist ein Widerspruch dazu, daBl x,,,, eine maximale Losung ist, und somit ist
ILuax nicht von der Form (¢, B]. Die anderen Fiille sind aus dhnlichen Griinden nicht
moglich, und somit ist [,,,4, offen.

Theorem 2.10. Sei f : D — R” stetig differenzierbar (D C R'*" offen). Dann besitzt
das Anfangswertproblem (2.1) fiir jedes (to,xo) € D genau eine maximale Losung.

Beweis. Seien x| : I} — R" und x, : L, — R" zwei maximale Losungen des An-
fangswertproblems (2.1). Aufgrund der Stetigkeit beider Losungen ist die Menge

A={tehnhx(t) =x(t)}

abgeschlossen in /] N I. AuBerdem ist A nichtleer (fy € A). Aufgrund des Theorems
von Picard-Lindelof (Theorem 2.6) ist A auBerdem offen in Iy N [. Also ist A =
LNL (M), d hox; =xp auf I} N 1. Setzt man z(¢) := x; (¢) fir 7 € I; und z(¢) = x2(¢)
fiir ¢ € I, dann ist z wohldefiniert und eine Losung des Anfangswertproblems (2.1)
auf I} UL. Da x; und x, maximale Losungen sind, folgt daraus I} = I,.

Bemerkung 2.11. Fiir den Beweis des vorigen Lemmas reicht es natiirlich, daf die
Funktion f in jedem Punkt (79,x0) € D lokal Lipschitzstetig beziiglich der zweiten
Variable ist (siehe die Anwendung des Theorems von Picard-Lindelof).

Lemma 2.12. Sei f: D — R" stetig (D C R+ offen), und sei xpqay : Ipax — R"
eine maximale Lisung des Anfangswertproblems (2.1). Sei Ly, =], B[ pour —oo <
o < B < oo. Dann existieren fiir jede kompakte Teilmenge K C D zwei Zeiten sk,
tx €la, B[ mit sk < tg, so daP (t,xmax(t)) € K fiir alle t €]ot,sg| U [tx, B[. Mit an-
deren Worten: der Graph jeder maximalen Losung verldfit schlieBlich jede kom-
pakte Teilmenge von D.

Beweis. Sei K C D kompakt. Wir beweisen nur die Existenz einer Zeit 1x €], 3],
so daB (¢,xmaqx(t)) € K fiir alle 7 € [rk, B[. Falls B = +oo, dann folgt die Existenz
eines solchen rx aus der Beschrinktheit von K und aus der Unbeschrianktheit der
ersten Komponente der Funktion 7 — (¢, Xy () ). Nehmen wir also an, daB B < +-co.
Angenommen, ein solches fx existiert nicht. Dann gibt es eine Folge (,) ,* B, so
daB (ty, Xmax(ts)) € K fiir jedes n.

Da K kompakt und D offen ist, so existiert ein 6 > 0, so daB

K5 = {(t,x) € R"" : dist ((t,x),K) < 8} C D.

Man bemerke, daf die Menge Kg ebenfalls kompakt ist. Aus der Stetigkeit von f
und aus dem Satz von Weierstra$ folgt die Beschrinktheit der Funktion f auf Kj,
4. h. Sup( e, £ (1,2 = M < oo,

Fiir jedes n € N definieren wir

Ty i=sup{r > 1, : 1 < B und (5, Xn4x(5)) € K; fiir alle s € [t,,,1]} < B.
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Wegen (t,,x(t,)) € K, wegen 6 > 0 und wegen Stetigkeit der maximalen Losung
Xmax, gilt T, > t;, und weil B endlich ist, ist auch 1, endlich. Fiir jedes n € N und fiir
jedest, <s <t <7, gilt

Jnas®) =5 < [ el

= [ 155l

<M(t—ys),

d. h. die maximale L3sung xqy ist auf jedem Intervall [t,,7,[ Lipschitzstetig mit
Lipschitzkonstante M. Insbesondere ist X, auf das Intervall [t,,7,] stetig fortset-
zbar. Wir konnen oben also s =1, und ¢ € [t,, T,] wihlen. Dann gilt fiir alle n,

meax(t) _xmaX(tn)H < M(t _tn)
<SM(B —tn).

Insbesondere ist fiir alle n grof3 genug

(|t Xmax (1)) — (tns Xmax (1)) || < 6/2,

d. h. der Graph der Losung x,, eingeschrinkt auf das Intervall [z, 7,] verldBt die
Menge K3 nicht. Aus der Definition von 7, folgt damit 7, = B fiir alle n groB genug.

Wie im Beweis von Lemma 2.9 konnen wir nun mit dem Theorem von Peano
die Losung x,,, auf ein echt groBeres Intervall als |a, B] fortsetzen, ein Wider-
spruch dazu, daB x,,, eine maximale Losung ist. Die Widerspruchsannahme war
also falsch, und die Existenz eines 7 ist gezeigt. Die Existenz eines sk folgt analog.

Korollar 2.13. Unter den Voraussetzungen des Lemmas 2.12 gilt:

(a) Entweder ist § = o (globale Existenz einer Losung fiir t > ty), oder es ist
B < eo. Falls B < oo, dann gilt entweder lim,_g_ ||x(¢)|[2 = o (blow-up in
endlicher Zeit) oder lim,_,g_ dist((t,x(t)),dD) = 0.

(b) Entweder ist @ = — (globale Existenz einer Losung fiirt <tg), oder o0 > —oo,
Falls a > —oo, dann gilt entweder limy_, ¢4 || () ||2 = oo (blow-up in endlicher
Zeit) oder lim,_, o4 dist((¢,x(r)),0D) = 0.

Beweis. Folgt direkt aus Lemma 2.12.

Bemerkung 2.14. In vielen Anwendungsbeispielen ist die Funktion f stetig auf
D = R In diesem Fall ist D = @, und man hat nur zwei Moglichkeiten fiir
maximale Losungen in der Nihe von : entweder hat man globale Existenz einer
Losung fiir t > fy (B = o), oder eine maximale Losung bldht in endlicher Zeit auf
(B < o und lim,_,g ||x(t)||> = o). Ahnliches gilt in der Niihe von c.

Korollar 2.15. Sei f : R — R" stetig differenzierbar (oder stetig und in jedem

Punkt von R lokal Lipschitzstetig beziiglich der zweiten Variable). Sei f aufer-
dem beschrinkt, d. h.
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sup || f(,x)[| = M <eo.
(t,x)ERIHn

Dann ist fiir jedes (to,xo) € R'*" die eindeutige maximale Losung des Anfangswert-
problems (2.1) eine globale Losung, d. h. sie existiert auf ganz R.

Beweis. Wie im Beweis von Lemma 2.12 zeigt man, daf jede (maximale) Losung
des Anfangswertproblems Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante M ist. Die Lips-
chitzstetigkeit schliet es aus, dafl eine maximale Losung in endlicher Zeit aufbliht.
Also ist jede maximale Losung eine globale Losung.

2.4 Stetige Abhiingigkeit von den Daten

In diesem Abschnitt betrachten wir sowohl das Problem (2.1) und das folgende
Problem
2(t) = g(t,2(1)),

z(t) = 2o,

2.2)

in dem g : D — R” eine stetige Funktion ist (D C R!*" offen).

Wir stellen hier die Frage nach der stetigen Abhingigkeit der Losungen von den
Daten: wenn die Anfangsbedingungen (9, xo) und (#,20) nahe beieinander liegen,
und wenn auch die Funktionen f und g nahe beieinander liegen, liegen dann auch
die Losungen x und z der Probleme (2.1) und (2.2) nahe beieinander, und kann man
die Abhingigkeit irgendwie quantifizieren? Unter der Bedingung, daf} wenigstems
die Funktion f (global) Lipschitzstetig ist, kann man den Abstand zwischen x und z
beziiglich der Supremumsnorm abschitzen.

Theorem 2.16. Seien x, z : I — R" Losungen der Anfangswertprobleme (2.1) bzw.
(2.2). Wir nehmen an, daf} es eine Kugel B C R" gibt, so daf3 I X B C D und (t,x(t)),
(t,z(t)) € I x B fiir alle t € 1. Wir nehmen zudem an, daf3 die Funktion f auf I x B
Lipschitzstetig beziiglich der zweiten Variablen ist, mit einer Lipschitzkonstante L >
0. Sei & :=sup, 1 |1 f(t.w) — g(t,w)||2 < eo. Dann gilt fiir alle t € 1

£
Jx(r) = 2(0) ]2 < €7 g — o2 +  (H 70— 1),

Beweis. Die Aussage folgt aus dem Lemma von Gronwall. Unter den Vorausset-
zungen des Theorems gilt fiir alle 7 € 1

t

=X0—20+ ; (f(s,x(5)) = f(s,2(5))) ds+
—i-./t: (£(s,2(s)) — g(s,2(s))) ds.
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Aus der Dreiecksungleichung und der Lipschitzstetigkeit von f folgt fiir alle # € 1

[1x(#) = 2(2) ]2 < [lx0 — 20|2 +

/ "(Llx(s) —2(s)[l2 + &) ds] .

Aus dem Lemma von Gronwall (Lemma 2.5) angewandt auf die Funktion ¢ = ||x —
z|2.

2.5 Differentialgleichungen hoherer Ordnung

Wir betrachten nun die Differentialgleichung m-ter Ordnung:

X (1) = ft,x(t), 2 (1), ... x'" (1)),

x(lo) = X0,
2.3)

X" (19) = Xy

Hier ist f : D — R” eine stetige Funktion auf einer offenen Menge D C R+ und
(to,%0,- - -,Xm—1) € D. Die Unbekannte ist eine Funktion x : I — R™.

Wir zeigen, dal}3 die Differentialgleichung m-ter Ordnung in einem gewis-
sen Sinne d&dquivalent zu einer Differentialgleichung erster Ordnung (im
hoherdimensionalen Raum R ist (Lemma 2.17). Viele Resultate aus diesem Kapi-
tel lassen sich damit direkt auf die Differentialgleichung m-ter Ordnung anwen-
den. So gilt zum Beispiel fiir die Differentialgleichung m-ter Ordnung die Existenz
lokaler Losungen und die Existenz maximaler Losungen unter der Voraussetzung,
daB die Funktion f stetig ist. Falls f zusitzlich lokal Lipschitzstetig beziiglich der
zweiten Variable ist, dann hat man sogar lokale Existenz und Eindeutigkeit von
Losungen. Eine maximale, nicht globale Losung muf} allerdings nicht zwingend
aufblasen; allerdings bldst mindestens eine der Ableitungen bis zur Ordnung m — 1
auf, wie man auch aus dem folgenden Lemma ablesen kann.

Lemma 2.17. Sei f : D — R" stetig (D C R'™™ offen). Definiere die Funktion g
D — R™ durch

g(t7n07"'7nm71) = (nla"'7nm713f(t7n07"'7nm71))7

und betrachte die Differentialgleichung erster Ordnung (in R™)

W (1) = g(t,u(t)),

u(ty) = (x0, .-y Xm—1)-

(2.4)
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Istdann u: I — R™ u= (uy,...,u,—1) eine Losung der Differentialgleichung er-
ster Ordnung (2.4), dann ist die erste Komponente x := uq : I — R" eine Losung der
Differentialgleichung m-ter Ordnung (2.3).

Ist umgekehrt x : I — R" eine Losung der Differentialgleichung m-ter Ordnung
(2.3), dann ist die Funktion u := (x,x',... ,x(””l)) : I — R™ eine Losung der Dif-
ferentialgleichung erster Ordnung (2.4).

Beweis. Nachrechnen.

Korollar 2.18. Ist die Funktion f : D — R" stetig (D C R offen), dann be-
sitzt die Differentialgleichung m-ter Ordnung (2.3) fiir jede Anfangsbedingung
(t0,%0, - - - ,Xm—1) € D eine lokale Losung, und damit auch eine maximale Losung.

Beweis. Es geniigt festzustellen, daf3 die Funktion g aus dem Lemma 2.17 genau
dann stetig ist, wenn die Funktion f stetig ist, um dann das Theorem von Peano
(Theorem 2.3) und das Lemma 2.17 zu bemiihen.

Korollar 2.19. Ist die Funktion f : D — R" stetig und in (fo, X, . . . ,Xm—1) € D lokal
Lipschitzstetig beziiglich der zweiten Variable, d. h. es gibt eine Umgebung U C D
von (ty, X0, - - . ,Xm—1) und eine Konstante L > 0, so daf fiir alle (t,uy), (t,uz) € U

1f(t,u1) — f(t,u2)|| < Lluy —uall,

dann besitzt die Differentialgleichung m-ter Ordnung (2.3) eine lokal eindeutige
Losung.

Beweis. Es geniigt gegeniiber dem vorigen Korollar noch festzustellen, dafl die
Funktion g aus dem Lemma 2.17 genau dann beziiglich der zweiten Variablen lokal
Lipschitzstetig ist, wenn die Funktion f es ist, um dann das Theorem von Picard-
Lindel6f (Theorem 2.6) und das Lemma 2.17 zu bemiihen.






Kapitel 3
Lineare Differentialgleichungen

3.1 Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung

Seien A : I — R und b : I — R" stetig auf einem Intervall I C R. Wir betrachten
die lineare Differentialgleichung erster Ordnung

X (1) =A()x(t) +b(1),
(3.1)
x(l‘o) = X0,

wobei (tg,x9) € I x R".

Theorem 3.1. Die Differentialgleichung (3.1) besitzt fiir jedes (fy,x9) € I x R"
genau eine globale Losung x : I — R™.

Beweis. Sei D :=1xR". Die Funktion f: D — R", f(t,x) := A(t)x+ b(z) ist stetig,
und somit besitzt die Differentialgleichung (3.1) eine maximale Losung x : 1,4 —
R" (Lemma 2.9). Sei J C I ein kompaktes Teilintervall, welches gleichzeitig eine
Intervallumgebung von fq ist. Dann ist die Funktion A auf J beschridnkt (Theorem
von WeierstraB), d. h. es gibt eine Konstante L > 0, so daB ||A(z)|| < L fiir alle
t € J; hier ist die Norm eine geeignete Matrixnorm. Also gilt fiir alle (¢,x1), (¢,x2) €
J x R",
1 £(t,x1) = Fex)]] = [A@) 1 —x2)| < Lllxi =l

d. h. die Funktion f ist auf J x R" beziiglich der zweiten Variable Lipschitzstetig. Da
J eine beliebige kompakte Intervallumgebung von 7y ist, ist die maximale Losung
damit eindeutig (Lemma 2.10).

Es bleibt also nur zu zeigen, daB I, = I. Wir nehmen der Einfachheit halber
an, daB / ein offenes Intervall ist (der Fall eines halboffenen oder abgeschlossenen
Intervalls kann dhnlich diskutiert werden). Sei also I =] e, B[ und Lyax =] Omax, Brmax|-
Aus den Eigenschaften von maximalen Losungen folgt entweder f,,,x = oo oder
Binax < oo. Im ersten Fall ist notwendigerweise Buqx = B. Falls B,4x < oo, dann gilt
entweder lim,_,g _ dist((t,x(t)),dD) = 0 oder lim,_,g, _ [[x(¢)|| = . Aufgrund

27
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er speziellen Struktur von D =]a, B[xR" folgt im ersten Fall wieder B4, = 3. Wiire
nun B, < B, dann hitte man notwendigerweise lim,_,g,  _ [|x(t)|| = co. Im Fall
Bmax < B ist aber J = [to, Bmax| ein kompaktes Teilintervall von / (wenn auch keine
Intervallumgebung von #p). Sei L := sup,; ||A(?)|| und C := sup,; ||b(¢)||. Dann gilt
fiir alle 7 € [f9, Bimax|

()] < [bxoll + [x(z) —xo

< Jol+ 1(5)) ds
= sol+ [ 1A)-+b(6)] ds
< Jol+ | (LIx(s)|+C) ds
<+t [ ato)las,

:

mit C" := ||xo|| + C(Bmax — o). Aus dem Lemma von Gronwall folgt
x(e)]| < €M) fiir alle t € [to, Bual.

was ein Aufblihen der Losung in der Nihe von S, < B ausschlieBt. Also muf3
Bimax = B gelten. Analog zeigt man Qg = .

Lemma 3.2. Seien A : [ — R"™" und b : [ — R" stetig auf einem Intervall I C R.
Die Menge aller Losungen der linearen, homogenen Differentialgleichung

ist ein n-dimensionaler, linearer Unterraum von C! (ILR"). Die Menge aller
Losungen der linearen, inhomogenen Differentialgleichung

X (1) = Al)x(1) + b(7)

ist ein n-dimensionaler; affiner Unterraum von C'(I;R"). Ist Xp eine spezielle
Losung dieser inhomogenen Differentialgleichung, dann erhdlt man jede weitere
Losung dieser inhomogenen Differentialgleichung, indem man zu dieser speziellen
Losung eine Losung der homogenen Gleichung addiert.

Beweis. Nachrechnen.
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3.2 Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung mit
konstanten Koeffizienten. Die Matrixexponentialfunktion

Sei A € R**" eine Matrix (wir identifizieren moglicherweise Matrizen mit linearen
Abbildungen auf R").

Wir betrachten die lineare, inhomogene Differentialgleichung erster Ordnung mit
konstantem Koeffizienten:

X (t) = Ax(t) + b(t),
(3.2)
x(to) = xo.

Hierist b : I — R" eine stetige Funktion auf einem Intervall / C R, ty € / und xo € R".

Im Fall n = 1 handelt es sich bei der Gleichung (3.2) um die skalare, lineare Dif-
ferentialgleichung, die wir schon geldst haben (siehe Proposition 1.7). Wir zeigen
hier, daB die Formel aus diesem Satz ein Analogon in hdherer Dimension besitzt.
Dafiir definieren wir die Matrixexponentialfunktion.

Proposition 3.3 (Exponentialfunktion). Fiir jede Matrix A € R"™" ist die Reihe

k!
= k!
absolut konvergent in R"™", und somit konvergent gegen eine Matrix, die wir mit e’

oder exp(A) bezeichnen. Die Funktion exp : A — exp(A) heifst Matrixexponential-
funktion oder einfach Exponentialfunktion.

Beweis. Wir betrachten auf R"*" eine beliebige Matrixnorm. Absolute Konvergenz
einer Reihe ist beziiglich einer gegebenen Norm zu verstehen, aber auf R**" sind je
zwei Normen dquivalent, und somit wir die Norm frei wéhlen. Dann gilt fiir jedes

A E RHXH
oA e AL
ZHiHSZ < el < oo,
= k! = k!

Also ist die Reihe Y ‘2—’; absolut konvergent. Da der Raum R"*" der Matrizen

vollstindig ist (jede Cauchyfolge konvergiert), ist die Reihe damit konvergent in
Rnxn'

Proposition 3.4 (Eigenschaften der Matrixexponentialfunktion). Es gilt:
(a) Die Matrixexponentialfunktion exp ist beliebig oft differenzierbar.
(b) Fiir jedes A, B € R"™" mit AB = BA ist

eAJrB:eAeB zeBeA.

(c) Fiir jedes A € R"™" ist die Funktion t — e'* beliebig oft differenzierbar und
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d
—e
dt

zA:AetA:ezAA

Beweis. (a) Wir zeigen nur die Stetigkeit der Matrixexponentialfunktion. Sei A €
R™" Fiir jedes H € R"*" ist

(A Ak
o - = L HHY A

D) ( Yialk e

'3
—0 H—O0.

Hieraus folgt die Stetigkeit der Matrixexponentialfunktion in A. Also ist exp stetig.
Die Differenzierbarkeit der Matrixexponentialfunktion folgt aus einer dhnlichen
Uberlegung (WeierstraBsche Zerlegungsformel) und ist eine Ubung, ebenso wie die
Tatsache exp € C™. (b) Seien A, B € R™", so daB AB = BA. Dann ist

> A+B

-y B

k=0

> 1 (k) e
-y = A BK

k:ZOk!];O J

o oo | _
— AJBK—I

,;’)kg,j!(k—]

= Al & B
“Liku
:eAeB.

Aus dieser Gleichung und aus der offensichtlichen Gleichung eA+8 = ¢8+4 folgt

(b).
(c) Sei A € R™" und seien, h € R. Da die Matrizen A und hA kommutieren, erhilt

man aus (b)
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e(t+lz)A _ oA pAhA _ A
h N h
P
h
hE k!
0 hkflAk
~ k!

— %A (h—0).

etA

— A
k

Die Gleichung ¢/4A = Ae' ist eine einfache Ubung.

Proposition 3.5. Fiir alle xy € R" besitzt die lineare, inhomogene Differentialgle-
ichung (3.2) genau eine Losung x : I — R". Die Losung ist gegeben durch

t
x(t) = ey [ (s ds, tel
fo
Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit einer globalen Losung wurde schon in The-
orem 3.1 gezeigt. Es bleibt also nur zu zeigen, dal die Funktion x von der Aussage
eine Losung ist. Dies ist aber eine einfache Ubung, wenn man die Proposition 3.4
anwendet.

Der Satz 3.5 16st die lineare Differentialgleichung mit konstantem Koeffizient
(3.2) explizit. Es bleibt nur noch, die Exponentialfunktion ¢4 fiir eine Matrix
A € R"™" zu berechnen. Dafiir bendtigen wir nur lineare Algebra. Die einfachsten
Fille sind die Fille einer Diagonalmatrix und einer diagonalisierbaren Matrix.
Auch die Exponentialfunktion eines Jordanblocks ergibt sich einfach aus der
Exponentialreihe. Der allgemeine Fall ergibt sich aus dem Satz iiber die Jordan-
normalform, der es erlaubt, sich auf den Fall einer blockdiagonalen Matrix mit
Jordanbltcken auf der Diagonale zuriickzuziehen.

1. Fall: Die Matrix A = D ist diagonal, d. h.
A
D= = diag (A1,..., )
. N

fiir Eigenwerte A; € C. In diesem Fall sind die Potenzen wiederum diaginal. Genauer
ist D* = diag (AL, ..., A%), und somit

> Dk kak tk Ak . 2 Ak
etD:ki()T:];Odlag(k—!l,..., X ) = diag (e'™,...,e").
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2. Fall: Die Matrix A ist diagonalisierbar (iiber C), d. h. es gibt eine Diagonal-
matrix D =diag (4, ...,4,) (4; € C) und eine invertierbare Matrix S € C"*", so daB}
A = S"!DS. Dann ist

oo _kio—1 k o _ko—1nk oo knk
M e STDS) S STIDYS e tDY . p
e _k;) 5 _k;) i =S ];)TS—S ePs.

Die Matrix ¢/” wurde schon im ersten Fall betrachtet. Auf der Diagonalen von D
stehen die Eigenwerte von A.
3. Fall: Ist allgemeiner A = J blockdiagonal, d. h.

Ji
J=
. ;
fiir gewissen Matrizen Ji, ..., Ji, dann ist
etll
o —
ok

Allgemeiner, falls A = S~!JS fiir eine blockdiagonale Matrix J wie oben und fiir
eine invertierbare Matrix S, dann ist

A =51es.
4. Fall: Sei A = J; ein Jordanblock! zu einem Eigenwert A € C, d. h.

Al 01

A=J, = =l 7 | =B
- o
A 0

Dann ist (Eigenschaften der Matrixexponentialfunktion)

etA _ elt erB

Die Matrix B ist aber nilpotent (B" = 0, wobei n die Dimension der Matrix ist), so
daB die Exponentialreihe in der Definition von ¢’ in der Tat eine endliche Summe
wird: nur die ersten n Summanden, von k = 0 bis k = n — 1, sind ungleich 0. Es ist

! Camille Jordan (5.1.1838-22.1.1922)
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M1

L (n—1)!

und somit |
A A " A
et tet ... (nil)!e’

et‘]l —

5. Fall: Nach dem Satz iiber die Jordannormalform existiert fiir jede Matrix A €
C"*" eine blockdiagonale Matrix

I,

k

in der die Jj, Jordanblocke zu Eigenwerten A; von A sind, und eine invertierbare
Matrix S, so daB A = S~1JS. In diesem Fall ist

elJA_]

et =5 ' S,
el.]lk

N,

und man benutzt den vierten Fall um die Eintriige "% zu berechnen.

Eine andere Moglichkeit, um die Exponentialfunktion ¢4 zu berechnen, ist der
Putzeralgorithmus. Seien Ay, ..., A, € C die Eigenwerte von A, eventuell mit
Vielfachheit mehrfach gezéhlt. Setze dann rekursiv

Py :=1und
PjZ:(A—le)Pj,1 (j:l,...,n—l).

Tatsdchlich konnte man auch noch P, = (A — A,I) - ... (A — A;I) berechnen, aber
P, = 0 nach dem Satz von Cayley-Hamilton (A ist eine Nullstelle des charakter-
istischen Polynoms). Des Weiteren seien die Funktionen wy, ..., w, : R — C die
Losungen der linearen, skalaren Differentialgleichungen
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und, fir j=2,...,n,

Dann gilt
n
et =Y wi(t)Pi_1. (3.3)
j=1

In der Tat: ist X (¢) die rechte Seite dieser Gleichung, dann rechnet man leicht nach,
daB X'(r) = AX () (sic!) und X (0) = I. Die Gleichheit folgt also aus der eindeutigen
Losbarkeit dieses Anfangswertproblems und daraus, daB ¢ — ¢4 eine Losung dieses
Anfangswertproblems ist.

3.3 Lineare Differentialgleichungen hoherer Ordnung

Eine lineare Differentialgleichung m-ter Ordnung ist eine Differentialgleichung der
Form

XM (1) 4+ A1 (XD (1) + .+ Ao (0)x(2) = f(2), )
x(to) = x0, ..., x" V(1) = xp_1. '

Die Funktionen A; : 1 — R™" (0 < j <m—1)und r: I — R" sind stetig auf einem
Intervalll CR,und x; e R" (0 < j <m—1).

Dieses Anfangswertproblem ist in folgendem Sinne dquivalent zu einem linearen
Anfangswertproblem erster Ordnung (vergleiche mit Lemma 2.17).

Lemma 3.6. Sei

A(I) = eRmnxmn,
0 I

—Ao(t) -+ —Ama(t) —Ap_1 (1)

wobei I € R"" die Einheitsmatrix ist, und sei
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Dann sind das Anfangswertproblem (3.4) und das Anfangswertproblem erster Ord-
nung

W' (t) =Au(t) +b(1),
3.5)
u(t()) = ()C(), ... ,xmfl)

im folgenden Sinne dquivalent:
(@) Ist x: 1 — R" eine Losung des Anfangswertproblems (3.4), dann ist u :=
(x,...,x"=V)) eine Lisung des Anfangswertproblem (3.5).

(b) Ist umgekehrt u:I — R™, u= (ug,...,un_1), eine Losung des Anfangswert-
problems (3.5), dann ist x := ug eine Losung des Anfangswertproblems (3.4).

Beweis. Nachrechnen.
Daraus und aus Theorem 3.1 folgt

Theorem 3.7 (Existenz und Eindeutigkeit von Losungen). Fiir alle xy, ...,
Xm—1 € R” besitzt das Anfangswertproblem (3.4) genau eine Losung x : [ — R”".

Die Menge aller Losungen der homogenen Gleichung ist ein mn-dimensionaler
Unterraum von C' (I;R™).

3.4 Lineare, skalare Differentialgleichungen hoherer Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

Nachdem wir das allgemeine Anfangswertproblem hoherer Ordnung nicht explizit
l6sen konnen, betrachten wir hier einen Spezialfall, ndmlich die lineare, skalare,
homogene Differentialgleichung m-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten:

xU(1) + a1 ") + -+ ard (1) + apx(t) = 0. (3.6)
Hierista; e R(0< j<m—1).

Nach dem Lemma 3.6 ist die Differentialgleichung dquivalent zur Differential-
gleichung
() = Au(),

wobei

A= K K . 3.7
0 1
=g+ —Am—2 —am-
Man konnte versuchen, diese Differentialgleichung zu losen, indem wir e’A)
berechnen. Dafiir berechnen wir zuerst die Eigenwerte von A.
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Lemma 3.8 (Charakteristisches Polynom). Sei p das charakteristische Polynom
der Matrix A. Dann ist

pPA)=A"+au A"V tay, AeC.

Beweis. Wir beweisen das Lemma durch vollstindige Induktion nach der Dimen-
sion m.

Im Fall m = 1 ist die Behauptung wahr: die Matrix A ist in diesem Fall gleich der
Konstanten —ay.

Nehmen wir an, daf} die Behauptung richtig in Dimension m ist. Sei nun A eine
Matrix der Dimension (m + 1) x (m+ 1) und von der Form (3.7). Per Definition ist
firalle A € C

p(A) = det (A1 —A)

A —1
A —1
ap -+ am—1 A+ap
Wir entwickeln die Determinante nach der ersten Spalte:
A —1 -1
— A =1
p(A)=A1- S +(=1)"aop

A -1 L
ay -+ am-1 A t+ap A —1

Die zwei Determinanten sind Determinanten von m X m-Matrizen. Nach Induk-
tionsvoraussetzung ist

p(A) =AA" +ap A"+ ay) +ao
= A" g A" A +ag).
Theorem 3.9 (Komplexe Losungen von (3.6)). Sei p das charakteristische Poly-

nom der Matrix A. Seien die A; € C (1 < j < k) die paarweise verschiedenen, kom-
plexen Nullstellen von p und seien die m(A;) ihre Vielfachheiten, d. h.

k
p(A) =TT —a,)"*).
j=1
Dann sind die Funktionen

teft 1< j<k0<I<m(A;)—1

)

m linear unabhdingige, komplexe Losungen der homogenen Differentialgleichung
(3.6). Jede Losung von (3.6) ist Linearkombination dieser Losungen.
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Beweis. Man priift leicht nach, dal die angegebenen Funktionen Ldsungen der
homogenen Differentialgleichung (3.6) sind. Auflerdem priift man leicht, daf
diese Funktionen linear unabhéngig sind. Wir wissen vom Theorem 3.7, dal} der
Losungsraum m-dimensional ist (skalare Differentialgleichung — n = 1!). Also
bilden die angegebenen Funktionen zusammen eine Basis des Losungsraums. Jede
andere Losung ist also eine Linearkombination dieser Basis.

Korollar 3.10 (Reelle Losungen von (3.6)). Sei p das charakteristische Polynom
der Matrix A. Seien die A i € R (1 < j < ki) die paarweise verschiedenen, reellen
Nullstellen von p, und seien ;= o+ ifj und [t = aj — if; (1 < j < ko) die paar-
weise verschiedenen, echt komplexen Nullstellen von p (die Matrix A ist reell, und
somit ist fiir jeden Eigenwert [l von A die komplex Konjugierte [l ebenfalls Eigen-
wert). Seien m(A;) bzw. m(u;) die Vielfachheiten dieser Nullstellen, d. h.

ki ko
p(8) = [T(=2)"®) T] (2 — o)+ B3
Jj=1 J=1
Dann sind die Funktionen
el 1< j<k,0<1<m(A;)—1,
und

t'e%" sin(Bjt) und t' %" cos(Bjt) 1< j<hy,0<I<m(y;)—1,

m reelle, linear unabhdngige Losungen der homogenen Differentialgleichung
(3.6). Jede Losung dieser Differentialgleichung (3.6) ist Linearkombination dieser
Lésungen.

3.5 Stabilitiat und Instabilitit. Erstes Lyapunovsches Theorem

In diesem Abschnitt studieren wir das asymptotische Verhalten / Langzeitverhalten
von Losungen und Stabilitét / Instabilitdt des Gleichgewichtspunkts O des linearen
Gleichungssystems erster Ordnung

X (t) = Ax(1), (3.8)
wobei A € C"™*",

Unter dem asymptotischen Verhalten verstehen wir das Verhalten der Losungen
fiir grole Zeiten (+ — o), hier insbesondere die exponentielle Konvergenz der
Losungen gegen 0, die Beschrdnktheit von Losungen oder das Aufblasen der
Losungen fiir grole Zeiten. Anders ausgedriickt geht es hier um die exponentielle
Stabilitit, einfache Stabilitdt oder Instabilitdt des Nullpunktes, der in jeder linearen
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Differentialgleichung der ausgezeichnete Gleichgewichtspunkt ist.

In Dimension n = 1 ist die Frage nach dem asymptotischen Verhalten sehr
einfach. Die Losungen der Gleichung (3.8) sind Exponentialfunktionen der Form
x(t) = e*'xg. Falls A > 0, dann blasen alle Losungen (auBer der konstanten
Nulllosung) fiir groBe Zeiten auf. Insbesondere sind sie nicht beschridnkt; der
Nullpunkt ist instabil. Falls A < 0, dann konvergieren alle Losungen exponentiell
gegen 0; der Nullpunkt ist exponentiell stabil. Falls A = 0, dann sind alle Losungen
konstant und insbesondere beschrinkt; der Nullpunkt ist szabil.

In Dimension n > 2 ist die Frage nach dem asymptotischen Verhalten der
Losungen bzw. nach der Stabilitit des Nullpunktes etwas komplizierter. Wir zeigen
in diesem Abschnitt, daf} das asymptotische Verhalten vom Spektrum der Matrix A
abhingt.

Zur Illustration betrachten wir zuerst die Dimension n = 2. In diesem Fall
konnen wir die Vektorfelder der zugehorigen linearen Abbildung angeben. Aus
diesen Vektorfeldern koénnen wir das asymptotische Verhalten ablesen, je nach
Lage der Eigenwerte von A. Selbst wenn die Matrix A reell ist, werden wir das
Spektrum immer iiber den komplexen Zahlen betrachten. Die Matrix A hat dann
immer entweder zwei verschiedene Eigenwerte, oder einen doppelten Eigenwert.

1. Fall: Die Matrix A hat zwei reelle Eigenwerte, und beide Eigenwerte sind
strikt positiv oder beide sind strikt negativ. Beispiel:

4 —1 —4 —1
A1—(3 0 ) etA2—< 30 )
Die Eigenwerte von A sind A; = 1 und A; = 3, und die zugehorigen Eigenvek-

toren sind x| = ( é ) und x; = < ! . Alle Losungen der Differentialgleichung (3.8)

1
blasen fiir grofle Zeiten exponentiell auf. Der Gleichgewichtspunkt O ist instabil.
Die Eigenwerte von A; sind A; = —1 und A, = —3, und die zugehérigen Eigen-
vektoren sind x| = _13 und x; = i . Alle Losungen der der Differentialgle-

ichung (3.8) konvergieren (exponentiell) gegen 0. Der Gleichgewichtspunkt O ist
asymptotisch stabil oder hier sogar exponentiell stabil.

2. Fall: Die Matrix A hat zwei reelle Eigenwerte, wovon einer strikt positiv und
der andere strikt negativ ist. Beispiel:

12
e (12)

Diese Matrix A3z hat die Eigenwerte A; = —2 und A, = 3, und die zugehorigen
Eigenvektoren sind x| = ( _23 > und x, = < i > . Es gibt Losungen, die exponentiell
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Fig. 3.1 Vektorfelder der Matrizen A; und A;

gegen 0 konvergieren (ndmlich die Losungen, die im von x| aufgespannten Eigen-
raum starten), aber es gibt auch Losungen, die fiir gro3e Zeiten exponentiell auf-
blasen (alle anderen Anfangsbedingungen!). Der Gleichgewichtspunkt O heif3t hy-
perbolisch (siehe das zugehorige Vektorfeld!). Insbesondere ist der Gleichgewicht-

spunkt O instabil.
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Fig. 3.2 Vektorfeld der Matrix A3

3. Fall: Die beiden Eigenwerte der Matrix A sind nicht reell und damit aufgrund
der Dimension n = 2 zueinander komplex konjugiert, d. h. A; = A, = ¢ +if. Je
nachdem, ob o > 0, & < 0 oder o = 0, ist der Punkt instabil, exponentiell stabil

oder stabil. Beispiele:
1-2 0 1
A4—(1_1) undAs—(_1_1>.

Die Eigenwerte der Matrix A4 sind A; =i und A; = —i. Alle Losungen der Dif-
ferentialgleichung (3.8) sind periodisch; in diesem Fall ist der Gleichgewichtspunkt
0 stabil in dem Sinne, dal es zwei Nullumgebungen U und V gibt, so daf alle
Losungen zu Anfangswerten in U fiir alle Zeiten in V bleiben.
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Die Eigenwerte der Matrix As sind A} = —% + i\/g und A, = —% - i\/g. Da der
Realteil der beiden Eigenwerte A; und A, negativ ist, konvergieren alle Lésungen der

Differentialgleichung (3.8) (exponentiell) gegen 0. Der Nullpunkt ist asymptotisch
bzw. sogar exponentiell stabil.
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Fig. 3.3 Vektorfelder der Matrizen A4 und As

4. Fqall: Die Matrix A hat nur einen reellen Eigenwert, ist aber nicht diagonal-
isierbar. Beispiel:
11
Ag = (0 : ) .

Der einzige Eigenwert dieser Matrix Ag ist A; = A, = 1, und als Jordanblock ist A
nicht diagonalisierbar. Da der einzige Eigenwert positiv ist, blasen alle Losungen der
Differentialgleichung (3.8) exponentiell auf. Der Gleichgewichtspunkt O ist instabil.
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Fig. 3.4 Vektorfeld der Matrix Ag

Im Wesentlichen sind die oben betrachteten Fille alle moglichen Fille in R2.
Die Beispiele illustrieren, wie das Spektrum o (A) (d. h. die Menge der Eigenwerte
A) das asymptotische Verhalten der Losungen der Differentialgleichung (3.8) und



3.5 Stabilitdt und Instabilitéit. Erstes Lyapunovsches Theorem 41

damit die Stabilitdt bzw. Instabilitit des Gleichgewichtspunktes O beeinfluf3t.

Unser erstes Theorem charakterisiert asymptotische / exponentielle Stabilitit
des Gleichgewichtspunkts 0. Wir erlauben in diesem Theorem sogar komplexe Ma-
trizen.

Theorem 3.11 (Liapunov?). Sei A € C"™". Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(1) Es gibt Konstanten M > 1, @ > 0, so daf; fiir alle xy € C"
[ xoll2 < M e~ ||xol2,

d. h. der Gleichgewichtspunkt 0 ist exponentiell stabil.

(ii) Fiir alle xo € C" gilt
lim || xo]| = 0,
f—o0

d. h. der Gleichgewichtspunkt 0 ist asymptotisch stabil.

(ili) Wenn o(A) das Spektrum der Matrix A bezeichnet, dann ist die Spek-
tralschranke
s(A) ;== sup Red <0,
Aeo(A)

d. h. alle Eigenwerte von A haben einen strikt negativen Realteil.

Beweis. Die Implikation (i)=-(ii) ist klar.

Wir zeigen die Implikation (ii)=-(iii) durch Kontraposition. Wir nehmen also an,
daB s(A) > 0. Dann existiert ein Eigenwert A € 6(A) mit ReA > 0. Sei xo € C" ein
zugehoriger Eigenvektor. Dann gilt

k Ak kqk
*A¥xo *A*xo A A
lexoll =1 1 ==l =1 E —= 1 = lle*ll = & flxoll £+ 0.
k>0 : k>0 ’

Also konvergieren nicht alle Losungen gegen 0; der Gleichgewichtspunkt O ist nicht
asymptotisch stabil.

(iii)=-(i). Wir nehmen schlieBlich an, daB s(A) < 0. Aus dem Satz iiber die Jor-
dannormalform folgt, daf es eine invertierbare Matrix S und eine blockdiagonale
Matrix D gibt, so daB A = S~'JS. Auf der Diagonalen der Matrix J stehen Jor-
danblocke zu den Eigenwerten von A, d. h. J = diag (Jy,,...,Jy, ). Es gilt

[l = (IS~ eS|
—1
< IS eI SII-

Es geniigt also zu zeigen, daB ||| < M e~ fiir Konstanten M > 1, ® > 0 und fiir
allet > 0. Es gilt ¢ = diag (¢ ,..., "), und die explizite Formel fiir ¢/ (siehe

2 Aleksandr Mikhailovich Liapunov (6.6.1857-3.11.1918)
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Seite 32) zeigt, daB es fiir alle @ € (0, —s(A)) eine Konstante M > 1 gibt, so daB
e || < Me™®, t>0.

Wir haben gezeigt, dal die Aussage (i) aus (iii) folgt.

Der Beweis des folgenden Theorems ist eine Ubung: man benutze wieder die
expliziten Formeln fiir 4.

Theorem 3.12. Die Matrix A € C"™" habe wenigstens einen Eigenwert mit strikt
positiven Realteil, d. h. s(A) > 0. Dann ist der Gleichgewichtspunkt 0 instabil in
dem Sinne, daf3 es nicht beschrinkte Losungen gibt.

3.6 Reihenentwicklung von Losungen

Dans ce dernier paragraphe sur les équations linéaires on considere 1’équation
linéaire non-autonome d’ordre m

xU(0) + ey ()" D (1) + -+ ap(1)x(r) = 0. (3.9)

On suppose que les coefficients a; sont continue sur 'intervalle (—r,r), et on sup-
pose méme que toute fonction a; admet en 0 en développement illimit€ en série
entiere avec rayon de convergence > r, c.a.d.

aj(t) = Z Otkjtk, t € (—nr).
k=0

Dans ce cas, on a la proposition suivante.

Proposition 3.13. Soit x une solution de I’équation différentielle (3.9). Alors
x(t)=Y mt*, te(-nr),
k=0

la série étant absolument convergente.

On ne va pas démontrer cette proposition mais plutot I’illustrer dans I’exemple
suivant.

Beispiel 3.14 (Equation d’Airy). On considere [’équation différentielle d’Airy
X" (t) —tx(t) = 0. (3.10)

On suppose que la solution de cette équation différentielle admet un développement
illimité de la forme

3 George Biddell Airy (27.7.1801-2.1.1892)
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x(t) =Y mtt,
k=0

la série étant absolument convergente pour |¢| < 7.
En remplacant la solution x dans (3.10) par cette série entiere on obtient

Y mek(k— 1) =Y mt ! =0,
= =0

ou

o

2+ Y (Mg (k+2)(k+1) —myy) t* =0.
k=1

Le théoréme d’unicité pour les séries entieres dit que tous les coefficients dans cette
série sont nécessairement 0. En particulier,

n2 =0.

Sinon, le coefficients 1y et 1; peuvent étre choisis arbitrairement. Si 1 et 17; sont
fixes, alors pour tout k > 1

1

Ni+2 = mnk—l-

Ceci implique que pour tout k > 1

1
N3g = m%k—s,

1
N3k+1 = mn%fz,
M3k+2 = 0.

Les solutions x de I’équation d’ Airy sont alors compleétement déterminées dés qu’on
connait les conditions initiales x(0) = 1o et x'(0) = 1.






Kapitel 4
Stabiliat

In diesem Kapitel betrachten wir die nichtlineare, autonome Differentialgleichung

X (1) = f(x(1)), 4.1)

wobei f : D — R" eine stetige Funktion auf einer offenen Menge D C R” ist; die
Funktion f hingt nicht explizit von der Variable ¢ ab (autonom = zeitunabhiingig).

Definition 4.1. Ein Punkt xo € D heilit Gleichgewichtspunkt (oder stationdirer
Punkt, stationdre Losung, kritischer Punkt) der Differentialgleichung (4.1) falls

f(x0) =0.

Diese Definition, die eine Nullstelle einer Funktion anders benennt, erklirt
sich durch die Beobachtung, daB die konstante Funktion x(¢) = xo Losung der
Differentialgleichung (4.1) ist.

Im vorigen Abschnitt haben wir schon verschiedene Arten von Gleichgewicht-
spunkten betrachtet, zumindest bei linearen Differentialgleichungen. Hier geben wir
eine formale Definition fiir den allgemeinen Fall.

Definition 4.2. Sei x( ein Gleichgewichtspunkt fiir die Differentialgleichung (4.1).

(a) Wir sagen, dal} der Gleichgewichtspunkt xq stabil ist, falls es fiir jede Umge-
bung U C D von xj eine andere Umgebung V C D von xp gibt, so daf jede
Losung x der Differentialgleichung (4.1) mit Anfangsbedingung x(0) € V
global (auf dem Intervall [0, eo[) existiert und x(¢) € U fiir alle # > 0.

(b) Wir sagen, daB3 der Gleichgewichtspunkt xo asymptotisch stabil ist, falls es
eine Umgebung U C D von xj gibt, so daf} jede Losung x der Differentialgle-
ichung (4.1) mit Anfangsbedingung x(0) € U global (auf dem Intervall [0, co|)
existiert und limy o0 x(f) = Xg.

(c) Wir sagen, dafl der Gleichgewichtspunkt xg exponentiell stabil ist, falls es
eine Umgebung U C D von x¢ und Konstanten M > 1, @ > 0 gibt, so daB
jede Losung x der Differentialgleichung (4.1) mit Anfangsbedingung x(0) € U
global (auf dem Intervall [0, oo[) existiert und ||x(7) —xo|| < M e~ ||x(0) — x|

45
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(d) Wir sagen, daf} der Gleichgewichtspunkt xq instabil ist, falls xo nicht stabil ist.

Wir betrachten hier asymptotisches Verhalten von Losungen und Stabilitét von
Gleichgewichtspunkten nur fiir grole Zeiten (r — o). Genauer wire es etwa, von
positiv stabilen Gleichgewichtspunkten zu sprechen, und einen Gleichgewicht-
spunkt negativ stabil zu nennen, wenn eine analoge Eigenschaft fiir Zeiten t — —oo
gilt. Eine Inversion der Zeit entspricht aber genau einem Ersetzen der Nichtlinearitit
f durch —f. Insofern geniigt es, das asymptotische Verhalten fiir Zeiten t — oo zu
studieren.

Lemma 4.3. Sei xg ein Gleichgewichtspunkt der Differentialgleichung (4.1). Dann
gilt:

Xo ist exponentiell stabil
!
Xo ist asymptotisch stabil

¢

Xo ist stabil .

Dank des ersten Theorems von Lyapunov (Theorem 3.11) sind asymptotis-
che Stabilitit und exponentielle Stabilitdit bei linearen Differentialgleichungen
dquivalent. Im Allgemeinen gilt eine solche Aquivalenz aber nicht. Es gibt Gle-
ichungen, in denen ein Gleichgewichtspunkt asymptotisch stabil, aber nicht expo-
nentiell stabil ist (etwa der Nullpunkt fiir die skalare Gleichung x'(t) = —x(¢)*).

4.1 Linearisierte Stabilitit. Das zweite Theorem von Lyapunov

Das folgende zweite Theorem von Lyapunov ist eine Folgerung aus dem ersten The-
orem von Lyapunov (und aus dem Lemma von Gronwall). Es gibt eine hinreichende
Bedingung fiir exponentielle Stabilitét.

Theorem 4.4 (Lyapunov; linearisierte Stabilitéit). Sei xo € D ein Gleichgewicht-
spunkt fiir die Differentialgleichung (4.1). Die Funktion f sei stetig differenzierbar.
Falls s(f'(x0)) < 0, dann ist xo exponentiell stabil.

Beweis. Indem man die Funktion f durch die verschobene Funktion f(- —xg) (auf
einem verschobenen Definitionsbereich) und die Losung x durch x — xq ersetzt,
konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daf3 xp = 0.

Sei A := f(0) € R"*". Nach der WeierstraBschen Zerlegungsformel ist

f(x) = £(0)+ ' (0)x+r(x)
=Ax+r(x), x€D,

wobei der Rest die Bedingung limyj, o ”ﬁiﬁ)zu = ( erfiillt. Die Differentialgleichung

(4.1) wird also umgeschrieben zur Differentialgleichung
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X (t) = Ax(t) + r(x(2)).

Nach Voraussetzung an die Spektralschranke von A und nach dem ersten The-
orem von Lyapunov (Theorem 3.11) existieren Konstanten M > 1 und @ > 0, so
daf3

]| < Me®, t>0.

Wir withlen nun § > 0 so klein, daB die abgeschlossene Kugel B(0,8) ganz in D
liegt und [|r(x)||2 < 53 [lx[|2 fiir alle x € B(0,8). Ein solches & existiert, weil D
offen ist und aufgrund der Eigenschaft des Rests r.

Sei x; € R”, so daB ||x;]]2 < % und sei x : [0, ]— R” eine maximale Losung
der Differentialgleichung (4.1) zur Anfangsbedingung x(0) = x;. Sei B’ := sup{t €
[0, B[|u(s) € B(0,8) fiir alle s € [0,7]}.

Aus dem Theorem 3.5 folgt die Gleichung

t
X(t) = e+ / A r(x(s)) ds, 1€ [0,
0
Aus der Dreiecksungleichung folgt, daB fiir alle 7 € [0, B[

_ T o @
()]l < M o+ | M2 ()] ds

bzw. .
w
e [|x(r)ll2 SMIIMHer/0 Ee‘MIIX(S)IIz ds.

Indem wir das Lemma von Gronwall (Lemma 2.5) auf die Funktion ¢(z) :=
e®"||x(t)||» anwenden, erhalten wir die Abschitzung

e |x(1) |2 < Me?'||xi[|2, € [0,T).

Aus der Bedingung ||x; || < %v folgt zuerst, daB ||x(z)|| < g fiir alle 7 € [0, 3'[. Die
maximale Losung verldBt auf dem Intervall [0, 3”[ die kompakte Kugel mit Mit-
telpunkt O und Radius % also nicht. Nach Definition von B’ folgt daraus zuerst
B’ = B und schlieBlich, aufgrund der Eigenschaften von maximalen Losungen,
B = . Die maximale Losung ist also eine globale Losung, womit wir hier meinen,
daB sie auf dem Intervall [0,oo[ existiert. Die obige Abschitzung zeigt dann aber
|lx(7)]| < Me™ % ||x; || fiir alle 7 > 0. Der Punkt 0 ist also exponentiell stabil.

Man kann auch das folgende Theorem beweisen, welches aus dem entsprechen-
den Theorem 3.12 im linearen Fall folgt.

Theorem 4.5. Sei xo € D ein Gleichgewichtspunkt fiir die Differentialgleichung
(4.1). Die Funktion f sei stetig differenzierbar. Falls s(f'(x)) > 0, d. h. falls f'(x)
einen Eigenwert mit strikt positiven Realteil besitzt, dann ist x( instabil.

Wenn alle Eigenwerte der Linearisierung f’(xo) Realteil kleiner oder gleich O
haben, dann kann man im Allgemeinen nichts iiber die (asymptotische) Stabilitit
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oder Instabilitdt des Gleichgewichtspunktes aussagen. Betrachte dazu die Differen-
tialgleichungen () = —x(¢)* (der Gleichgewichtspunkt xo = 0 ist asymptotisch
stabil) und ¥'(¢) = x(¢)* (der Gleichgewichtspunkt xo = O ist instabil). In beiden
Fillen ist f'(x) = 0.

4.2 Lyapunovfunktionen

Wir betrachten die autonome (= zeitunabhingige) Differentialgleichung (4.1), nun
mit einer stetig differenzierbaren Funktion f : D — R" auf einer offenen Menge
D CR™

Definition 4.6 (Lyapunovfunktion).
(a) Eine Funktion V : D — R heilit Lyapunovfunktion fiir die Differentialgleichung
(4.1), falls V stetig differenzierbar ist und
V(x):=(V'(x),f(x)) <0 fiirallex € D.

(b) Eine Funktion V : D — R heif3t strikte Lyapunovfunktion fiir die Differential-
gleichung (4.1), falls V Lyapunovfunktion ist und falls fiir alle x € D

V) =0 = f(x)=0.

Die Bedeutung von Lyapunovfunktionen zeichnet sich durch das folgende
Lemma aus.

Lemma 4.7. (a) Eine stetig differenzierbare Funktion V : D — R ist genau dann
eine Lyapunovfunktion fiir die Differentialgleichung (4.1), wenn fiir jede
Losung x der Differentialgleichung (4.1) die Verkniipfung V (x) =V ox mono-
ton fallend ist.

(b) IstV :D — R eine strikte Lyapunovfunktion fiir die Differentialgleichung (4.1)
und ist die Verkniipfung V (x) fiir eine gegebene Losung x von (4.1) konstant,
dann ist die Losung x konstant.

Beweis. (a) Sei x eine Losung von (4.1). Dann giltg

SV0) = (V' (x(0). 1) @2)
= (V' (al0)), S (0)
= V(x(1)) <0

Also ist V (x) monoton fallend.

Die Umkehrung beweist sich unter der Benutzung von (4.2) ganz analog.

(b) Sei nun V eine strikte Lyapunovfunktion, und sei x eine Losung, so daf} die
Verkniipfung V (x) konstant ist. Nach (4.2) ist dann V(x(z)) = O fiir alle ¢, d. h.
f(x(r)) = 0 fiir alle 7. Mithin ist x'(£) = 0, h. h. x ist konstant.
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Beispiele 4.8. (a) GRADIENTENSYSTEME: Sei F : D — R zweimal stetig differen-
zierbar auf einer offenen Menge D C R”. Dann ist V = F strikte Lyapunovfunktion
fiir das Gradientensystem

¥ () + VF(x(r)) =0,

in dem VF der Gradient von F ist. In der Tat, ist x : I — R” eine Losung dieser
Differentialgleichung, dann gilt

() = L F(x(r))
— (VF(x(1)). X (1))
— =B < o

d. h. die Verkniipfung ¢ — F(x(t)) ist monoton fallend, und die Verkniipfung ist
genau dann konstant, wenn die Losung x konstant ist.

(b) HAMILTONSCHE SYSTEME: Sei H : D — R, H = H(x, p) eine zweimal stetig
differenzierbare Funktion auf einer offenen Menge D C R" x R”. Dann ist H Lya-
punovfunktion fiir das Hamiltonsche System

(1) = V,pH(x(t), p(t))
P'(t) = =V.H(x(t), p(t)).

In der Tat, ist (x,p) : I — R"” x R" eine Losung dieser Differentialgleichung, dann
gilt

d

—H(x(1),p(t)) =

7 VH(X(I),p(f)),(x/(t)vp/(t))>R"xR”

(

(ViH (x(1), p(1)) ' (1) ) + (VpH (x(0), p(£)) P (1) )
— ('), (O)mr + (1), P (1) )

0’

d. h. die Funktion t — H(x(z), p(¢)) ist konstant (und damit monoton fallend).
(c) DAS MATHEMATISCHE PENDEL: Fiir & > 0 betrachten wir die Differential-
gleichung des mathematischen Pendels
X'(t) +ax (1) +x(t) = 0.

Diese Differentialgleichung zweiter Ordnung ist dquivalent zur Differentialgle-

ichung erster Ordnung
a0 1
u'(t) = <—l o u(r).
Die Funktion V : R? — R, gegeben durch

1 1
V(uo, 1) = 5 [luoll3 + 3 [l 13
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ist Lyapunovfunktion dieses Systems. In der Tat, ist x : I — R Losung der Gleichung
des mathematischen Pendels, dann gilt

Ly (x(0). (1) = (x0).2 (1) + (¢ (1), (1))

dt
=—al¥(@0)]z <o0.

(d) EIN GRADIENTENSYSTEM ZWEITER ORDNUNG: Sei F' wie im Beispiel (a)
und sei & > 0. Wir betrachten die Differentialgleichung zweiter Ordnung

X' (t) +ox! (t) + VF (x(t)) = 0.
Sei x : I — R" eine Losung dieses Problems. Dann gilt

LGOI+ F0) =—alX ()3 <0,

d. h. die Funktion V (ug,u;) := %Hu] |5+ F (1) ist eine Lyapunovfunktion.
Sei x: Ry — R” eine stetige Funktion. Dann heif3t die Menge
o(x) :={zeD:3(tj) Seomitx(t;) = z(j —o0)}

W-Limesmenge von x.
Die w-Limesmenge ist die Menge aller Haufungswerte der Funktion x fiir r — oo.
Eine andere Definition der Menge ®(x) ergibt sich aus dem folgenden Lemma.

Lemma 4.9. Sei x: Ry — R” eine stetige Funktion. Dann ist

o) = N EE 5=
t>0

Beweis. Sei z € w(x). Nach Definition gibt es dann eine Folge (¢;) " e, so daB
limj_,.x(¢;) = z. Da die Folge (r;) unbeschrinkt ist, ist z € {x(s) : s >} fiir alle
t>0. Also gilt z € (50 {x(s) : s > 1}.

Sei umgekehrt z € (50 {x(s) : s >¢}. Dann ist z € {x(s) : s > ¢t} fiir alle r > 0.
Also gibt es fiir jedes j € Nil ein7; > j mit ||x(¢;) —z|| < 1/;. Die Folge (¢;) /" oo,
die man so erhilt, divergiert bestimmt und lim;j_,. x(;) = z. Also gilt z € w(x).

Lemma 4.10. Sei x : R, — R” eine stetige, beschrankte Funktion. Dann gilt:
(a) Die w-Limesmenge (x) ist nichtleer, kompakt und zusammenhdingend.
(b) limy_edist(x(2), 0(x)) = 0.

(¢) Esist o(x) = {z} (d. h. die ®-Limesmenge besitzt nur ein Element) genau
dann, wenn lim;_, x(t) = z.

(d) Ist x eine globale, beschrinkte Losung der Differentialgleichung (4.1) und ist
®(x) C D, dann ist ®(x) invariant unter dieser Differentialgleichung, d. h. jede
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Lisung z : [0, B[— R” der Differentialgleichung mit z(0) € w(x) erfiillt z(t) €
o(x) fiir alle t € [0,B]. Da hier w(x) sogar kompakt ist, ist jede maximale
Losung zu einem Anfangswert in @(x) eine globale Lisung.

Beweis. (a) Da die Funktion x stetig und beschrinkt ist, sind die Mengen

{x(s) : s >1}

nichtleer, kompakt und zusammenhingend (die letzte Eigenschaft ergibt sich aus
der Stetigkeit von x). Sie sind auerdem monoton fallend in 7. Also ist der Schnitt
(x) ebenfalls nichtleer, kompakt und zusammenhingend (sic!).

(b) Nach dem Theorem von Bolzano-Weierstra$} besitzt jede unbeschrinkte Folge
(tn)nen /oo eine Teilfolge (1, )ken, so dal

lim x(t,, ) = z € ©(x).
k—so0
Insbesondere gilt fiir diese Teilfolge

lim distx(z,, ), ®(x)) = 0.
k—yo0
Daraus und aus einem Widerspruchsargument folgt die Behauptung.
Die Aussage (c) folgt direkt aus der Aussage (b) und aus der Definition von @ (x).
(d) Sei zo € w(x) C D, und sei z maximale Losung der Differentialgleichung (4.1)
zur Anfangsbedingung z(0) = zo. Sei ¢ € R;.. Nach Definition der @-Limesmenge
existiert eine Folge (,)nen /oo, so da}

’}grolox(tn) =20-

Aus der stetigen Abhingigkeit von Losungen von den Daten folgt

lim x(z +1,) = z(1).

n—oo

Insbesondere gilt z(7) € @(x) fiir alle # aus dem maximalen Existenzintervall. Die
o-Limesmenge ist also invariant. Da sie auch kompakt ist, und wegen der Eigen-
schaften von maximalen Losungen, ist z globale Losung.

Theorem 4.11 (Invarianzprinzip von La Salle!). Sei V eine Lyapunovfunktion
fiir die Differentialgleichung (4.1), und sei x : R, — R" eine globale, beschrinkte
Lésung dieser Differentialgleichung, so daf3 {x(t) : t > 0} C D. Dann gilt:

(a) Der Grenzwert limy_,o. V (x(t)) =: Ve existiert.
(b) Die Funktion 'V ist konstant = Ve auf @(x).

(c) FallsV eine strikte Lyapunovfunktion ist, dann ist jedes Element zp € ®(x) ein
Gleichgewichtspunkt.

' La Salle ()
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Beweis. (a) Das Bild {x(¢) : # > 0} der Losung ist nach Voraussetzung beschrénkt.
Der Abschluf} dieses Bildes ist also kompakt, und nach Voraussetzung auch eine
Teilmenge von D. Da V stetig ist, ist die Funktion # — V (x(¢)) beschrinkt. Da V
aber auch eine Lyapunovfunktion ist, ist die Verkniipfung V o x monoton fallend.
Also existiert der Grenzwert limy_,o, V (x(z)).

(b) Sei z € w(xp). Dann existiert eine Folge (¢,),en 7 00, so daB lim,, e x(2,) = z.
Aus der Stetigkeit von V folgt

V(z) = im V(x(t,)) = Veo.
n—o0
(c) Sei nun V eine strikte Lyapunovfunktion. Ist dann z eine Losung der Dif-
ferentialgleichung (4.1) zu einem Anfangswert z(0) € ®(x), dann ist die Funktion
t — V(z(2)) konstant wegen (b) und wegen Lemma 4.10. Aus der Charakterisierung
einer strikten Lyapunovfunktion folgt, da die Funktion z selbst schon konstant ist,
und das heift, daB z(0) € @(x) ein Gleichgewichtspunkt ist.

Korollar 4.12. Sei V eine strikte Lyapunovfunktion fiir die Differentialgleichung
(4.1). Falls die Menge der Gleichgewichtspunkte

S:= {xo eD: f(xo) 20}

diskret ist, dann konvergiert jede globale, beschrankte Losung x : Ry — R” dieser
Differentialgleichung mit {x(t) : t > 0} C D fiir t — oo gegen einen Gleichgewicht-
spunkt.

Beweis. Sei x : Ry — R” eine globale, beschrinkte Losung der Differentialgle-
ichung (4.1). Es gelte {x(¢) : # > 0} C D. Weil V eine strikte Lyapunovfunktion ist,
ist nach La Salles Invarianzprinzip (Theorem 4.11 (c)) die @-Limesmenge @ (x) eine
Teilmenge von S. Nach Lemma 4.10 (a) ist die @-Limesmenge zusammenhéngend
und nichtleer. Weil S nach Voraussetzung diskret ist, ist die w-Limesmenge eine
einelementige Menge. Nach Lemma 4.10 (c) existiert dann lim,_,.x(¢) und der
Grenzwert ist ein Gleichgewichtspunkt.

Korollar 4.13. Sei V : D — R eine Lyapunovfunktion fiir die Differentialgleichung
(4.1), und sei xo € D ein Gleichgewichtspunkt.

(a) Ist der Punkt xy ein striktes, lokales Minimum von V, d. h. es gibt eine Umge-
bung U C D von xo, so daf3 V(x) > V(xo) fiir alle x € U\ {xo}, dann ist xo
stabil.

(b) IstV zusdtzlich eine strikte Lyapunovfunktion und ist xq ein isolierter Gleich-
gewichtspunkt, dann ist xy asymptotisch stabil.

Beweis. (a)Sei U C D eine Umgebung von xy. Dann ist auch U N U eine Umgebung
von xg, und somit gibt es ein r > 0, so daB die abgeschlossene Kugel B(xo,r) in
U NU liegt. Dann ist V (x) > V(xo) fiir alle x € B(xo,7) \ {x0}. Wegen Kompaktheit
des Randes dB(xo,r) und wegen Stetigkeit von V ist dann m := minjp(,, )V (x) >
V(xp). Sei ¢ €]V (xp), m[ und sei
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U.:={x € B(xo,r) : V(x) < c}.

Dann ist U, eine kompakte Umgebung von xg. Sei x; € U, und sei x die maxi-
male Losung der Differentialgleichung (4.1) zur Anfangsbedingung x(0) = x;. Da
V eine Lyapunovfunktion fiir diese Differentialgleichung ist, ist die Verkniipfung
V(x) monoton fallend, und nach Definition von U, und von m, bleibt die maximale
Losung in U, und damit in B(xo,r) fiir alle # im maximalen Existenzintervall. Da
die Menge U, kompakt ist und in D liegt, kann die maximale Losung x weder in
endlicher Zeit aufblasen noch sich dem Rand von D annihern. Sie ist also eine
globale Losung, die die ganze Zeit in U, und damit in U bleibt.

(b) Nach (a) ist der Gleichgewichtspunkt xy schon stabil. Insbesondere gibt es
eine kompakte Umgebung U C D von xp, die invariant unter der Differentialgle-
ichung (4.1) ist. Wenn man U klein genug wihlt, was immer mdglich ist, dann ist
xo der einzige Gleichgewichtspunkt in U. Jede Losung, die in U startet, bleibt in
dieser kompakten Menge, und nach Korollar 4.12 konvergiert sie gegen eine Gle-
ichgewichtslosung, die notwendigerweise in U liegt. Also konvergiert jede Losung,
die in U startet, fiir t — oo gegen xp. Also ist xp asymptotisch stabil.






Kapitel 5
Mannigfaltigkeiten

5.1 Definition und Grundbegriffe

Wenn wir im Folgenden Teilmengen .# des euklidischen Raums betrachten, dann
betrachten wir sie immer auch versehen mit der induzierten, euklidischen Metrik.
Es existieren in der Literatur mehrere Definitionen von Mannigfaltigkeiten. Fiir die
Definition von Untermannigfaltigkeiten des euklidischen Raums ist es praktisch,
das folgende Theorem als Grundlage zu nehmen.

Theorem 5.1. Sei .# C RN™™ cine Menge, a € .# und k € NU {eo}. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

®

(i)

(iii)

(iv)

(Lokale Parameterdarstellung I) Es gibt eine offene Umgebung V C RVNtM
von a, eine offene Teilmenge W C RN und eine C*-Funktion Vv W —=VC
RNM 50 dafp

@ yW)=.znV,
(b) y: W — # NV ist ein Homéomorphismus, und
©) Jy(y(a)) € LRN,RN™M) ist injektiv.

(Lokale Parameterdarstellung II) Es gibt eine offene Umgebung V. C RNtM
von a, eine offene Teilmenge W C RVN*M ynd einen C*-Diffeomorphismus ¥ :
W=V, sodaf P({xeW :xyr1 = =xnym=0}) =4NV.

(Lokale Darstellung iiber implizite Funktion) Es gibt eine offene Umge-
bung V. C RN*M von a und eine C*-Funktion F : V — RM, so daf3

@ Flyrv="0und
(b) Jr(a) € L(RNM RM) jst surjektiv.

(Lokale Darstellung als Graph) Es gibt, nach Permutation der Koordinaten
in RN*M (1), eine offene Umgebung W C RN von a, eine offene Umgebung
W' CRM von a (hierbei ist a = (a,a')), und eine C*-Funktion f: W — W',
so daf3

55
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{ZX)=xeWxW :xe#}={(xf(x)): xe€W}.

Beweis. Die Implikation (iii)=-(iv) ist eine direkte Konsequenz aus dem Satz iiber
die implizite Funktion.

Aus der Aussage (iv) folgt die Aussage (i), wenn man v : W — RN*M durch
(%) = (%, f(%)) definiert.

(i)=(ii) Seien ¥ und W wie in (i). Ergiinze eine Basis {ny, ..., ny} des Bildes
von Jy, (W1 (a)), welches nach Voraussetzung ein N-dimensionaler Unterraum von
RN*M ist, mit den Vektoren ny_ 1, ..., ny1u € RV™™ zu einer Basis von RV*M,
Definiere sodann die Funktion ¥ : W x RM — RV*M durch ¥(x) := ¥ (,x) :=
y(x) + ):’}/I:lxN+ jnn+j- Die Jacobimatrix Jy (¥ ~!(a)) ist dann invertierbar! Aus
dem Satz iiber die lokale Inverse folgt dann, daB8 es eine offene Umgebung W C
RVN*M von ¥~=!(a) = (y~'(a),0,...,0) und eine offene Umgebung V von a gibt,
sodall ¥: W — V ein Diffeomorphismus ist. Ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit
kann man die Umgebung V so klein wihlen, daB V C V. Nach Definition von ¥ gilt
offensichtlich W({x e W : xy11 = =xysm =0}) =4 NV.

(ii)=>(iii) Definiere F : V — RM durch F(x) := ¥~ (x)/ := (Y (*)n4j)1<j<m
(die Funktion ¥~! verkniipft mit der Projektion P auf die letzten M Koordinaten).
Dann ist F(.# NV) =0 und Jr(a) = P o Jy-1(a) ist surjektiv.

Eine Teilmenge .# C R¥*M heift C*-Mannigfaltigkeit oder genauer C*-
Untermannigfaltigkeit von R¥*™_ wenn in jedem Punkt a € .# eine der vier
dquivalenten Aussagen (und damit jede Aussage) aus Theorem 5.1 gilt, wobei N,
M nicht vom Punkt a abhingen sollen. Die Zahl N ist dann die Dimension der
Mannigfaltigkeit, und M ihre Kodimension.

Beispiele 5.2. (a) Kurven. Sei / C R ein Intervall und sei y : I — R'*M eine
injektive C*-Funktion (ersetze “injektiv” durch stirkere Bedingung), so daB
V(1) # 0 for every t € I. Dann ist .# = y(I) eine eindimensionale C*-
Mannigfaltigkeit (wir benutzen hier die Eigenschaft (i) aus Theorem 5.1).

(b) Die N-Sphiren. Die N-Sphére
N+1
SVi={xeRN*!: le?: 1}
i=1

ist eine N-dimensionale C”-Mannigfaltigkeit. In der Tat ist die N-Sphére Null-
stellenmenge der Funktion F : RV — R, F(x) = Y¥'x? — 1 und fiir alle
x € SV ist die Jacobimatrix (der Gradient) Jr(x) = (2x1,...,2xy+1) surjektiv
(da ## 0) (wir benutzen hier die Eigenschaft (iii) aus Theorem 5.1).

(c) Zylinder.
(d) Die speziellen, linearen Gruppen. Fiir jedes N € N>, ist die spezielle, lineare

Gruppe
SL(N) :={A ¢ RV*N : detA = 1}

eine (N2> — 1)-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit (und gleichzeitig eine
Gruppe beziiglich der Matrixmultiplikation!). In der Tat ist die spezielle, lin-
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eare Gruppe SL(N) Nullstellenmenge der Funktion F : RVN R, F(A) =
detA — 1, und fiir alle A € SL(N) ist die Jacobimatrix (der Gradient) Jr(A)
surjektiv (da # 0; man zeige zum Beispiel Jr(A)A # 0) (wir benutzen wieder
die Eigenschaft (iii) aus Theorem 5.1).

(e) Das Mobiusband.

(f) Produktmannigfaltigkeiten. Sind .# C R™ und 4 C R" zwei Ck-
Mannigfaltigkeiten, dann ist das kartesische Produkt .#Z x .4 C R™ x R" =2
R™" ebenfalls eine Mannigfaltigkeit, nimlich der Dimension dim.# +
dim.#", wie man leicht nachpriift. Zum Beispiel ist 7, := S} x S} C R*
eine (kompakte) 2-dimensionale Mannigfaltigkeit; sie heilit Torus. Fiir jedes
0 < r < R ist der Torus 7, “diffeomorph” zur Menge

T :={((R+rcosa) cos B, (R+rcosa) sinB,rsina) : (a,B) € R?},

die eine Untermannigfaltigkeit des R und damit leichter vorstellbar ist.

Sei .# C RN*M eine N-dimensionale Mannigfaltigkeit. Seien V C RV*M W C
RN offene Mengen, und y : W — R¥*M wie in Eigenschaft (i) des Theorems 5.1.
Sei U:=VN.# =wy(W)C .« das Bild von y (eine offene Teilmenge von .Z),
und sei @ = y~!. Dann heiBt (¢,U) Karte von .#. Eine Familie ((¢q,Uq))aca
von Karten von .7 heiBt Atlas, wenn (Ugy)qea eine Uberdeckung von .7 ist, d. h.
M =Jgea Ua- Jede Mannigfaltigkeit besitzt nach Theorem 5.1 einen Atlas: in der
Tat gibt es nach Theorem 5.1 (i) fiir jedes a € .# eine Karte (¢,,U,), so daB U, eine
Umgebung von a (in .#!) ist. Wihlt man fiir jedes a € .# eine solche Karte, dann
ist (Uy)ac. eine Uberdeckung von .7, und somit ((@,,U,))ac. s ein Atlas. Ist die
Mannigfaltigkeit kompakt, dann besitzt sie immer einen endlichen Atlas (d. h. die
Indexmenge A kann endlich gewihlt werden). Dies folgt direkt aus der Definition
eines Atlas und der Kompaktheit.

Ubung 5.3 Man zeige, dafs es fiir den Kreis Sy einen Atlas gibt, der aus zwei Karten
besteht, nicht aber einen Atlas, der nur aus einer Karte besteht.

Sei .# C RN*M gine N-dimensionale Mannigfaltigkeit. Sei a € .# und sei
(9,U) eine Karte mit a € U. Dann heif3t

Tu M = {a} xRgJ,-1(p(a))
Tangentialraum und
Nyt = {a} x (RgJy1 (y(a))*

Normalenraum an die Mannigfaltigkeit .# im Punkt a (das orthogonale Komple-
ment ist hier beziiglich des euklidischen Skalarprodukts zu nehmen). Des Weiteren
heif3t
T A = U T,.#
ac M
Tangentialbiindel bzw. Tangentialmannigfaltigkeit und entsprechend
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N = U N, M
ac M

Normalenbiindel.

Eine stetige Funktion f : .# — .4 zwischen zwei C*-Mannigfaltigkeiten .#
und .4 ist differenzierbar (bzw. I-mal stetig differenzierbar oder € C' fiir ein
1 <1< k), wenn fiir jede Karte (¢,U) von .# und jede Karte (y,V) von .4 die
Abbildung yo foe~! von (f~1(V)NU)) nach y(V) differenzierbar (bzw. I-mal
stetig differenzierbar) ist. Mit C!(.#,.4") bezeichnen wir die Menge aller /-mal
stetig differenzierbaren Funktionen von .# nach .4"; wir schreiben kurz C!(.#)
anstelle von C' (. ,R).

5.2 Integration auf Mannigfaltigkeiten

Fiir eine Funktion f : .# — R heift die Menge

M
suppf:={xe.# : f(x)#0}
Trager der Funktion.

Lemma 5.4. (a) Die Funktion f : RY — R gegeben durch

) m exp(W) Salls ||x|| < 1,
0 Salls ||x|| > 1,

ist beliebig oft differenzierbar und supp f = B(0, 1) (abgeschlossene Einheit-
skugel).

(b) Sei f € C*(RV) eine Funktion mit kompakten Triger und g € R(R") (Rie-
mannintegrierbare Funktionen). Dann ist die Faltung f+ g : RY — R gegeben
durch

(Fr9)0) = [ FOlste=y)dy= [ flx=1)s0)dy

beliebig oft differenzierbar und hat kompakten Triiger.

(c) Sei.# eine Ck-Mannigfaltigkeit, (y,U) eine Karte und K C U kompakt. Dann
gibt es eine Funktion f € C*(.) mit

0<f<1,
f=1auf K und
supp f C U.

Beweis. (a) Nachrechnen.

(b)
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Lemma 5.5. Sei .#/ C RY eine beliebige, nichtleere Menge, versehen mit der in-
duzierten, euklidischen Metrik. Dann gilt:

(a) Die Menge
B = {B(x,r)N.A : xc Q" rcQo}

ist eine abzdhlbare topologische Basis von .# in dem Sinne, daf jedes El-
ement von A eine offene Teilmenge von A ist, und dafs es fiir jede offene
Menge U C A eine Teilmenge B' C B gibt, so daU = Uy V.

(b) Jede offene Uberdeckung von .# besitzt eine abzihlbare Teiliiberdeckung.

Bemerkung. Man sagt, daf} ein metrischer Raum, der eine abzihlbare, topologis-
che Basis besitzt, das zweite Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt. Ein metrischer Raum,
in dem jede offene Uberdeckung eine abzihlbare Teiliiberdeckung besitzt, heift
auch Lindelofraum. Der Beweis von von Lemma 5.5 (b) zeigt, daB} jeder metrische
Raum, der das zweite Abzidhlbarkeitsaxiom erfiillt, ein Lindelofraum ist.

Beweis. (a) Die Abzéhlbarkeit der Menge & folgt aus der Abzdhlbarkeit von Q.
Es ist auch klar, daB jedes Element von £ eine offene Teilmenge von .7 ist; man
verwendet dazu im Wesentlichen, daB die Kugeln B(x, r) offen in R" sind. Sei nun
schlieBlich U C . offen. Fiir jedes x € U gibt es nun ein V, € 4, so dal x € V, und
Vi CU.Sei &' :={V, : xe€U}.Dannist Uyeg = U.

(b) Sei (Ug)qea eine offene Uberdeckung von .Z, d. h. die Mengen U, sind
offen in .# und A = Jyes Uq. Sei & eine abzihlbare topologische Basis von
# (zum Beispiel wie in (a)). Fiir jedes o € A gibt es dann eine (notwendigerweise
abzihlbare) Teilmenge B C %, so daB Uy = Uy, V- Sei B :=Uyes Ba. Dann
ist auch #’' C % abzihlbar, und offensichtlich ist auch %’ eine offene Uberdeckung
von 4, d. h. # =Jycgp V. Fiir jedes V € B’ gibtes ein ay € A mit V C Uy, .
Damit ist (Ug, )yc 4 eine abzihlbare Teiliiberdeckung von ..

Eine Teilmenge eines metrischen Raums heif3t relativ kompakt, wenn ihr Ab-
schluf} kompakt ist. Ein metrischer Raum, in dem jeder Punkt eine kompakte Umge-
bung besitzt, heiBt lokal kompakt. Der Raum R” ist lokal kompakt, weil fiir je-
den Punkt x € RV die abgeschlossene Kugel B(x,r) (r > 0 beliebig) eine kompakte
Umgebung ist.

Lemma 5.6. Sei .#4 C RN*M eine Mannigfaltigkeit. Dann gilt:

(a) Jeder Punkt a € M besitzt eine relativ kompakte, offene Umgebung U C A .
Insbesondere ist M lokal kompakt.

(b) Es gibt eine Folge (K,) von kompakten Teilmengen von #, so daf3 K, C K11
und A =, K,.

Beweis. (a) Seia € /. Sei (¢,V) eine Karte mit a € V. Es gibt ein r > 0, so daf§

B(¢(a),r) S B(¢(a),r) C @(V).
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Da ¢ : V — ¢(V) ein Homéomorphismus ist, da B(¢(a),r) kompakt ist, und da
stetige Bilder von kompakten Mengen kompakt sind (Satz von WeierstraB}), ist U :=
¢~ '(B(¢(a),r)) eine relativ kompakte, offene Umgebung von a.

(b) Nach (a) gibt es fiir jedes a € .# eine relativ kompakte, offene Umgebung
U, C . . Insbesondere besitzt .# eine Uberdeckung aus relativ kompakten, offe-
nen Teilmengen. Nach Lemma 5.5 (b) besitzt diese Uberdeckung eine abzihlbare
Teiliiberdeckung (Uy),. Setzte nun K, :={J;<,, U;. Dann ist K, kompakt, K,, C K, |

und(///QUnf(,,QUnUn:,//!.

Lemma 5.7 (Partition der Eins). Sei .# C R¥*M ¢ine N-dimensionale Ck-
Mannigfaltigkeit mit einem Atlas ((Qg, Uy ) ) wea- Dann gibt es eine Familie (Tg) gea
in CX(M) dergestalt, dafs

(@ 0<my <1,
(b) suppmy C Uq,

(c) fiirjedes a € ./ gibt es eine offene Umgebung V C 4 von a, so daf3 supp g N
V = 0 fiir alle bis auf endlich viele ot € A, d. h. die Familie (Ttq)gea ist lokal
endlich,

(d Yoma=1
Diese Familie (Ty) qea heifst dem Atlas untergeordnete Partition der Eins.

Beweis. Sei (K,)n>0 eine Folge von kompakten Teilmengen von .#, so daB K, C
Kyt1und #Z =, Ifn (sieche Lemma 5.6 (b)). Sei K_; = 0. Setze sodann W, := K, \
K,_1 (n>0). Dann ist W, kompakt, W,, "W, = 0 fiir |n —m| > 2, und U, W, = A
SeiV, = W,,_l uw,u Wn+1- Dann ist V,, eine offene Menge und W,, C V,.

Nachdem (Ug)qea eine offene Uberdeckung von ./ ist, gibt es fiir jedes n > 0
eine endliche Teilmenge A, C A, so dal W, C Uge 4, Ua- Offensichtlich ist auch
W, € Ugea, (Ua NV,). Nachdem W, kompakt ist, gibt es ein § > 0, so daf die
abgeschlossenen Mengen

(UanV,)? = {x € Uy NV, : dist(x,.4 \ (Uy NV,) > 8}

immer noch W, iiberdecken. Fiir jedes o € A, konnen wir dann nach Lemma 5.4

(c) ein x,,; € Ck(M) wihlen, so da 0 < Ami <1, xni =1 auf (Uy ﬁVn)5 nw,

und supp ¥i € Ug NV, C Uy. Insgesamt erhalten wir so eine lokal endliche Fam-

ilie (Xn,i)n>0,aca,, SO daB ¥ :=Y »>0 Xn; > O iberall auf .#Z. Setze nun 7y =
- acAn )

Yn>0Xni/ X (0 € A).

Wir fiihren nun das Integral auf einer Mannigfaltigkeit schrittweise ein. Sei .Z C
RN+M eine CK-Mannigfaltigkeit, (¢, U) eine Karte und f : .# — R eine beschriinkte
Funktion, so daB supp f kompakt und eine Teilmenge von U ist. Dann definieren wir

/Uf = /<p(U)fO ¢71(X)\/detJ(p—l(X)TJ(p—l(.x) dx,

falls das Integral auf der rechten Seite existiert.
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Lemma 5.8. Die Definition des Integrals [y, f ist unabhdingig von der Wahl der
Karte (¢,U), d. h. wenn (y,V) eine weitere Karte ist und supp f C'V, dann ist

/< fop! \/detJ )Ty 1 (x )dx:/ fol[/_l(x)\/deth,_1(x)TJW_1(x)dx.

y(V)

Beweis. Nach dem Transformationssatz ist

= oy ! detJ y—1 (x)TJ -1 detJ, 1 d
OV O et ()T 10 det ey 1 (0)] dy

= oy ! € )yt ()T T 1 (x —1
iy OV O ety (30Tt () g1 ()1 ()
und
‘I(p*l (x)‘](poqu ) = ‘nyl ),

wie man leicht sieht, wenn man die Parametrisierungen ¢! und y~! lokal zu Dif-
feomorphismen @~ ! und ¥~! auf Teilmengen von RN fortsetzt.

Sei nun f: .# — R eine stetige Funktion, so daB supp f kompakt ist. Dann

definieren wir
/ f Z / f ”OC )

acA

wobei ((@g,Uq))aca ein Atlas von .#Z und (7 )qea eine untergeordnete Partition
der Eins ist. Man beachte, dafl aufgrund der lokalen Endlichkeit der Partition der
Eins im Allgemeinen nur abzihlbar viele der Integrale fUa f ungleich Null sind, und
weil f kompakten Tréager hat, sind in der Tat nur endlich viele dieser Integrale ungle-
ich Null. Somit ist die Summe auf der rechten Seite wohldefiniert. Ist ((wg,Vp)) e
ein weiterer Atlas und (0g)gep eine diesem Atlas untergeordnete Partition der Eins,
dann gilt
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und somit ist die Definition des Integrals [ , f unabhingig von der Wahl des Atlas
und der Partition der Eins.

5.3 Der GaufBische Integralsatz

Wir sagen, dal} eine offene Teilmenge 2 C RY einen C*-Rand besitzt, wenn 0.Q
eine (N — 1)-dimensionale C¥-Mannigfaltigkeit ist. Wenn Q einen C*-Rand besitzt,
dann gibt es nach Theorem 5.1 zu jedem Punkt a € dQ eine offene Umgebung
V CRY, eine offene Menge W C RY und einen Ck-Diffeomorphismus b:V-oW,
sodaB &(VNIQ)={yecW :yy=0}=:W,. Wir wollen der Einfachheit halber
annehmen, daB @(VNQ)={yeW : yy <0} = W_und ®(VNQO°)={yeW :
yy >0} =: W, Injedem Punkt a € . ist der Tangentialraum (N — 1)-dimensional,
und somit ist der Normalenraum eindimensional. Im Normalenraum gibt es einen
eindeutig bestimmten Vektor v(a) der euklidischen Linge 1, so daB fiir alle t > 0
klein genug a+1v ¢ Q. Dieser eindeutig bestimmte Vektor heifit #iulere Normale.

Lemma 5.9 (Bestimmung der :iuBeren Normalen). Seien V, W C RN offen, und
sei @ :V — W ein Diffeomorphismus, so daf$ @(VNIRL) =Wy, 2(VNQ) =
und ®(V N Q) =W,. Dann ist, fiir alle a € V N 9L,

v(a) = (Voy)(a)/|(VEN)(a)|| = (In @~ )(P(a) /[ (D) (P(a))l
(Voy)(a) (@) (P(a)|| = (v @) (P(a)) || (VDN)(a)|.

Beweis. Fiir alle y € W) ist

Jo(@' (1)) e1 (0) =1,

d. h., fiiralle 1 <i, j <N,

(Vo) (@71 ()),0;97' (v)) = &1,
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wobei §; ; das Kroneckersymbol ist. Da die Vektoren 8;45’1 (y) firl<j<N-1
und y € Wy den Tangentialraum im Punkt a = @~ (y) aufspannen, heiBt das, daB der
Vektor (V®y)(®~!(y)) ein Normalenvektor sein muB, da er senkrecht auf diesen
Tangentialvektoren steht. Wegen @(VN Q) =W und @(V NQ°) =W, ist Py (x) <
0 fiir x € 2 und @y (x) > 0 fiir x € Q°. Somit gilt a+1 (VPy)(a) € 2 fiirallet > 0
klein genug. Damit ist (V®y)(a) ein positives Vielfaches der duBeren Normalen,
d. h.

v(a) = (Vey)(a)/||(Ven)(a)ll-

Fiir die weiteren Gleichheiten betrachten wir fiir y € Wy die symmetrische, posi-
tiv definite Matrix Jg-1(y)7Jp-1(y). Der Raum RY besitzt eine orthogonale Basis
aus Eigenvektoren dieser Matrix. Weil der Raum {y € R" : yy = 0} invariant unter
dieser Matrix ist, ist der zu diesem Raum orthogonale Einheitsvektor ey ein Eigen-
vektor, d. h. Jg-1 (y) T J -1 (y)en = cey fiir ein ¢ > 0. Also ist

Jo1 ()" (v@ () = cen,

bzw.
(92 )(y), (@ ") (y)) =8 fiiralle 1 < j < N.

Da wieder die Vektoren d;®~!(y) fiir 1 < j < N — 1 und y € Wy den Tangentialraum
im Punkt a = @~ (y) aufspannen, heiBt das, daB der Vektor (dy®~!)(y) ein Nor-
malenvektor sein muf, da er senkrecht auf diesen Tangentialvektoren steht. Damit
sind (dy®~!)(y) und (V@y)(@~!(y)) kolinear. Wir haben oben aber schon gezeigt,
daB {(V@y) (@1 (y)),dv® ! (y)) = 1, und daraus folgen die restlichen Identititen.

Wir definieren schlieBlich den Raum

CK(Q):={fecfQ) :Va e N, |a| < k:9%f besitzt stetige
Fortsetzung auf Q}.

Die folgenden drei Integralsitze sind dquivalent.

Theorem 5.10 (GauBscher Integralsatz). Sei Q C RN eine offene Menge mit C'-
Rand und sei f € C'(Q) eine Funktion mit kompakten Tréiiger in Q. Dann gilt fiir

alle 1 <i<N
/3if=/ fvi
Q 90

Theorem 5.11 (GauBische Regel der partiellen Integration). Sei 2 C RN eine
offene Menge mit C'-Rand und seien f, g € C'(Q) zwei Funktionen mit kompakten
Trager in Q. Dann gilt fiir alle 1 <i <N

/Qaifg=/mfgw—/gf8ig-

Theorem 5.12 (GauBscher Divergenzsatz). Sei 2 C RN eine offene Menge mit
C'-Rand und sei F € C'(Q,RN) eine Funktion mit kompakten Triger in Q. Dann
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/ divi= [ F-v.
Q 2Q

Wir beweisen zuerst die Aquivalenz der drei Aussagen. Die GauBsche Regel der
partiellen Integration folgt aus dem Gaufschen Integralsatz, indem wir die Funk-
tion f durch das Produkt fg mit f, g € C'(Q) ersetzen, und die Produktregel
0i(fg) = dif g+ f dig und die Linearitéit des Integrals benutzen. Umgekehrt folgt
der Gaufische Integralsatz aus der GauBischen Regel der partiellen Integration, in-
dem wir g als eine Einschriinkung einer Funktion in C!(R") wihlen, die kompak-
ten Triager hat und auf dem Tréger von f gleich 1 ist. Der GauB3sche Divergenzsatz
folgt aus dem GauBschen Integralsatz angewandt auf die einzelnen Komponenten F;
(anstelle von f) und aus der Linearitit des Integrals. SchlieBlich folgt der Gau3sche
Integralsatz aus dem Divergenzsatz, wenn man F = (0,..., f,...,0) setzt (f an der
i-ten Komponente von F), denn dann ist divF = d;f und F - v = f v;. Es bleibt also,
einen der drei Sétze zu beweisen. Wir beweisen hier den Gauflschen Integralsatz.

Beweis (von Theorem 5.10). Wir starten mit der folgenden Beobachtung, die dem
Gauflschn Integralsatz fiir Funktionen mit Triger in Q zeigt. Wenn supp f C Q
(anstelle von supp f C Q), dann ist zum einen f|;, = 0 und wir kénnen f auBerhalb
von  durch Null zu einer Funktion f € C'(R?) mit kompakten Triger fortsetzen.
Dann ist es auch egal, ob wir d;f iiber Q oder iiber einen groBeren Quader Q =
lai,bi[x - -+ X]ay,by| integrieren. Mit Fubini und dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung erhalten wir zum Beispiel fiir i = N

h| 'bN
/(28Nf=/ 8Nf(x1,...,xN)de...dx1
ap

aN

by bN—1 N

:/ / f(xl,...,xN)|Xx:ax dxy_1...dx
aj an—1

=0

= fVN.
R

Die Gleichheit gilt auch fiir andere i/, wenn man nur die Reihenfolge der Integration
vertauscht. Damit gilt also der Gauf3sche Integralsatz fiir Funktionen mit kompakten
Trédger in Q2

Kommen wir nun zum eigentlichen Beweis. Wir nehmen zuerst an, da3 V., W und
@ wie in Lemma 5.9 gegeben sind, und daB supp f C VN Q. Sei h € C'(R) eine
Funktion, so daB 0 < 4 < 1, h =1 in einer Umgebung von 0, supps C [—1,1], und
W' >0in [—1,0]. Fiir § > 0 definieren wir auBerdem hs : RV — R durch hg(y) =
h(yn/8). Dann gilt, fiir alle 6 > 0,
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/51‘ / f(hso@+1—hsod))
:/Q&,-f(x)hg( dx+/f 9i(hs 0 B)(x) dit
+ [ atr-nsoa)).
Aufgrund der Wahl von & bzw. hg ist der Triiger von f (1 — hg o @) eine Teilmenge

von £2, so daf} das dritte Integral auf der rechten Seite nach der obigen Beobachtung
gleich Null ist. AuBerdem gilt offensichtlich

lim / 0if (x) hg(P(x)) dx = 0.

6—0+JQ

Es bleibt also, das zweite Integral auf der rechten Seite zu untersuchen. Aus der
Kettenregel, der speziellen Form von is und dem Transformationssatz folgt

| 10350 ®)(x) dx
:/Qf ; (ihs) (B ()P (x) dx
- / F(x) (Ohs) (B (x)) 9Dy (x) dx

L (@ ') Ik (3) (0w ) (@7 () Idet 1 ()] dy

- / S (3)) 5 O/ 8) (1) (@ (3))/det 1 ()T () dy
g / f@! <y>><a,~q>N><¢*l ())y/detd 1) I 1 () dy

Wo
= [ S \/detJ )Ty (y) dy

- ./szv,-.

Insgesamt erhalten wir also den GauBlschen Integralsatz fiir spezielle Funktionen
f € CY(Q). Fiir einen Beweis des GauBschen Integralsatzes fiir beliebige Funk-
tionen f € C'(Q) mit kompakten Triiger wihlt man nun eine endliche Familie
(P, Vi) 1<i<n> Wobei (Vi) eine offene Uberdeckung von supp f N d€Q ist, und
die &y, Diffeomorphismen von Vy, auf Wy, = &y, (V,) sind. Man ergénzt die Familie
(Va)1<i<n um die offene Menge V) = © und wihlt dann eine der Familie (Vi )o<i<n
untergeordnete Partition der Eins (7y )o<i<,. Dann ist
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Korollar 5.13 (Green). Sei Q C R? offen, beschrinkt, mit C'-Rand. Dann gilt fiir

alle Fi, F, € C'(Q)
oF, J0F . F
/Q(axl Bl 8x2) _/ag (F2> ax,

wobei das Integral auf der rechten Seite ein Kurvenintegral (siehe Analysis II) mit
der “richtigen” Orientierung ist (Normalenvektor und Tangentialvektor bilden eine
Basis von R?* mit der “iiblichen Orientierung”).

Beweis.

5.4 Der Stokessche Integralsatz

Eine Teilmenge .# C RN*M ist eine N-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit mit
Rand, falls es fiir jedes a € ./ eine offene Umgebung V C R¥*M von a, eine offene
Menge W C Hy (wobei Hy := {y € R" : yy < 0} ein abgeschlossener Halbraum
in RV ist) und eine C*-Funktion y : W — V C RN*M gibt, so daB

@ yW)=.4nV,
(b) w:W — .4 NV ist ein Homdomorphismus, und
(©) Jy(y(a)) € LRN,RNM) ist injektiv.

Im Vergleich zur Definition einer Mannigfaltigkeit bzw. im Vergleich zu lokalen
Parameterdarstellung in Theorem ?? (a) ist es nun neu, daB die Menge W nicht eine
offene Teilmenge des RY sondern des abgeschlossenen Halbraums Hy ist (offen
ist hier auch relativ zu verstehen: die Menge W ist offen im Halbraum Hyt, und
eventuell nicht in RV). Die Menge W kann dabei entweder eine offene Teilmenge
inintHy = {y € RY : yy <0} sein (in diesem Fall ist sie auch offen in R und es
dndert sich nichts gegeniiber der bisherigen Parameterdarstellung), oder aber sie hat
nichtleeren Schnitt mit dem Rand dHy = {y € RV : yy = 0} und (um es wirklich
interessant zu machen) y~!(a) ist ein Element dieses Randes. Wir bezeichnen die
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Menge aller solchen Punkte a € .# mit d.# und nennen sie den Rand von .#. Es
kann natiirlich sein, daB der so definierte Rand 0.4 leer ist. Dann ist .# tatsichlich
eine Mannigfaltigkeit ohne Rand, so wie bisher definiert. Beachte fiir den Fall, da3
W nichtleeren Schnitt mit dem Rand dHy hat, der Raum C¥(W) ihnlich wie im
vorigen Abschnitt definiert ist:

CKW;RNMy = {f e CK(W_;RV™) .V € N || <k : 9%f besitzt stetige
Fortsetzung auf W},

wobei W_ := {y € W : yy < 0}. Die Jacobimatrix Jy, in einem Randpunkt ist dann
iiber stetige Fortsetzungen der partiellen Ableitungen (bzw. iiber eine stetige Fort-
setzung der Jacobimatrizen) im Inneren von W definiert.

Um den Stokesschen Integralsatz formulieren zu konnen, bendtigen wir zum
einen etwas (multilineare) Algebra und zum anderen die Erweiterung dieser Algebra
fiir Mannigfaltigkeiten. In der multilinearen Algebra betrachen wir Multilinearfor-
men auf einem einzelnen Vektorraum; in der Erweiterung fiir Mannigfaltigkeiten
betrachten wir Multilinearformen auf jedem Tangentialraum, und das in einer steti-
gen oder stetig differenzierbaren Abhingigkeit vom jeweiligen Punkt in der Man-
nigfaltigkeit.

Sei V ein endlichdimensionaler, reeller Vektorraum. Zwei Basen (¢;)1<;<y und
(éi)1<i<n (wir schreiben die Basen bewuBt als geordnete N-Tupel von Vektoren und
nicht als Mengen von Vektoren) haben dieselbe Orientierung, falls die eindeutige,
lineare Abbildung S :V — V mit Se; = ¢é; (1 <i < N) positive Determinante hat.
Eine Mannigfaltigkeit .# (mit oder ohne Rand) ist orientierbar, falls es einen At-
las ((@q,Uq))aca gibt, so daB fiir je zwei a, B € A die Jacobimatrix des Koordi-
natenwechsels @ o (pl;1 1 g(Ua NUg) — @(Usg NUp) in jedem Punkt eine pos-

itive Determinante besitzt, d. h. det/,, 0" (v) > 0 fiir alle y € g (Uy NUp). Das

Mobiusband ist nicht orientierbar, eindimensionale Mannigfaltigkeiten (Kurven),
die N-Sphiren, Zylinder und die speziellen, linearen Gruppen sind orientierbar.

Sei V ein (endlichdimensionaler) reeller Vektorraum und k € Ny. Wir bezeichnen
mit 7%(V) den Raum aller k-linearen Formen S : Xf: V — R, d. h. aller Abbildun-
gen auf dem k-fachen kartesischen Produkt von V in die Menge der reellen Zahlen,
die in jeder Komponente linear sind. Per Definition ist dabei 7°(V) := R und 7! (V)
ist der Raum aller Linearformen auf V. Ist V endlichdimensional, dann sind 7! (V)
und V isomorph, und man kann beide Riume miteinander identifizieren. Mit A¥(V')
bezeichnen wir den Unterraum aller alternierenden, k-linearen Formenv (kurz:
k-Formen), d. h. aller S € T¥(V'), so daB fiir alle vy, ..., v; € V und fiir alle Permu-
tationen o von {1,...,k}

SOis-vk) = (=1)¥"S(v(1), -, Voik))-
Auch hier gilt A°(V) := Rund A'(V) = T'(V) ~ V. Wihrend die Dimension von

T*(V) mit steigendem k wichst (ist N := dimV, dann ist dim T¥(V) = N¥), gilt fiir
die Dimension von A¥(V') die Formel
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N
dimAX(V) = <k>

d. h. insbesondere ist dimA™N (V) = 1 und dimA*(V) = 0 fiir k > N (ohne Be-
weis). Tatsdchlich gibt es nur eine alternierende N-Form, die angewandt auf eine
gegebene Basis gleich 1 ist. Im Falle der Standardbasis in R" ist dies die Deter-
minante (Achtung: auch hier ist es praktisch, Basen als geordnete N-Tupel aufzu-
fassen).

Fiir jedes S € TX(V) ist AltS € A¥(V) die alternierende Projektion auf A*(V):

1
AltS(vi,...,v) = EZ(sgnG)S(vG(l), Vo (k))-
e

Man rechnet leicht nach, dafl AltS wirklich eine alternierende, k-lineare Form ist.
Sind S € T¥(V) und R € T'(V), dann definiert

(S®R)(v1,...,vk,wl,...,wl) = S(vl,...,vk)-R(wl,...,wl)

eine Abbildung S®R € T*(V). Sind @ € A*(V) und n € A!(V), dann heiBt
k+1
OAN = < ;: )Altw@n

das #uBere Produkt von @ und 7. Per Definition ist @ A1 € A¥/ (V). Das duBere
Produkt ist bilinear, assoziativ (@ A (N A &) = (0 AN) AE) und antikommutativ
(AN =(—DfnAw).

Beispiel 5.14. Ist (¢;)1<;<y eine Basis von V, und entwickelt man jeden Vektor v €
V in dieser Basis, d. h. v = Z{-\;l vie;, dann definiert dx;(v) := v; eine Linearform auf
V,d. h. dx; € A'(V). Das N-Tupel (dx;)1<i<y ist eine Basis von A!(V). Mit Hilfe
der Definition berechnet man leicht

dxi@dxj(v,w) =viw; (vweV)

und
dxiNdxj(v,w) =viwj—wpy; (v,weV).

Insbesondere ist dx; Adx; =0 fiir i = j. Die Familie (dx; Adx;)1<i<j<n ist eine Basis
von A%(V). Analog konstruiert man Basen von A¥(V) fiir alle k > 2. Fiir k = N ist
schlieBlich

dxi N+ Ndxy

eine einelementige Basis des Raums AN (V). Ist V = R" und (e;);<;<y die Stan-
dardbasis, dann ist dx; A --- Adxy die Determinante (wir verwenden hier bei der
Schreibweise iibrigens die Assoziativitit des duleren Produkts).

Wir iibertragen diese multilineare Algebra nun auf Mannigfaltigkeiten. Ist .# C
RN*M eine (der Einfachheit halber glatte) N-dimensionale Mannigfaltigkeit mit



5.4 Der Stokessche Integralsatz 69

Rand, dann ist in jedem Punkt a € .# \ d.# im Inneren der Mannigfaltigkeit der
Tangentialraum 7,,.# ein N-dimensionaler Unterraum von RV Insbesondere ist
also der Raum der k-Formen auf 7,7, d. h. der Raum Ak(Ta/// ), wohldefiniert.
Wir bezeichnen mit
AR = U {a} x ANT, )
acH

die disjunkte Vereinigung all dieser Riume. Mit der Definition aus dieser Vorlesung
ist es nicht ganz so offensichtlich, aber A¥.# ist selbst wieder eine (glatte) Mannig-
faltigkeit der Dimension N + (V) (!1).

Eine Differentialform k-ter Ordnung ist ein stetig differenzierbarer Schnitt o :
M — A*, d. h. eine stetig differenzierbare Funktion von der Mannigfaltigkeit
. in die Mannigfaltigkeit A¥.# mit der Eigenschaft | w(a) = a fiir alle a € ..
Hierbei ist 7; die Projektion auf die erste Komponente (siche die Definition von
AX ). Tn jedem Punkt a der Mannigfaltigkeit .2 ist also das Bild @(a) ein Ele-
ment von {a} x AX(T,.#), also im Wesentlichen eine alternierende k-Form auf dem
Tangentialraum 7,,.# . Wir bezeichnen mit o7*(.#) den Raum aller Differentialfor-
men k-ter Ordnung.

Bemerkung 5.15. (a) Es ergibt sich die Frage, ob es iiberhaupt eine nichttriviale
Differentialform k-ter Ordnung gibt (0 < k < N). Ohne auf die Details einzuge-
hen, bemerkt man dazu, daf} es auf offenen Teilmengen von RN (bzw. auf offe-
nen Teilmengen des Halbraums Hy) immer C”-Differentialformen k-ter Ordnung
gibt; man nehme einfach konstante Funktionen mit Werten in A¥(RY). Es gibt auf
offenen Teilmengen sogar nichttriviale Differentialformen mit kompakten Triger;
man nehme einfach eine nichttriviale Differentialform (eine konstante Funktion)
und multipliziere diese mit einer reellwertigen C*-Funktion mit kompakten Triger.
Mit Hilfe von Karten iibertrigt man diese auf gewisse offene Teilmengen einer Man-
nigfaltigkeit. SchlieBlich konstruiert man mit Hilfe einer Partition der Eins nichttriv-
iale Differentialformen auf der gesamten Mannigfaltigkeit. Es gilt allerdings: Eine
N-dimensionale Mannigfaltigkeit ist genau dann orientierbar, wenn es eine Differ-
entialform N-ter Ordnung gibt, die in keinem Punkt verschwindet. Eine solche Dif-
ferentialform heifit auch Volumenform.

(b) Sogenannte Schnitte hitten wir schon viel frither einfiihren kdnnen. Die
Tangentialmannigfaltigkeit ist die sogenannte disjunkte Vereinigung aller Tangen-
tialrdume. Ist .# eine glatte Mannigfaltigkeit, dann ist 7./ ebenfalls eine glatte
Mannigfaltigkeit (von Dimension 2d.#). Ein Vektorfeld bzw. Tangentialfeld auf
A ist eine stetig differenzierbare Funktion X : .# — T.# mit der Eigenschaft, daB
mX(a) = a fiir alle a € .#, daB also fiir alle a € .# das Bild X (a) im Wesentlichen
ein Element des Tangentialraums 7,.# ist (man mochte keine Funktionen betra-
chten, die einem Punkt a € .# einen Tangentialvektor im Raum 7. fiir b # a
zuordnen). Ahnlich wie in (a) zeigt man mit Lokalisierung und mit einer Partition
der Eins die Existenz von nichttrivialen Vektorfeldern.

Ist (¢,U) eine Karte der Mannigfaltigkeit .#, U C .# offen, W C Hy of-
fen und @ : U — W ein Homdomorphismus dessen Inverse stetig differenzierbar
ist, dann ist, wenn man U klein genug wihlt, die Ableitung J(p—l(y) in jedem
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Punkt y € W injektiv. Insbesondere wird die Standardbasis (e;)1<i<y des RV fiir
jedes a € U mittels der linearen Abbildung J,,-1(¢(a)) auf eine Basis des Tan-
gentialraums 7,.# abgebildet. Entsprechend erhilt man fiir jedes a € .# die Ba-
sis (dxi(a))lggv von AI(TQ.%), bzw. die Basis (dx,-(a) /\dxj'(a))lgl(jgj\/ von
A?(T,.#) usw. Ublicherweise 1iBt man im Folgenden die Abhiingigkeit vom Punkt
a € ./ weg: dann sind die dx;, dx; Adxj, ... Differentialformen, die zumindest lokal
(in der Menge U) wohldefiniert sind. Viele der folgenden Rechnungen auf Mannig-
faltigkeiten gelten nur lokal. Eine Differentialform 2. Ordnung ist lokal gegeben
durch
W= Z Ot,-jdx,-/\dxj,
1<i<j<N
wobei die @;; = o (x1,...,xy) reellwertige Funktionen sind. Analog kann man auch
Differentialformen hoherer Ordnung schreiben. Zum Beispiel sind Differentialfor-
men N-ter Ordnung (auf einer N-dimensionalen Mannigfaltigkeit) lokal gegeben
durch
o=odx; N\---Ndxy,

wobei o eine reellwertige Funktion ist. Wir definieren

Lw:ém

wobei das Integral auf der rechten Seite wie oben definiert ist. Das Integral ist un-
abhéngig von der Karte. Mit einer Partition der Eins kann man auch auf ganz .#
definierte Differentialformen integrieren.

Theorem 5.16 (AuBere Ableitung). Fiir jede glatte Mannigfaltigkeit gibt es ein-
deutig definierte Abbildungen d : o/*(.H) — /*' (M) (k € Ny) mit folgenden
Eigenschaften:

() Ist f € AY( M) (d.h. eine stetig differenzierbare Abbildung .# — R), dann ist
df das iibliche Differential:

df(X):=Dxf,

wobei Dy f(a) die Richtungsableitung von f an der Stelle a € .4 in Richtung
X eT,  ist.

(i) Sind @ € (M) und n € 7' (M), dann gilt
dlwAn)=dorn+(—DfoAdn.
(iii)) dod=0.

In lokalen Koordinaten gilt
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d(a(x,-l,...,xik)dxil /\~~-/\dx,~k) = dO!/\d)C,'1 /\~--/\dx,~k

N da
= —dx; Ndxi, N--- Ndx;,,
ox: 1 k
j=19%
wobei & = a(xy,...,xy) eine reellwertige Funktion ist, ebenso wie die partiellen

Ableitungen %. Beachte, daB dx; Adx; N--- Adx;, gleich Null sein kann, zum
J

Beispiel dann, wenn j = i; fiir ein 1 </ < k gilt.
Der Raum der Differentialformen (N — 1)-ter Ordnung ist N-dimensional. Eine
Basis ist (in einem Punkt a € .#) gegeben durch die Elemente

dxi A+ ANdxi—y Ndxijpq--- Ndxy.
Lokal ist eine Differentialform (N — 1)-ter Ordnung gegeben durch
N
0 =Y oudx; A+ Ndxi_ 1 Adxiy1 -+ Adxy, (5.1)
i=1

und fiir die dulere Ableitung gilt

do = Z a—;dxiAdxl Ao Ndximy ANdXigy - Ndxn
i=1 ki

N .
= ( (—l)lﬂ(;%) dx; N+ Ndxy.

1

—_

Insbesondere ist

N 0
d :/ —1 1+1717
//// @ ///,;( ) Ix;

wobei das Integral auf der rechten Seite wie bisher definiert ist.

Beachte, daB der Rand d.# einer N-dimensionalen Mannigfaltigkeit mit Rand
eine (N — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit ist. Die lokalen Parametrisierungen von
M iiber offene Teilmengen des Halbraums Hy werden, wenn man sie auf den Rand
des Halbraums einschrinkt, zu lokalen Parametrisierungen des Randes d.# . Die
Differentialform (N — 1)-ter Ordnung auf der Mannigfaltigkeit .# kann zu einer
Differentialform (N — 1)-ter Ordnung auf dem Rand eingeschrénkt werden. Die Ein-
schrinkung der Differentialform (5.1) ist dann

0|y = oydxi A--- Ndxy_y,

und

/ w = oy .
oM oM

Mit diesen Definitionen erhalten wir den allgemeinen Satz von Stokes.
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Theorem 5.17 (Satz von Stokes). Sei .2/ C RN eine kompakte, orientierbare, N-
dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand. Dann gilt fiir jede Differentialform (N —

1)-ter Ordnung ® auf A
/ dow = .
M x4
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