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Chapter 1
Motivationen

1) Analysis: Potenzreihen der Form z — }" a,2z" sind im Wesentlichen kom-
plexe Funktionen, d. h. Funktionen einer komplexen Veranderlichen.

2) Physik: komplexe Wechselstromrechnung, Stromung in Bereichen,
Transformationen.

3) Geometrie: Die Ebene wird mit komplexen Zahlen modelliert, die Be-
wegungen (Rotation, Verschiebung, Streckung) mit der komplexen Ad-
dition und der komplexen Multiplikation.

4) Algebra: Losen algebraische Gleichungen, z.B. z2 + 1 = 0, Zerlegung von
Polynomen; Matrizen; Kérper, Vektorraum, Algebra

5) Differentialgleichungen: Losungsmethoden, Transformationen
6) Zahlenteorie

Die komplexe Wechselstromrechnung ist eine mathematische Beschrei-
bung rein harmonischer Zeitvorgiange (d. h. Funktionen f(f) = A cos(wt + ¢))
in linearen Netzwerken durch statische komplexe Zeiger (d. h. Ae/?; die
zugehorige komplexe Zeitfunktion ist F(f) = Ae/@!+#)). Weil R-lineare Oper-
ationen die Kreisfrequenz w nicht dndern, reicht es, die Anderung der zwei
Groflen A (Amplitude) und ¢ anzugeben. Als harmonischen Zeitvorgang
kann man zum Beispiel Strom, Spannung oder Widerstand modellieren.
Addition, Differenz, Ableitung, Integration, aber auch Losung linearer Dif-
ferentialgleichung sind R-lineare Operationen. Maschen- und Knotengesetz
sind lineare Gesetze. Die Reihenschaltung in einem RLC-Stromkreiss ist lin-
ear, dndert also die Kreisfrequenz nicht, aber auch die Parallelschaltung
(obwohl sie nicht linear ist) d&ndert die Kreisfrequenz nicht. Um Probleme
fir harmonische Zeitvorgiange zu l6sen, kann es sich lohnen, zuerst in kom-
plexe Zeiger zu transformieren, das transformierte Problem zu lésen, dann
mit Riicktransformation das Resultat zu erhalten. Das urspriingliche Prob-
lem kann zum Beispiel eine lineare Differentialgleichung sein, und das trans-
formierte Problem eine algebraische Gleichung, die einfacher zu l6sen ist.
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Stromungsprobleme in zweidimensionalen komplizierten Gebieten
lassen sich 16sen, wenn man dieses Gebiet mit der Hilfe einer winkeltreuen
komplexen Funktion auf ein einfacheres Gebiet abbilden kann, und das
Problem dort 16sen kann.

Manche Eigenschaften aus der reellen Analysis sind erst dann zu ver-
stehen, wenn man sie im komplexen Zahlenkorper untersucht. So ist es
zum Beispiel mit Potenzreihen, etwa wenn man den Konvergenzradius
einer Potenzreihe bestimmen mdochte. Jede (reelle) Funktion, die sich in eine
(reelle) Taylorreihe entwickeln ldsst, ist eigentlich auch eine komplexe Funk-
tion, ndmlich eine komplexe Potenzreihe mit rein reellen Koeffizienten.

In der Zahlentheorie ist die komplexe Analysis auch ein wesentliches
Hilfsmittel. Eine Beweisstrategie fiir den Primzahlsatz benutzt Kenntnisse
tiber die sogennante Riemannsche Zetafunktion, die eine komplexe Funktion
ist. Die Vermutung tiber die nichttrivialen Nullstellen dieser Funktion ist bis
heute unbewiesen, dabei aber von auflerordentlicher Wichtigkeit.

Analytische Geometrie in der zweidimensionalen euklidischen Ebene
lasst sich auch mit den komplexen Zahlen modellieren. Gleichungen der
Geraden und Kurven kann man als komplexe Gleichungen ansehen, um
Schnittpunkte als Losungen zu bekommen. Aufierdem kann man mit Hilfe
der komplexen Zahlen andere Geometrien, wie etwa die nichteuklidische
Geometrie, untersuchen.

Ubungsblatt 0: Wiederholung

0.1 Listen Sie die Axiome von R auf !
0.2 Geben Sie die Definition der Konvergenz von Folgen in R bzw. in R" an !

0.3 Wiederholen Sie die Definitionen und die Rechenregeln fiir komplexe
Zahlen (algebraische Form, geometrische Form, Exponentialform; Addition,
Multiplikation, Potenz) !

0.4 Geben Sie die Definition eines Vektorraumes tiber einen Kérper an !



Chapter 2
Komplexe Zahlen

1) Algebraische Struktur von C: Korper; auch Vektorraum iiber IR, iiber
C; Algebra; (keine Ordnungsrelation)

2) Geometrische Struktur von C: Euklidische Ebene; Drehstreckungen

3) Topologische Struktur von C: Metrik, Umgebung (wie Euklidisch;
vollstandig)

4) Riemannsche Sphére C U {0} (kein Korper; Topologie kompakt)

5) Quaternionen (Korper, nicht Kommutativ, auch Vektorraum)

2.1 Definition der Menge der komplexen Zahlen

Wie ist der Kérper der komplexen Zahlen eingefiihrt?

Ad hoc

Der Korper der komplexen Zahlen C kann “direkt” eingefiihrt werden. Wir
definieren

C:=RR?

Oc := (Or,0R)

1¢ := (Ir,O0R),
i:=(ORr,1R),

so dafd jede komplexe Zahl z € C eine eindeutige Darstellung der Form

zZ=x4+iy



4 2 Komplexe Zahlen

(eigentlich: z = x1¢ + yi) mit reellen Koeffizienten x und y besitzt. Wir nennen
x den Realteil von z und y den Imaginarteil von z, und wir schreiben Rez := x,
Imz := y. Auf C betrachten wir die von R? geerbte Addition, nimlich

z1+22 = (x1 +iy1) + (x2 +iy2)
= (0 +x2) +i(y1 +y2),

und wir definieren die Multiplikation

2122 = (X1 +1y1) - (x2 +iy2)
= (X1 x2—y1-y2) +ilxr - y2 + X2 Y1)-

Dann ist (C,+,-) ein Kérper mit Nullelement O¢c und Einselement 1¢ (wir
werden im Folgenden einfach 0 und 1 schreiben). Die Abbildung

R—->C,
x - (x,0),

ist ein injektiver Korperhomomorphismus, der es uns erlaubt, die reellen
Zahlen als “Teilmenge” der reellen Zahlen aufzufassen. Man bemerke,
daf in den komplexen Zahlen die Gleichung z> = —1 eine Losung besitzt,
ndmlich z =i (und z = —i). In der Tat hat man folgende Multiplikationstabelle:

11} 1
11| 1
i|if-1

Algebra

Man kann den Korper der komplexen Zahlen C auch algebraisch einfiihren,
indem man von der Menge der natiirlichen Zahlen ausgeht.

1) IN:=({0,1,2,...},+,-,<) = Menge der nattiirlichen Zahlen. Die Existenz
und die Eigenschaften der natiirlichen Zahlen werden entweder mit
den Peano-Axiomen postuliert, oder man konstruiert die natiirlichen
Zahlen ausgehend von den Zermelo-Fraenkel-Axiomen der naiven
Mengenlehre.

2) Z := Erweiterung um Losungen der Gleichung"x +n=mmitn, meN.
Formal ist Z = N xIN/ ~ fiir eine geeignete Aquivalenzrelation auf
IN X IN.

3) Q:= Erweiterung um Losungen der Gleichung x-n =m mitn, m € Z,
n # 0. Formal ist Q = ZX Z/ ~ fiir eine geeignete Aquivalenzrelation
auf Zx Z. Der Korper (Q,+,") ist geordnet mit der nattirlichen Ord-
nungsrelation, aber er ist nicht vollstindig.
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4) R:= Vervollstindigung von Q. Formal ist R ein geeigneter Raum von
Aquivalenzklassen von Cauchyfolgen in Q. Der Kérper (R, +,-) ist im-
mer noch geeordnet, und im per Konstruktion auch vollstandig.

5) C:= Kérpererweiterung von R um Lésungen der Gleichung x? = 1.
Dann ist (C, +,-) ein Korper, auf dem es keine sinnvolle Ordnungsrela-
tion mehr gibt. Beweis....

Geometrie

Eine weitere Moglichkeit der Einfithrung von C sieht wie folgt aus. Sei

R>? ;= {(Z Z) 2a,b,c,de ]R}

die Menge aller reellen 2 x 2-Matrizen, die auch mit der Menge aller linearen
Abbildungen auf R? identifiziert werden kann. Mit der Matrizenaddition +
und der Matrizenmultiplikation - bildet R?*? einen nichtkommutativen Ring.

SeiE = ((1) (1)) die Einheitsmatrix (Einselement). Die Gleichung 7% = —E besitzt

in R?*? eine Losung, zum Beispiel Z = 10

(a, b € R) entsprechen geometrisch den Drehstreckungen der euklidischen

Ebene RZ. Setzt man
C:= {(_ab fz) :a,be IR},

d. h. C ist die Menge aller Drehstreckungen, dann ist C mit der von R?*?
geerbten Addition und Multiplikation ein Korper.

). Matrizen der Form (_ab Z)

Wir fassen mogliche Definitionen von C zusammen:
Def. A C ist die Menge aller Paare (x,y) € R? mit den Operationen ...

Def. B Cist die Menge aller formalen Ausdriicke x +iy, wobei x, ¥ € R und
i ein Symbol ist, mit ....

Def. C C ist die Menge der Punkte der euklidischen Ebene R? mit ...
Def. D C ist die Menge aller Drehstreckungen der Ebene R? mit ....
Def. E Cistder Zerfallungskorper des tiber R irreduziblen Polynoms x? +1.

2.2 Topologische Eigenschaften von C

Auf der Menge C der komplexen Zahlen definieren wir den Betrag
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-]: € = [0,00),

z=x+1y e |z] = {[x2+ 12,

d. h. || ist die von R2 geerbte euklidische Norm. Dann ist C ein metrischer
Raum beziiglich der induzierten Metrik d(z1,z2) := |21 —z;|. Es gelten folgende
Eigenschaften fiir den Betrag:

a) (Dreiecksungleichung) Fiir alle z;, z, € C gilt
|21 + 22| < |z1| + |22
b) Furalle z, z1, zo € C gilt

|z1 22| = |z1]]z2| und
1 1

|Z|= @ (z#0).

Wie in jedem metrischen Raum sind auch in C die Begriffe der konvergen-
ten Folge, der Cauchyfolge, der offenen Menge, der abgeschlossenen Menge
und der Umgebung definiert. Mit Hilfe des Betrages definiert man aulerdem
den Begriff der beschrankten Menge.

a) Seizg€C, UCC. Die Menge U heifst Umgebung von zj (in C), falls es
eine positive reelle Zahl r gibt, so das {ze C: |z —zp| <7} € U.

b) Eine Teilmenge U C C heifit offen (in C), falls sie Umgebung von allen
zo € U ist.

c) Eine Teilmenge A C C heifit abgeschlossen (in C), falls ihr Komplement
U := C\ A offen ist.

d) Eine Teilmenge B C C heifit beschrankt, wenn sup__ |z| < co.

e) Eine Folge (z,) in C konvergiert gegen z € C falls es fiir jede Umgebung
Uvonzeinng € N gibt, so dafs z, € U fiir alle n € N, gilt. Schreibweise:
z =1im,_,» z, oder z,, — z.

f) Eine Folge (z,,) in C ist eine Cauchyfolge, falls es fiir jedes ¢ > 0 ein
np € IN gibt, so dafl |z, — z,| < ¢ fiir alle n, m € N3, gilt.

Proposition 2.1. Es gilt
(zn inC, z) =3 (Rezn nR, Rez und Imz, IR, Imz)

Korollar 2.2. a) Eine konvergente Folge in C hat genau einen Grenzuwert.

b) Jede eine Cauchy-Folge in C konvergiert. (Wir sagen auch, daf$ C vollstindig
ist).

c) Jede beschrinkte Folge in C besitzt eine konvergente Teilfolge.
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Fazit: Auf C sind Umgebungen, Konvergenz definiert.

2.3 Grenzwerte und Stetigkeit

Fiir Abbildungen auf Teilmengen von C (bzw. R, R" CU {oo}) nach C (bzw.
R, R", CU {eo}) kann man Grenzwerte und Stetigkeit definieren, weil diese
Mengen topologische (sogar: metrische) Rdéume sind. Wenn es sich um Vek-
torraume handelt (C, IR, IR"), kann man insbesondere auch lineare Abbildun-
gen betrachten. Wenn beide Strukturen vorhanden sind, kann man Differen-
zierbarkeit als Approximierbarkeit mit einer linearer Abbildung definieren
(siehe néchstes Kapitel).

Definition 2.3. Sei D C C eine beliebige Teilmenge, f : D — C eine Abbildung,
und sei zp € D ein Hiufungspunkt von D, d. h. es existiert eine Folge (z,) in

D mit z, # zo und z, dn, C.
a) Wir sagen, daff f in zgp den Grenzwert w € C besitzt, falls es fiir jede

Umgebung U € C von w eine Umgebung V € C von z gibt, so daf8
f(VND\z) C U. Wir schreiben: lim, ., f(z) = w.

b) Sei nun zusitzlich zg € D. Wir sagen, daf8 f in zj stetig ist, falls es fiir
jede Umgebung U € C von f(zp) eine Umgebung V € C von zj gibt, so
daB f(VND)cU.

c) Wir sagen, dafl f stetig ist, wenn f in jedem Punkt stetig ist.

Die obige Definition ist beliebig tibertragbar auf Funktionen f zwischen
topologischen (nattirlich auch: metrischen) Rdumen, da in diesen Rdumen
die Begriffe der Umgebung bzw. offenen Menge definiert sind. Fiir uns
interessant sind insbesondere auch Funktionen f: D C C U {co} = C U {co}
auf der Riemannschen Sphére.

Beispiele von stetigen Funktionen in der Gaufischen Zahlenebene C oder
der Riemannschen Sphare.

a) f:C—C, f(z)=az+b.
b) f:D—C, f(z)=1mitD=C\{0}.
¢) f:CU{oo} > CU(o}, f(z):=1 fiirze C, z#0, f(0) := o0, und f(e0) :=
0. Diese Funktion von CU {co} nach CU {eo} ist stetig beztiglich der
Topologie der Riemannsche Sphiére.
d) f:C—C, f(z) =z wobei zZ die zu z komplex konjugierte Zahl ist.
e) f:C—C, f(z)=Izl
Proposition 2.4. Sei D C C eine beliebige Teilmenge, f : D — C eine Abbildung,
und sei zo € D ein Hiufungspunkt von D. Dann gilt:
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a) Die Funktion f ist genau dann stetig in zo, wenn lim,_,, f(z) = f(2o).

b) Die Funktion f ist genau dann stetig in zo, wenn fiir alle Folgen (z,) in D
gilt:

limz,=2zp = lim f(z,) = f(20).
n—00 n—00

c) Die Funktion f ist genau dann stetig, wenn Urbilder offener Mengen (in C)
offen (in D) sind.

2.4 Die Quaternionen

Die (reellen) Quaternionen sind die Menge
H:= {q =X +iX1 +jX2 +kX3 © X0, X1, X2, X3 € IR},

wobei i, j, k Symbole sind. Die Menge H ist mit der nattirlichen, “koordi-
natenweisen” Addition versehen, sowie mit einer Multiplikation, die sich
aus der folgenden Multiplikationstabelle ergibt:

jlk

jlk
-1 k|4
i
jl-i]-1

ol e sl
Rt | = =
7%
—

Dann gilt:
a) Histein Vektorraum iiber R, der isomorph zu R* ist.

b) H ist eine Divisionsalgebra, d. h. es ist assoziative Multiplikation
definiert, es gilt ein Distributivgesetz, und jedes q # 0 besitzt eine mul-
tiplikative Inverse.

c) H ist ein Schiefkorper, d. h. IH erfiillt alle Kérperaxiome bis auf das
Axiom, daff die Multiplikation kommutativ ist (siehe Multiplikation-
stabelle).

d) M ist ein metrischer Raum (wenn man die Metrik von R* {ibertrigt).
Insbesondere kann man auch den Betrag eines Elements von H angeben
(iibertrage die euklidische Norm von R* auf H).

Proposition 2.5 (Frobenius). Alle endlich dimensionalen, assoziativen, kommu-
tativen Divisionsalgebren iiber R sind: R, C. Alle endlich dimensionalen, assozia-
tiven Divisionsalgebren iiber R sind: R, C, H. (Jeweils bis auf Isomorphismus.)

Ubungsblatt 1: Komplexe Zahlen
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1.1 Skizzieren Sie folgende Punktmengen in der Gaufische Zahlenebene:

a){zeC:|z+1]|>2},

b) {ze C:Rez > -2},

¢) {zeC:z=0oder|Argz| < T},
d){zeC:|lz-1] < |z+1]}.

1.2 Beweisen Sie, daf fiir alle z1, zo € C die Dreiecksungleichung |z; +z| <
|z1] + |z2| gilt ! (D. h. fithren Sie diese Aussage auf die Axiome von R zurtick
)

1.3 Sei L(IR?,IR?) die Menge aller R-linearen Abbildungen von R X R nach
R xR. Von der linearen Algebra wissen wir, daf3 diese Menge durch die
Menge R>? aller reellen 2 x 2-Matrizen darstellbar ist und daf sie eine
nichtkommutative Gruppe beziiglich Verkettung (= Matrizenmultiplika-
tion) bildet. Fiir jedes A € L(IR?,IR?) definieren Sie eine zugehorige R-lineare
Abbildung von C nach C ! Beschreiben Sie die Menge derjenigen Elemente,
die eine C-lineare Abbildung von C nach C représentieren ! Beweisen Sie,

daf3 diese Untermenge eine kommutative Gruppe beztiglich der Verkettung
bildet !

1.4 Sei M die Menge aus der Aufgabe 1.1 (a) - (d). Untersuchen Sie ob M in
C offen ist, bzw. ob M U {co} in C U {oo} offen ist !






Chapter 3
Holomorphie

3.1 Holomorphe Funktionen

Im Folgenden sei immer U C C eine offene Menge. Eine Funktion f: U — C
heifst differenzierbar im Punkt z € U, falls der Grenzwert

_f@)-f@) _
zll)ni’}) Z—20 - f (ZO)

existiert, und dann heifst f’(zo) die Ableitung von f in zp. Die Funktion f heif$t
differenzierbar, wenn sie differenzierbar in jedem Punkt zy € U ist. Sie heifst
holomorph, wenn sie differenzierbar und die Ableitung f’: U — C stetig
ist. Wir sagen schliefllich, daf$ eine Funktion f : D — C auf einer beliebigen
Teilmenge von D holomorph ist, wenn sie sich zu einer auf einer Umgebung
von D definierten, holomorphen Funktion fortsetzen ldfit. Auflerdem heifst
eine Funktion f: U — C auf einer Umgebung von o in der Riemannsche
Sphére holomorph in co, wenn die Funktion 0 — f(c0) bzw. z — f(%) fir
z#0, % € U, in einer Umgebung von 0 holomorph ist.

Wie im Fall von Funktionen einer reellen Variable zeigt man einfach,
daf jede differenzierbare Funktion f: U — C stetig ist. Insbesondere sind
holomorphe Funktionen stetig.

Aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte folgt wie fiir Funktionen einer
reellen Variable, daff Summen, Produkte, Quotienten und Verkniipfungen
von holomorphen Funktionen wieder holomorph sind (Quotienten nur auf
dem natiirlichen Definitionsbereich). Dabei gelten fiir die Ableitungen jew-
eils auch die tiblichen Rechenregeln wie etwa Produktregel, Quotientenregel
oder Kettenregel.

Beispiele 3.1. a) Konstante Funktionen f: U — C sind holomorph mit
f'=0.
b) Die identische Funktion f: U — C, f(z) = z ist holomorph mit f'(z) = 1.

11
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c) Polynome der Form p(z) = ¥, az* sind holomorph. Dies folgt aus (b)
und der obigen Bemerkung tiber Summen und Produkte holomorpher
Funktionen.

d) Rationale Funktionen der Form f = £ mit Polynomen p, g sind holo-
morph auf dem nattirlichen Definitionsbereich C\ {Ay,...,A,}, wobei
die A; die Nullstellen von g sind.

e) Die Funktion f(z) = % ist holomorph auf dem nattirlichen Definitions-
bereich C\ {0}.

f) Die Funktionen z + Rez, z + Imz, z — [z| oder z + Z sind zwar stetig
aber nicht holomorph, egal, wie man die offene Menge U C C als Defi-
nitionsbereich wéhlt.

Istim Folgenden f : U — C eine Funktion, so definieren wir ihren Realteil
u : U — R und ihren Imaginérteil v : U — R durch

u(x,y) := Re f(x +iy),
o(x,y) =Im f(x+iy) ((x,y)el),
wobei wir U auch mit einer Teilmenge von R? identifizieren.

Theorem 3.2. Eine Funktion f:U — C ist genau dann holomorph, wenn ihr
Realteil u : U — R und ihr Imagindrteil v : U — R stetig differenzierbar als reelle
Funktionen sind und die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

Ju _dv

£—@M7’ld
ou_ o
dy  ox

gelten.

Beweis. = Sei f: U — C holomorph. Dann existiert in jedem z = x+iy € U
der Grenzwert

h

_ 1 u(x+s,y+1)—ulx,y) +i(wx+s,y +1)—o(x,y))
_s+g£1>0 s+it

£/ =lim

Betrachtet man zuerst i = s (d. h. man setzt t = 0), und betrachtet jeweils den
Real- und den Imaginérteil getrennt, dann sieht man, daff u und v partiell
nach x differenzierbar sind, und es gilt

d 0
f'@ = Sl +ig- ().

. . , . . . 9
Aus der Stetigkeit von f” folgt aulerdem, daf die partiellen Ableitungen 5=

und % stetig sind.
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Betrachtet man sodann k = if (d. h. man setzt s = 0), dann sieht man dafS u
und v partiell nach y differenzierbar sind, und es gilt

d 0
f@=£mwﬂ£mw

. i , . . . 9
Aus der Stetigkeit von f’ folgt aufserdem, dafs die partiellen Ableitungen -

und % stetig sind. Insbesondere sind u und v stetig differenzierbar. Indem
man auflerdem die rechten Seiten der letzten beiden Gleichungen vergleicht,
erhélt man die Cauchy-Riemannschen Gleichungen.

& Seien u und v stetig differenzierbar, so dafs die Cauchy-Riemannschen
Gleichungen gelten. Sei z = x +iy € U. Per Definition gilt fiir alle h = s +it mit
z+hel

ou u
u(x+s,y+t) =u(x,y)+ a(x,y)s+ @(x,y)t+o(h),

v v
v(x+s,y+1t)=v(x,y)+ a—x(x,y)s + a—y(x,y)t+0(h),

wobei die Reste o(h) in der ersten und der zweiten Zeile zwar verschieden
sein konnen, aber beide die Bedingung limy,_, # = 0 erfiillen. Damit und

mit den Cauchy-Riemannschen Gleichungen folgt

fz+h)—f(z)  u(x+s,y+t)—u(x,y)+i(v(x+s,y+1t)—ov(x,y))
h - s+it

%(x,y)s+ g—;(x,y)t

s+it
R y)s+ Gyt
+1
o(h)
T

s+it

o)
—ax(x,y)+zax(x,y)+ e

Also ist f differenzierbar mit stetiger Ableitung f’(z) = g—;(x, y)+i %(x, Y),
d. h. f ist holomorph.

Es sei f holomorph und die Funktionen u, v: U — R seien zweimal stetig
differenzierbar. Dann folgt aus dem Lemma von Schwarz und den Cauchy-
Riemannschen Gleichungen

Fu Pu_ P P
ox2  Jy2  dxdy dyox

und dhnlich
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?v  Pv
_— — =
ox%  dy?

d. h. der Realteil und der Imaginarteil sind harmonische Funktionen. Wir

erinnern daran, daf§ eine Funktion u : U — R auf einer offenen Menge U C IR"
harmonisch heifit, wenn sie zweimal stetig differenzierbar ist und

0,

n
%u

Au = —_— =
& oxi

0.

Der hier gleichzeitig definierte Operator A heifit Laplaceoperator. Er spielt
in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen eine wichtige Rolle.

Ist u : U — R eine harmonische Funktion, so heifit eine stetig differenzier-
bare Funktion v : U — R harmonisch Konjugierte (zu u), wenn f :=u +iv
holomorph ist.

Theorem 3.3. Jede harmonische Funktion auf einer offenen, sternformigen Teil-
menge von C besitzt eine harmonisch Konjugierte.

Beweis. Sei U C C offen und sternférmig, und sei u : U — R harmonisch.
Per Definition gibt es einen Punkt (xg, o) € U, so daB fiir alle (x,y) € U die
Verbindungsstrecke {t(xo,10) + (1 —t)(x,y) : t € [0,1]} ganz in U liegt. Ohne
Beschrankung der Allgemeinheit sei hier (xg, yo) = (0,0).

Wir definieren v : U — R durch

19 J
o(x,y) = fo [a—Z(tx,ty) y—i(tx,ty)x] dt.

Dann ist v offensichtlich stetig differenzierbar und es gilt

u

v 1 92 Ju
;(x,y)—fo [E(tx,ty)ty—axay(tx,ty)tx—@(tx,ty)] dt

*u

1 2
92u ou
_fo[_a_yz(tx’ty)ty_M(tx’ty)tx_&_y(tx’ty)]dt

1
d du
_—j(; E[g—y(tx,ty)t]dt

du
- _a_y(x/ y)

Ahnlich zeigt man g—; = %. Die Funktionen # und v erfiillen also die Cauchy-

Riemannschen Gleichungen, und damit ist nach Theorem 3.2 die Funktion
f ==u+ivholomorph, d. h. v ist eine zu # harmonisch Konjugierte.

Bemerkung 3.4. Die Funktion
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1:R2\ {0} > R,
(x,y) P~ log(x® + %),

ist harmonisch und besitzt auf ihrem Definitionsbereich keine harmonisch
Konjugierte.

3.2 Zahlenreihen

Wiederholung: Konvergenz von Folge (z,) ist definiert sobald z, in einem
topologischen Raum liegt. Reihe ist definiert, sobald man Elemente z, ad-
dieren kann.

Definition 3.5. Sei (z,) eine Folge in C. Wir nennen das Symbol }.* ; z, eine
(unendliche) Reihe in C und verstehen darunter zuerst einmal die Folge (s,,)
der Partialsummen: s, := ;' _, z,. Falls diese Folge der Partialsummen gegen
ein s € C konvergiert, so sagen wir, daff die Reihe (gegen s) konvergiert
und nennen s die Summe oder den Grenzwert der Reihe. Wir schreiben in
diesem Fall s = )7, z,, so daf das Symbol der Reihe eine zweite Bedeutung
bekommt.

Wie in R ist es im Allgemeinen einfacher zu beweisen, daf$ eine Reihe
konvergent ist, und es ist schwieriger, ihren Grenzwert zu bestimmen. Fiir
Konvergenzbeweise ist das Cauchykriterium, das Majorantenkriterium oder
das Wurzelkriterium niitzlich. Die Eigenschaften gelten wie im Reellen, mit
der Ausnahme daf8 es in C keine Ordnungsrelation gibt, und folglich zum
Beispiel das Leibnizkriterium keinen Sinn in C hat. Es gilt aber ein allge-
meineres Abel-Dirichlet-Kriterium.

Proposition 3.6. Sei )., ; z, eine Reihe in C. Dann gilt:

a) Wenn die reelle Reihe Y., |z,| konvergent ist (wir sagen: wenn die Reihe
> .z, absolut konvergiert), dann ist die komplexe Reihe Y > z,, konver-
n=1 g P n=1
gent.

b) Majorantenkriterium mit |z,| (wie in R)

¢) Quotientenkriterium mit |z,| # 0 (wie in R)

d) Wurzelkriterium mit |z,| (wie in R)

e) Seien a, komplexe Zahlen und by, reelle Zahlen. Die komplexe Reihe Y 1 anby

ist konvergent in jedem der folgenden Fiille:

1) (by) ist positive monoton fallende Folge, by, R0 und (Xioq A)nen ist
beschriinkte Folge (Dirichletkriterium; spezieller Fall aj = (-1)F e R ist
das Leibnizkriterium in R).
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2) (by) ist positive monoton fallende Folge und Y., ay ist konvergente
Reihe (d. h. (L;_, ax)nen) konvergente Folge) (Abelkriterium).

Beweis. (a) Nachpriifen, daf8 s, = Z,’;l zr, 1 € N, eine Cauchyfolge ist.
Beweisidee fiir (e): Auch nachpriifen, dafi s, = Z,'f:l axb, n € N, eine Cauchy-
folge ist. In diesem Fall sind die Rechnungen aber etwas komplizierter. Es
wird die sogenannte Abelsche partielle Summation benutzt:

Sei 0y, := Y.;_ a. Dannist a, = 0, — 0,1, 41 = 01 und

n

Sp 1= Z akbk

k=1
= a1b1 +612b2 +--- +ﬂnbn
=01b1 +(02—01)b2 +++-+(0y = 0y—1)by

n
=o01b1 + Z(Ok —0k-1)bx

=2
n n
=o01b1 + Z Gkbk - Zak_1bk
k=2 k=2
n n-1
=o1b1 + Z oxbr— ) oxbrs
=2 =1
n-1
=o1b1 + Z(Ukbk —0kbrs1) —01b2 +04by
=2
n—1
= ) 010~ bian) +0ubi
=1

Beweis von (el): nach Voraussetzung existiert eine M > 0 mit |oy| < M, k € IN.
Sei ¢ > 0. Nach Voraussetzung existiert eine 1o € N so daf b, < 55; fiir alle
n > ng. Es folgt mit der Abelschen partiellen Summation und weil (b,,) positiv
und monoton fallend ist, daf8 fiir alle n, m > ny gilt:
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m=1 n-1
J5m =5l = 1), 04(bk = bar) + b = Y 0By = bis1) = oub|
k=1 k=1

m—1
Z 10l b = Byt + | byl + 10 by

=n
m—1

<MY b =bia |+ Mlby |+ Mib,|
k=n

= M(b —by1+ bn+1 —bypp+-+ bm—l —by+by + bn)
=2Mb, < ¢.

Damit ist (s,;) eine Cauchyfolge, also konvergent.

Beweis von (e2): wir zerlegen zuerst einmal a; = Reay + ilmay. Es reicht zu
beweisen, dafl der Realteil der Summe und der Imaginéirteil der Summe
konvergent sind. Deswegen konnen wir voraussetzen, dafd 4, € R sind, und
folglich oy € R sind. Nach der Voraussetzung ist (0x) konvergent, also eine
Cauchyfolge. Also existiert fiir € > 0 ein ng, so dafs fiir alle n, k > ng gilt:

—e<0p—0, <§;

(im Reellen kann die Abschdtzung im Betrag mit zwei Abschitzungen, von
oben und von unten, ersetzt werden !). Fiir n, m > ng gilt mit der Abelschen
partiellen Summation und weil (b,) positive und monoton fallend ist, daf3 :

Sm—5n =
-1

3

Uk(bk —bys1) +0mby — by

]

m—1 m—1
On(be=bici1) + Y (0% = 0u)(B = bgsr) + Onib — Guby
k=n k=n
m—1
< 0n(by —bps1 +bye1 —bugo+-+by1 —by) + Z &(bx = byy1) + 0mbm — onby
k=n

= &(bn —bm) + (0m — 0n)bm
< e(by, —by)+€by, = by, < by

und
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Sm—5Sn =
m—1

0k (bk = bs1) + 0mby — 04y

k=n
m—=1 m—=1
= Y oulbe=bea) + ) 0k =0n)(bk = bs1) + Ol — by
k=n k=n
m—1
> 0n(by — by + b1 —bugo +- -+ b1 —by) + Z —&(bg = bis1) + omby — 0nby
k=n

=—¢&(by —by) +(0m — 0n)bm
> —¢e(by —by) — by, = —eby > —eby.

Folglich ist (Abschédtzungen reeller Zahlen !)
s —Sml < eby
fiir alle nn, m > ng. Damit ist (s;;) eine Cauchyfolge, also konvergent.

Folgender Satz wird nur fiir die Eigenschaft der Exponentialfunktion in
Kapitel 5 benutzt; sein Beweis geht genauso wie im reellen Fall.

Proposition 3.7. Ist )", z, absolut konvergent und j:IN — IN bijektiv, dann ist
Y1 Zj(n) absolut konvergent, und folglich konvergent.

Sind Y,y un und Y, 1 vy, zwei absolut konvergente komplexe Reihen, dann ist
die Reihe Y"1 (Y.1_, ukUn—k) (sogennantes Cauchy-Produkt) absolut konvergent.

3.3 Funktionenreihen, gleichmiflige Konvergenz

Definition 3.8. Sei U eine Menge, und seien f, : U — C, n € N, Funk-
tionen, die auf U definiert sind. Wir nennen das Symbol )., f, eine
(unendliche) Funktionenreihe und verstehen darunter zuerst einmal die
Folge (s,) der Partialsummen: s, := ZZ=O fn. Sind die Funktionen der Form
fu(z) =a,-(z—20)" (an € C, 29 € C, U C C), so heifdt das Symbol ), ;a,(z —z0)"
auch Potenzreihe. Die Funktionenreihe heifst punktweise konvergent auf
U wenn fiir jedes z € U die Zahlenreihe Y. f.(z) konvergent ist. In diesem
Fallistz > Y.;” fu(z) eine wohldefinierte Funktion von U nach C und hei8t
die Summe oder der Grenzwert der Reihe.

Beispiele 3.9. a) Y., fl—': (Exponentialreihe).

b) Y.,.,z" (geometrische Reihe).

o) Lo zl”
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d) Yo, %sinnx (spezielle Fourierreihe). (Untersuche Y, e mit dem

Dirichletkriterium!)

e) ((s):=X,-4n° (Riemannsche Zetafunktion; spezielle Dirichletreihe).

Definition 3.10. Sei U eine Menge, und seien f, : U — C Funktionen. Wir
sagen, dafs

a) die Funktionenfolge (f,) auf U gleichmiflig gegen eine Funktion f :
U — C konvergiert, falls gilt: fiir jedes ¢ > 0 existiert ein 19 € N, so daf3

Vn>ny Vzel:|fu(z)-f(z) <e.

b) die Funktionenreihe ), ; f, auf U gleichmiBig konvergiert, wenn die
Folge ihrer Partialsummen (also eine Funktionenfolge) gleichmafig auf
U gegen die Summe der Reihe konvergiert.

Um nachzupriifen, daf eine Funktionenreihe gleichméfig (oder auch ein-
fach nur punktweise) konvergent ist, ist es ein Problem, dafs wir die Grenz-
funktion (also die Summe der Reihe) im Allgemeinen nicht explizit kennen.
Deswegen arbeitet man hier auch mit dem Cauchykriterium: eine Funktio-
nenfolge (f,) konvergiert gleichméflig auf U gegen eine (apriori unbekannte)
Funktion genau dann, wenn es fiir jedes ¢ > 0 ein n9 € N gibt, so daf8

VYn,m=no¥z e U: |fu(z) - fu(z) <e.

Proposition 3.11 (Majorantenkriterium fiir gleichmidfiige Konvergenz
einer Funktionenreihe). Ist )., f, eine komplexe Funktionenreihe mit Funk-
tionen f,, die alle auf einer Menge U definiert sind, und existiert eine konvergente
reelle Zahlenreihe ), | ay, so dafs

VzeUVneN:|f,(2)l <ay,
dann ist die Funktionenreihe (f,,) auf U gleichmifig konvergent.

Beweis. Idee: mit Cauchykriterium und Abschitzungen

|ifk(z)—zn:fk(z)|=| Zm: fr@)l < i lfe(2)l < Zm: ar =1 y ﬂk—iﬂk|<€-
k=1 k=1 k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=1 k=1

Ist U € C (oder R), so erlaubt es die gleichmafiige Konvergenz auf U
gewisse Grenzprozesse beziiglich der Variablen z € U (Grenzwert, Ableitung,
Integral) gliedweise auszurechnen. Es gilt zum Beispiel in dem Fall des
obigen Satzes, dafl wenn die Funktionen f, stetig sind, dann ist die Funktion
Z Z;"zl fn(z) stetig, und ihren Grenzwert kann man gliedweise ausrechnen:
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lim ) f,(z) =D
n=1

z—z2(

N
lim lim Z fulz) =52
n=1

z—2zg N—oo

N—oooz—2z

N
lim lim Z fn(Z) _Rechenregeln
n=1
N
lim Z lim £, (z) =Pef-
N—oo 1 z—z0 fn( )
n=

Y lim £
n=1

Es gelten Sdtze auch fiir das gliedweise Ausrechnen von Ableitungen,
Stammfunktionen, bestimmten Integralen. Der Grundbegriff in den Be-
weisen ist gleichméfiige Konvergenz; die Voraussetzungen sind angepasst
an die gewiinschten Aussagen.

3.4 Potenzreihen

Proposition 3.12. Sei )7 ya,(z —zo)" eine Potenzreihe mit a,, zo € C. Wenn
die Reihe fiir ein z; € C konvergent ist, dann konvergiert sie fiir alle z € C mit
|z — zo| < |z1 — zo| absolut. Der natiirliche Konvergenzbereich einer Potenzreihe
liegt also zwischen einem offenen Kreis B(zp,R) = {z € C : |z —zg| < R} und dem
abgeschlossenen Kreis B(zo,R) = {z € C : |z —zo| < R}, wobei R =0, R € (0, 0) und
R = oo moglich sind.

Proposition 3.13. Seien zg € C, a, € C. Definiere R € [0, o] iiber

limsup Vla,| = 1
ol VSR

Dann ist die Potenzreihe Y. a,(z — zo)" absolut konvergent fiir alle z € B(zo,R)
und sie divergiert fiir alle z € C mit |z —zo| > R. Fiir z € C mit |z —zp| = R ist im
Allgemeinen keine Aussage moglich (es kann alles passieren: absolute Konvergenz,
Konvergenz aber nicht absolute Konvergenz, Divergenz).

Wir nennen R den Konvergenzradius der Potenzreihe.

Beweis. Wurzelkriterium.
Folgender Satz mit Majorantenkriterium.

Proposition 3.14. Sei ) | a,(z —zo)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R €
(0,00]. Dann ist die Potenzreihe fiir alle v € (0,R) auf der Kreisscheibe B(zo,r)
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gleichmiif$ig konvergent und definiert dort eine holomorphe Funktion. Die Ableitung
kann man gliedweise ausrechnen. Insbesondere gilt

f(” (Zo)

ay = fiir alle n € No.

Gegeben sei eine (reelle) Funktion. Wie erkennt man, daf} sie in eine
(reelle) Potenzreihe entwickelbar ist ? Das heisst, wann hat sie tiberhaupt
eine Potenzreihe - sogenannte Taylorreihe - , wann und wo ist diese Poten-
zreihe konvergent, und wenn sie konvergent ist, gibt ihre Summe wirklich
die urspriingliche Funktion wieder ? Im Reellen kann an jeder Stufe etwas
schiefgehen, das heisst, es existiert zum Beispiel eine (reelle) Funktion, die
beliebig oft differenzierbar ist, aber die zugehorige Taylorreihe ist nicht kon-
vergent (aufler im Mittelpunkt nattirlich), usw. Es ist also im Reellen nicht so-
fort erkennbar, ob eine gegebene Funktion entwickelbar ist. Im Komplexem
ist das anders, wie wir spater sehen werden.

Dafs die Taylorreihe einer (reellen) Funktion diese Funktion wiedergibt,
ist schon eine starke Eigenschaft. Insbesondere ist dann die Funktion fortset-
zbar in die komplexen Zahlen, sie ist stetig differenzierbar, ja sogar komplex
differenzierbar. Ist eine komplexe Funktion gegeben, die stetig komplex dif-
ferenzierbar in einer offene Menge ist (also holomorph), dann ist sie schon
lokal in eine Potenzreihe entwickelbar - siehe Kapitel 6.

Ubungsblatt 4: Reihen
4.1 Untersuchen Sie folgende Folgen auf Konvergenz:
a) i—’: +iyr, n€N;
b) i",neN;
o lin?ineN.
4.2 Untersuchen Sie folgende Reihen auf Konvergenz:
2) Iomhys
b) Y, o(C 0s It +isin %ft )

Q) Yoy ; sin(nx), x€R.

4.3 Untersuchen Sie folgende Funktionenreihen auf Konvergenz, gle-
ichméfiige Konvergenz. Im Fall einer Potenzreihe geben Sie den Konver-
genzradius an !

n
a) Yo%
n
b) Yoloin
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©) Yoo i(cos(nx)+isin(nx)), x € R.

44Fur f(z)=)" 4 nl—zz” geben Sie D(f) an und untersuchen Sie diese Funktion
auf Stetigkeit, Differenzierbarkeit, Existenz einer Stammfunktion !



Chapter 4
Elementare Funktionen

Polynome, rationale Funktionen und ihre Inversen sind “elementare” Funk-
tionen in dem Sinne, dafl man sie mit der Hilfe der Korpereigenschaften
von (C,+,-) ausdriicken kann. Die anderen “elementaren” Funktionen in
diesem Kapitel, €%, sinz, cosz, Inz definiert man zusé&tzlich noch mit der Hilfe
einen Konvergenzprozesses, konkreter: als Summe einer Potenzreihe. Weiter
sind “spezielle” Funktionen bekannt, die mit der Hilfe einer Funktionen-
reihe, oder eines anderen Konvergenzprozesses definiert werden kénnen:
solche sind zum Beispiel die Riemannsche Zetafunktion (als Funktionen-
reihe definiert) und die I'-Funktion (als unendliches Produkt oder als In-
tergral definiert). “Spezielle” Funktionen heifien ausserdem die Legendre-
Polynome P, (x) := ﬁ%(xz —1)", andere bekannte Polynome (Laguerre,
Hermite, Jacobi, Cebyéev), und andere bekannte Funktionen (sphérische
Funktionen, Besselfunktionen), die in konkreten physikalischen Problemen
eine besondere Rolle spielen (so wie x" in Potenzreihen oder sin, cos in Fouri-
erreihen), zum Beispiel daf sie Losungen einer Differentialgleichung sind,
oder dafl man Losungen einer Differentialgleichung mit ihrer Hilfe finden
kann.

4.1 Polynome

Ist n € N und sind ag 41, ..., 4, € C mit a, # 0, so heifit die Abbildung
pz):=a,z" +---+a1z+ap

Polynom (mit komplexen Koeffizienten). Es gilt (vgl. Algebra): jedes Poly-
nom mit komplexen Koeffizienten ist tiber C auflosbar, d. h. es existieren
paarweise verschiedene, komplexe Zahlen zj, zy, ..., z;; € C, die notwendi-
gerweise Nullstellen von p sind, es existieren ki, ky, ..., ky;; € N, und es ex-
istiert ein ¢ € C, so daf sich p folgendermafien als ein Produkt von linearen,

23
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komplexen Polynomen schreiben l&f3t:
PR =cz-2)1 =z =z (z€C).

Die Exponenten k; erfiillen ki +kp +--- +k;, = n. Der Exponent k; heift
Vielfachheit der Nullstelle z;.

Wenn die Koeffizienten ag, a1, ..., a, € R sind, gilt: ist z; € C\ R eine
nichtreelle Nullstelle von p, dann ist auch die komplex Konjugierte Z; eine
Nullstelle.

4.2 Rationale Funktionen

Sind p und g Polynome, so heifst die Abbildung z % von C nach C mit

ihren nattiirlichen Definitionsbereich rationale Funktion. Sie hat Nullstellen
(eventuell keine) und Polstellen (eventuell keine). Wenn p und g teilerfremd
sind, dann heifien die Nullstellen von g die Nullstellen von p, und Polstellen
von E die Nullstellen von g. Die Polstellen haben also eine Vielfachkeit.

Es gilt (vgl. Algebra): es existieren komplexe Zahlen z; die Nullstellen von
g sind und Zahlen ¢; so daf3 Z zerlegt sich in Summe der einfacheren rational
gebrochenen Funktionen (Partialbruchzerlegung)

pz)  Cii Clh -1 L 2k L Cm1
9@ -z (z-z)h] z-z1 (z-z)R Z=Zm

Aussicht: Potenzreihen (also Taylorreihen) sind Verallgemeinerung der
Polynome, Laurentreihen der Partialbruchzerlegung. Um sie zu definieren,
braucht man einen Konvergenzprozess. Ist f eine Funktion, so ist zum
Beispiel ihre Taylorreihe eine lokale Approximation mit Polynomen. Hat
f Singularitdten (“Polstellen”), dann ist ihre Laurentreihe eine lokale Ap-
proximation mit rational gebrochenen Funktionen.

Ubungsblatt 3: Modellfunktionen
3.1 Beschreiben Sie das Bild unter der Abbildung f(z) = 2t des Punktes 0,

iz+1
der Kreislinie {z € C : |z| = 1}, der Kreisscheibe {z € C : IZIZZ< 1}, der Geraden

R € C, und der Strecke [-1,1] (d.h. von —1 nach 1).

3.2 Sei f(z) := &% := eR¢?(cos(Imz) + isin(Imz)). Zeigen Sie, daf diese Funktion
2mi-periodischist, d. h. f(z+2mni) = f(z) fur alle z € C ! Bestimmen Sie die Bilder
unter f der folgenden Mengen: Punkt {0}, Strecke von O nach i, Gerade R C C,
Streifen {z€ C: 0 <Imz < 27}.
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3.3 Bestimmen Sie das Bild der Menge {z€ C: |z| > 1}, {z€ C: 0 < [z| < 1} und
Kreislinie {z € C : |z| = 1} unter der Abbildung f(z) = % !

3.4 Bestimmen Sie das Bild der Menge {z€ C:z = rel® v > 0,9 €(0,%)} unter
der Abbildung f(z) = z?!

4.3 Die Exponentialfunktion

Der Konvergenzradius der Potenzreihe )" 'Z—", ist R = co. Die Reihe kon-

vergiert also fiir jedes z € C absolut. Die Funktion

exp:C—C,

X _n

z
Z = exp(z) := prk
n=0

heifst Exponentialfunktion.

Proposition 4.1. Die Exponentialfunktion exp hat folgende Eigenschaften:
a) exp(0)=1.
b) exp(z1 +z2) = exp(z1) - exp(z2) fiir jedes z1, zp € C.
c) exp(z) # 0 fiirallez € C.
d) exp(R)CR
e) m =exp(Z) fiir alle z € C.
f) lexp(i0)| =1 fiir alle 6 € R.
g) Die Exponentialfunktion ist holomorph und exp’ = exp.

Beweis. Wie in Analysis I.

Andere mogliche Definition der Exponentialfunktion: Angenommen, daf§
die reellen elementaren Funktionen exp, sin, und cos definiert sind und ihre
Eigenschaften bewiesen sind, kann man die komplexe Exponentialfunktion
tiber die Formel

exp(z) := exp(Rez)(cosImz +isinlmz) (z€C)

definieren und ihre Eigenschaften im Komplexen beweisen.
Die reelle Exponentialfunktion kann mit verschiedenen Methoden
eingeftihrt werden:

a) uber Potenzreihen wie oben,

b) {tber Folgen, d. h. exp(x) := lim; (1 + 2)" oder exp(x) := lim; o0 (1 -
2)7" (x € R); im Beweis der Konvergenz wird Monotonie benutzt !
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c) iber ein Integral: die Funktion 1 ist stetig und positiv, und besitzt
folglich eine streng monotone Stammfunktion. Diese Stammfunktion
ist injektiv auf (0, +00), hat also hat eine Umkehrfunktion.

d) {iber Differentialgleichungen: als einzige Losung von f'(x) = f(x), x € R,
mit f(0) = 1.

e) als einzige stetige Losung der Funktionalgleichung f(x1 + x2) =

f(x1)f(x2) (x1, x2 € R), f(0) =1.

4.4 Die trigonometrischen Funktionen

Die Potenzreihen

. , Z2n+1
;(_1) @2n+1)!
und
s , 21
é(—l) Gl

haben Konvergenzradius R = oo, sind also fiir jedes z € C konvergent. Wir
definieren

ad 2n+1

. 4
sinz := Z(—l) s

n=0

n

oo 2
CoSZ := Z::‘)(—l)” (;n)!

Damit sind auch die Abbildungen sin:C — C, z ~ sinz und cos: C — C,
z b cosz definiert; sie heifSen Sinusfunktion und Cosinusfunktion.

Fiir die komplexen Funktionen exp, sin und cos gelten folgende Beziehun-
gen:

iz —iz
2

iz —iz
e

cosz = firallez € C,

sinz = firr allez € C,

exp(iz) = cosz+isinz fiirallez€ C,
exp(z) = exp(Rez +ilmz) = exp(Rez) exp(ilmz)
= exp(Rez) (cos(Imz) +isin(Imz)) fiir alle z € C.
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Die ersten zwei Beziehungen kénnen auch als Definition von sin und cos
dienen

Proposition 4.2. a) (Additionstheoreme) Fiir z1, zo € C gelten

cos(z1 +22) = €0szq cOszp —Sinzy sinzy,
sin(zq + zp) = sinzq coszy + sinz, coszy.

b) Fiiralle 6 € R gilt sin? 0 +cos? 0 = 1.

¢) sin und cos sind holomorph in C und sin’ = cos, cos’ = —sin.

Wiederholung aus Analysis I: Die Einschrankungen von sin und cos auf R
sind reelle, stetig differenzierbare Funktionen. Man definiert die reelle Zahl
% als die kleinste, positive Nullstelle von cos. Die Funktionen sin und cos
sind 2m-periodisch.

Weitere trigonometrische und hyperbolische Funktionen:

tanz := sz fiir z € C mit cosz #0;
CoSsz
cotz = Cf)—sz fiir z € C mit sinz #0;
sinz
exp(z) —exp(—z 1 .
sinhz := M == sin(iz) furzeC;
exp(z) + exp(—z
coshz:= w =cos(iz) flurzeC.

4.5 Der komplexe Logarithmus

Theorem 4.3 (Satz iiber die lokale Umkehrfunktion). Sei f : U — C eine holo-
morphe Funktion, zo € U, so dafs f'(zo) # 0. Dann existieren eine offene Umgebung
U € U von zq und eine offene Umgebung V C C von f(zp), sodap f : U — V bijektiv
und die Umkehrfunktion =1 : V — U holomorph ist.

Diese Variante des Satzes iiber die lokale Umkehrfunktion fiir holomor-
phe Funktionen wird nicht bewiesen. Sie folgt einfach aus dem reellen
Satz tiber die lokale Umkehrfunktion, der Formel fiir die Ableitung der
Umkehrfunktion und den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen.

Eine Funktion, deren Ableitung nirgends verschwindet, ist die Exponen-
tialfunktion. Allerdings ist die Exponentialfunktion auf dem maximalen Def-
initionsbereich C nicht injektiv und besitzt daher keine globale Umkehrfunk-
tion. Die Abbildung exp : {z € C: —nt <Imz < 1t} — C\ {0} ist jedoch bijektiv,
und folglich ist die Umkehrabbildung hier wohldefiniert und holomorph.
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Ist exp(z) = w mit z € {z € C: —n < Imz < nr}, dann heifit z Hauptwert
des Logarithmus an der Stelle w. Wenn w # 0 mit Polarkoordinaten r > 0,
@ € (-7, ) gegeben ist, dann heifsit die Zahl ¢ Hauptwert des Argumentes
von w und wird mit argw bezeichnet. Fiir alle z, w € C gilt

exp(z) = w © exp(Rez)(cosImz +isinIlmz) = r(cos ¢ +ising)
© exp(Rez) =r und Imz = ¢ modulo 2
© Rez=Inrund Imz=@p+2kn,keZ
© z=Inr+i(p+2kn).

Folglich ist z = In|w| +iargw der Hauptwert des Logarithmus von w. Ist
w € C\ (-00,0], dann heifit jede komplexe Zahl z mit exp(z) = w ein (Wert
des) Logarithmus von w. Notation: wir schreiben Inw C C fiir die Menge
aller Werte des Logarithmus von w, manchmal aber auch Inw € C fiir einen
beliebigen Wert des Logarithmus von w; wir schreiben Lnw € C fiir den
Hauptwert des Logarithmus von w.

Definition 4.4.Sei G C C\ {0} ein Gebiet (d.h. eine offene, zusam-
menhidngende Menge). Ist die Funktion f: G — C stetig und erfillt
exp(f(z)) = z fiir alle z € G, so heifst sie Zweig des Logarithmus auf G.

Beispiele 4.5. Die Funktion /1(w) := In|w| + iargw mit argw € (-7, n), d. h.
die inverse Funktion zur Exponentialfunktion exp: {z€ C: - <Imz <7t} —
C\ (—00,0] ist ein Zweig des Logarithmus auf C\ (—o0,0], der sogenannte
Hauptzweig. Bezeichnung: Ln . Fiir k € Z ist lr(w) := In|w| +i(argw + 2km)
auch ein Zweig des Logarithmus auf C\ (—o0,0].

I3(z) := fy . % dC, wobei y , die Strecke von 1 nach z ist, ist ein Zweig des

Logarithmué auf C\ (—o0,0].

Lemma 4.6. Wenn f ein Zweig des Logarithmus auf dem Gebiet G ist, dann ist f
holomorph auf G und es gilt f'(z) = 1 (z€ G).

Beweis. Aus der Formel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion folgt fiir alle
z€G

f(2)=(exp™!) (2)
1
 exp/(f(2)
_ 1
 exp(f(2)
_ 1

z

Korollar 4.7. Auf einem Kreisring kann es keinen Zweig des Logarithmus geben.
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Sei F, die Riemannsche Fldche des Logarithmus (unendlich viele Kopien
der komplexen Ebene C, aufgeschnitten entlang (—oo0,0] und beim Ubergang
von einer Kopie zur ndchsten oder vorigen entsprechend verklebt). Die
Funktion exp : C — ¥, ist bijektiv, holomorph, und ihre Umkehrfunktion,
d. h. der komplexe Logarithmus In, ist holomorph.

Die Funktion

O _1\yn-1
Z4(z)::Z( 1}: z-1)", zeC, |z-1|<1,

n=1

ist wohldefiniert (konvergente Potenzreihe), holomorph, und l4(1) = 0. Fiir
ihre komplexe (aber auch reelle) Ableitung gilt:

ly(z) = Z(l —z)" = %,lz—ll <1.
n=1

Diese Funktion I; stimmt mit der Funktion /1 auf der Kreisscheibe B(1,1)
tberein (die Differenz hat Ableitung 0, ist also konstant; auflerdem
stimmen beide Funktionen im Mittelpunkt 1 tiberein). Die Funktion
I stimmt auch mit der Funktion /; auf der Menge C\ (—o0,0] tiberein
(wieder: die Ableitung der Differenz ist 0 und beide Funktionen stim-
men in einem Punkt tiberein). Die Funktionen [;, I, Iy sind mdogliche
Definition der komplexen Logarithmusfunktion, und stimmen auf dem
Schnitt mit der positive, reellen Achse mit dem reellen Logarithmus tiberein.

Fir w € C\ {0} heilit die Zahl argw € (-7, 7] mit der Eigenschaft
w = |w|(cosargw + isinargw) (d. h. die zweite Polarkoordinate von w)
Hauptwert des Arguments von w. Jede Zahl argw € R mit der Eigenschaft
w = |w|(cosargw + isinargw) heifit ein (Wert des) Arguments von w. Ist
G € C\ (=0,0] ein Gebiet, dann heifit jede stetige Funktion g: G — R mit
der Eigenschaft w = |w|(cos g(w) +isin g(w)), w € G, Zweig des Arguments
auf G, und die Funktion g(w) = argw auf C\ (—oo,0] heifit Hauptzweig des
Arguments.

In angepassten Einschrankungen des Definitionsbereiches kann man
auch die komplexen trigonometrischen und hyperbolischen Funktionen
invertieren, und somit die Arcus-Funktionen erhalten.

Aufgabe: Zeigen Sie, daf3 fiir alle z1, zp € \(—o0,0] gilt:

Lnz; + Lnz; €In(z1zp) !
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4.6 Gebrochene Potenzen

Fiir alle z € C\ (—o0,0] und alle a € C definieren wir die gebrochene Potenz
z" = exp(alnz),
wobei In der Hauptzweig des komplexen Logarithmus ist.

Proposition 4.8 (Eigenschaften der gebrochenen Potenzen).

a) Fiiralle zy, zp € C\ (—00,0] mit z1zp € C\ (—o0,0] und alle a € C gilt
2175 = (z122)".
b) Fiiralleze€ C\ (—c0,0] und alle a, b € C mit z* € C\ (—c0,0] gilt
(Za)b — Zab.
¢) Fiiralleze C\(—o0,0] undallea, b e C gilt

P Zb — Za+b.

d) Fiir alle z € C\ (—oo0] und alle n € Ny stimmen die Definitionen von z"
als gebrochene Potenz (wie oben) und z" = II'_ z (rekursive Definition der
natiirlichen Potenzen) iiberein. Ebenso gilt fiir alle n € Z mit n <0, dafl
die Definitionen von z"* als gebrochene Potenz (wie oben) und z" = H};a%
(rekursive Definition der ganzzahligen, negativen Potenzen) iiberein.

e) Fiirallez € C\ (—0o0] und alle a € R gilt
2% = |zI".

Natiirlich kann man die gebrochenen Potenzen auch tiber einen anderen
Zweig des Logarithmus definieren. Zwei Werte von z* (genauer: zwei Ele-
mente der Menge) unterscheiden sich um einen Faktor exp(2mkia) fiir ein
k€ Z. Wenn a € Z ist, dann hat z” nur einen Wert, d. h. die “gebroch-
ene” Potenz ist dann eindeutig bestimmt. Wenn a2 € R\ Q ist, dann hat z*
abzadhlbar unendlich viele Werte. Wenn a = % mit n € N, dann hat z” genau n
verschiedene Werte.

Sowohl die Funktion z + z* als auch die Funktion a +— z* sind holomorph
in ihrem natiirlichen Definitionsbereichen. Die zweite Funktion ist die Ex-
ponentialfunktionen zur Basis z, und die erste ein Zweig der a-ten Poten-
zfunktionen. Nimmt man fiir In den Hauptzweig des Logarithmus, so wie
wir es oben gemacht haben, dann erhélt man den Hauptzweig der a-ten
Potenzfunktion.
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4.7 n-te Wurzelfunktionen in C

Sei n € N. Die Funktion f(z) = z" ist holomorph in C, mit f’(z) = nz"' #0
fiir n > 1 und z # 0. Die Potenzfunktion f ist also lokal invertierbar. Beachte
aber, daf8 f fiir n > 2 nicht bijektiv von C nach C ist, also hat keine globale
Umkehrfunktion besitzt. Die Gleichung z" = w kann man explizit 16sen:
Ist w € C, w # 0, mit Polarkordinaten r > 0 und ¢ € [0,27) gegeben, d. h.
w =r(cos @ +ising), dann sind die Losungen die n verschiedenen, komplexen
Zahlen z; in Polardarstellung

. p+2mk

)| = 4, k=01 n-1

@ +2nk

+ 21k
Z 1= W(cos(¢ nn ) +isin(

Damit sind die n verschiedenen Funktionen gx(z) := zj alle Umkehrfunktio-
nen zu f(z) = z"" auf einem geeigneten Definitionsbereich.

Die Riemannsche Fliche der n-ten Wurzelfunktion ¥ ist die Menge
die aus n Kopien Ey, ..., E,;—1 der komplexen Ebene C, jeweils aufgeschnit-
ten entlang (—o0,0] und entsprechend verklebt, konstruiert ist: die untere
Schnittkante von Ej ist mit der oberen Schnittkante von Ej,q verklebt und
schlieflich wird die untere Schnittkante von E,,_1 mit der oberen Schnit-
tkante von Ej verklebt. Diese Menge hat lokal, bis auf das Element 0, die
Eigenschaften der komplexen Ebene; es ist also sinnvoll tiber Stetigkeit und
Differenzierbarkeit zu reden.

Die Funktion f:C — ¥y, f(z) = 2", ist bijektiv, hat folglich eine
wohldefinierte Umkehrfunktion g, die komplexe n-te Wurzelfunktion. Da
fin C\ {0} holomorph ist, ist g holomorph auf ?'4[ \ {0}.

Ubungsblatt 5: Elementare Funktionen

5.1 Bestimmen Sie den Hauptzweig des Logarithmus von w; =i und von
wy = -1, alle Werte der Logarithmen von w; und von w; (das heif$t Ln w;,
Inw;), und dabei auch den Hauptwert des Argumentes sowie alle Werte des
Argumentes von wy, w, !

5.2 Zeigen Sie, dafs die Funktion Arg :C\(—o0,0] — C, d. h. der Hauptzweig
des Argumentes, folgende Eigenschaften hat:

a) Sie ist stetig in jedem z € C mit Rez > 0 und Imz > 0;

a*)Sie ist stetig in jedem z € C\ (—o0,0],

b) Sie ist nicht (komplex) differenzierbar in z € C mit Rez > 0 und Imz > 0;
b*)Sie ist nicht (komplex) differenzierbar in z € C\ (o0, 0].

Fiir die Aufgaben in a*) und b*) gentigt es, die Beweisidee zu formulieren.

5.3
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a) Geben Sie zwei komplexe Zahlen z1, z € C\ (—o0,0] an, so dass
Ln (z1z2) # Lnz; + Lnz,

(Ln ist der Hauptzweig des Logarithmus) !
b) Geben Sie eine Folge (z,) in C an, so daf3

lim |sinz,| =oc0 !
n—oo

5.4 Finden Sie alle Losungen z € C folgender Gleichungen !
a) 22 =i

b) 22 +2234+2=0

c)ef=-1

d)sinz=1

Wie dndert sich die Antwort, wenn man Losungen z € R sucht ?



Chapter 5
Der Cauchysche Integralsatz

5.1 Komplexe Kurvenintegrale

Eine Kurve (in C) ist eine stetige Abbildung y : [2,0] — C. Ein Parame-
terwechsel ist eine stetig differenzierbare, monoton wachsende, bijektive
Abbildung 6 : [¢,d] — [a,b], so dafS auch ihre Umkehrabbildung stetig dif-
ferenzierbar ist. Eine Kurve y : [4,b] — C heifit Umparametrisierung von
7 :[c,d] = C (wir sagen auch: die beiden Kurven sind dquivalent), falls es
einen Parameterwechsel 0 : [c,d] — [a,b] gibt, so dafl 7 = y o 0. Eine Kurve
y :[a,b] — C heifdt geschlossen, falls y(a) = y(b).
Eine Funktion f : [4,b] — C ist von beschrdnkter Variation, falls

N-1
Vary(f) = sup Y If(ti) = f(t)] < oo.
astg<-<tn<biD

Eine Kurve y : [a,b] — C heif8t rektifizierbar, wenn sie von beschrankter
Variation ist. In diesem Fall heifdt L(y) := Vary, ;)(y) auch die Linge der Kurve.

Theorem 5.1 (Riemann-Stieltjes-Integral). Scien f :[a,b] — C stetig und y :
[a,b] — C von beschriinkter Variation. Dann gibt es ein I € C mit der folgenden
Eigenschaft: zu jedem € > 0 gibt es ein 6 > 0, so daf8 fiirallea <ty <o <t < x1 <
c < En-o1 <ty L bgilt:

N-1
sup [t —tl <= 1= Y FEN(ta) —y(E)) <&
0<i<N-1 i=0

Beweis. Ohne Beweis.

Sind f, y und I wie im obigen Theorem, so schreiben wir

33
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b
1=1f\ﬂﬂdﬂﬂ,
a

und nennen fa ’ f(t) dy(t) das Riemann-Stieltjes-Integral von f beziiglich y.

Theorem 5.2 (Eigenschaften des Riemann-Stieltjes-Integrals). Seien f, fi,
f2:la,b] = C stetig, v, v1, v2 : [a,b] = C von beschriinkter Variation und a,
ap € C. Dann gilt:

a) (Linearitit des Riemann-Stieltjes-Integrals)
b b b
[@hrorapodo=a [ Ao ra [ Aodoumd

b b b
f 8 darys (B + azya(®) = f 8 dy(t) + a2 f £8) dya(h).

b) Fiiralle c € [a,b] gilt

b c b
f £ dy(t) = f £ dy(t)+ f £ dy (o).

c) Ist y stetig differenzierbar, so ist

b b
[ roto= [ roroa,

und diese Formel gilt auch fiir stiickweise stetig differenzierbare Funktionen,
wenn man die Funktion unter dem Integral auf der rechten Seite richtig
interpretiert (endliche Ausnahmemenge).

d) (Dreiecksungleichung)

b
ff@@@

e) Ist 0:[c,d] — [a,b] ein Parameterwechsel, so gilt

b
< f (D] dVarg, ().

b d
f £ dy(t) = f F6) dy(O)).

Sei f: U — C eine stetige Funktion (U € C offen), und sei y : [a,b] eine
rektifizierbare Kurve mit y([a,b]) € U. Dann nennen wir

fy = fy ferdzi= [ ’ ft) v
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das (komplexe) Kurvenintegral von f entlang der Kurve y.

Lemma 5.3. Sei f : U — C eine stetige Funktion (U C C offen). Dann gilt:

a) Fiiralle dquivalenten, rektifizierbaren Kurveny :[a,b] = C, 7 : [c,d] — C gilt

Lf(z)dz:‘fyf(z)dz.

b) Ist y:[a,b] = C rektifizierbare Kurve und —y : [a,b] — C definiert durch
—y(t) = y(a +b—t) (umgekehrte Orientierung), dann ist

ﬁyf(z)dz=—£f(z)dz.

Beispiel 5.4. Sei r > 0 und sei y : [0,21] — C, y(t) = re'* die Parametrisierung
einer Kreislinie mit Mittelpunkt 0 und Radius r. Wir berechnen fiir n € Z

27T ) )
fz" dz = (re'Y're'i dt
Y 0

27T
— lf rn+1ei(n+1)t dt
0
_omi ifn=-1,
|0 ifn#-1.

Man bemerke, dafs das Ergebnis nicht vom Radius r abhéngt.

Bemerkung 5.5. Oft schreibt man auch

ﬁf(z) dz

fiir ein komplexes Kurvenintegral, wobei I' nur das Bild einer (rektifizier-
baren) Kurve y :[a,b] = C ist, also eine Teilmenge von C. Im Allge-
meinen ldfit sich aus dem Bild I' aber nicht die Parametrisierung y bes-
timmen. Zum Beispiel ist beim Bild einer nicht geschlossenen Kurve nicht
ersichtlich, welche Orientierung gewidhlt wird, d. .h. von welchem End-
punkt zu welchem Endpunkt man I durchlauft. Ahnlich ist beim Bild einer
geschlossenen Kurve nicht klar, wie oft I' durchlaufen wird und in welcher
Richtung. Wenn nichts anderes gesagt wird, dann wollen wir beim Bild einer
geschlossenen Kurve immer annehmen, daf$ das Bild genau einmal durchlaufen wird,
und dies im mathematischen Orientierungssinn, d. h. gegen den Uhrzeigersinn.

Beispiel:
f f(z) dz.
dB(0,r)
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Seien U C C eine offene Menge und f : U — C eine stetige Funktion.
Eine Funktion F : U — C heifit Stammfunktion von f auf U, wenn F in U
holomorph ist und F’ = f.

Theorem 5.6. Sei f: U — C stetig (U € C offen), und sei y : [a,b] — C eine
rektifizierbare Kurve mit y([a,b]) C U. Wenn f in U eine Stammfunktion F besitzt,
dann ist

ff(Z) dz = F(y (b)) - F(y(a)).
Y

Insbesondere gilt fiir alle geschlossenen Kurven y

fyf(z) dz=0.

Beweis. Wir nehmen zuerst einmal an, daf$ y stetig differenzierbare Kurve
ist. Dann folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

b
(2)dz = (y(t)y'(t) dt
fyfz z fafy 14
b

= f (Foy) () dt
=F(y(b)) - F(y(a)),

was in diesem Fall die Behauptung ist.

Ist y stiickweise stetig differenzierbare Kurve, d. h. es gibt eine Partition
a=tyg<t <---<ty=b,s0dafs y|yy,, stetig differenzierbar ist, dann folgt
aus dem eben gezeigten

N-1 oty
[rae=Y, [ roomron
14 i=0 Yt

N-1

= Y (FO/(ti) ~ FO/ (1)
i=0

= F(y(0)) = F(y(a)).

Sei nun schliefilich y eine allgemeine rektifizierbare Kurve. Sei € > 0. Dann
gibt es nach Theorem 5.1 ein 6 > 0, so dafi fiirallea <ty <o <t <x3 <-+- <
EN-1 <ty <bmitsup;n_q ltiv1 —ti] <0 gilt:

b N-1
[ s ayo- Y o -y <e.
a i=0
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Korollar 5.7. Die Funktion % besitzt in C\ {0} keine Stammfunktion.

Beweis. Dies folgt direkt aus dem Beispiel 5.4 und Theorem 5.6.

Ubungsblatt 2: Abbildungen (lokale Eigenschaften)

2.1 Untersuchen Sie folgende Funktionen auf Stetigkeit:

a) f(z)=Imz,zeC,

b) f(z)=2%z¢€C,

o f(2)= Iz, zeC,

d) f(z) =eR*(cosImz +isinImz), z € C.
2.2 Untersuchen Sie folgende Funktionen auf (komplexe) Differenzierbarkeit
im gegebenen Punkt ! Geben Sie gegebenenfalls die Ableitung an !

a) f(z)=2%z0€C,

b) f(z)=Imz, zp€C,

o f@)=z2%z2¢€C,

d) f(z) =eRe*(cosImz+isinImz), zg € C.

2.3 Berechnen Sie folgende Integrale:

a) fy Imzdz, wobei y die gerade Strecke von 0 nach 1 -1 darstellt;
b) fy |z|dz, wobei y die gerade Strecke von —i nach i darstellt;

) f)  z%dz, wobei y die im mathematischen Sinne orientierte Kreislinie mit
Mittelpunkt 0 und Radius % darstellt;
d) fy Ziz dz, wobei y die im mathematischen Sinne orientierte Kreislinie mit
Mittelpunkt 0 und Radius § darstellt.
2.4 Untersuchen Sie, ob folgende Funktionen auf den gegebenen offenen
Mengen eine Stammfunktion besitzen:
a) f(z)=z?aufC;
b) f(z)=zl2auf {z€ C:Rez> 0} bzw. auf C\ {0};
¢) f(z)=Imzauf {zeC:Rez>0,Imz>0};

d) f(z)= Vze{ze€C:Imz >0} auf {z€ C:Rez > 0,Imz > 0} bzw. auf {z €
C:z#0}bzw. auf C\{z€ C:Imz =0 und Rez > 0}.

Sind die gegebenen Teilmengen von C Gebiete ?
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5.2 Der Satz von Goursat

Theorem 5.8 (Goursat).

a) Sei f:U — C differenzierbar (U C C offen). Dann gilt fiir alle kompakten
Dreiecke A C U (Fliiche)

f f(z)dz =0.
dA

b) Sei f: U — C stetig in U und differenzierbar in U \ {zo}. Dann gilt fiir alle
Dreiecke A C U auch in diesem Fall fa , f(2)dz=0.

Beweis. (a) Sei A € U ein kompaktes Dreieck. Man verbinde die drei Seit-
enmittelpunkte, so dafl man vier kleinere Dreiecke A A® erhilt. Es

A\
Pava

Fig. 5.1 Unterteilung eines Dreiecks in vier Teildreiecke (mit Orientierung)

gilt

4
fa ; f(z)dz = ; j; . f(z) dz.

Sei AU0) dasjenige der vier Dreiecke, fiir welches | fa At f(2) dzl maximal wird,

f(z)dz f(z)dz

S‘ furalle j=1,...,4.
A0

f f(z)dz

A

‘ oAU0)
Setze A; := AU0). Dann gilt

U;Af(z)dz

Nach Konstruktion gilt

<4
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. 1 ..
diamA; = > diam A und
1
lengthdAq = 5 length A.
Indem man nun das Dreieck A; wieder in vier Teildreiecke unterteilt und

so fortfahrt, erhdlt man eine Folge (4,) von kompakten Dreiecken mit den
folgenden Eigenschaften:

n+1 c Anr

‘f f(z)dz ff(z)dz,

1
diam A, = on diam A und

< 4"

1
lengthdA, = o lengthA.

Nach dem Schachtelungsprinzip fiir eine absteigende Folge nichtleerer, kom-
pakter Mengen ist der Durchschnitt (), A, nichtleer. Wir konnen also ein
20 € (), An wiahlen. Da f im Punkt zg differenzierbar ist, gilt

f(z) = f(z0) + f'(20) (z = 20) +7(z — 20)

fir einen Rest, der die Bedingung limj,_ @ =0 erfiillt. Da eine affine Funk-

tion (hier die Funktion z — f(zo) + f’(z0) (z—20)) auf ganz C eine Stammfunk-
tion besitzt, gilt nach Theorem 5.6 fiir alle n € N

‘ﬁAf(z)dz <4" LAnf(z)dz

iy f [Flzo)+ f/(z0) 2 — 20) + r(z—20)] dz
A,

=4”f r(z—zo) dz|.
i

Aus der Dreiecksungleichung folgt somit die Ungleichung

‘f f(z) dz| < 4" (length,dA,) sup Iz =20l
ze&A |z~ zol

(diam4,)

< (length, dA) (diam A) sup .
z€dA,, |z — 2ol

Die linke Seite ist unabhdngig von n € N, wihrend die rechte Seite fiir n — oo
gegen 0 konvergiert, da zp € 4, fiir alle n, da der Durchmesser der Dreiecke
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Ay, gegen 0 konvergiert, und aufgrund der Eigenschaft des Restes r. Damit
ist die erste Behauptung gezeigt.

(b) Falls f nur stetig in U und differenzierbar in U \ {zo} ist, und falls
zp € A, dann approximiert man f3 , f(2) dz, indem man nicht tiber den Rand
des Dreiecks A integriert, sondern tiber den Rand zweier kleinerer Dreiecke
(siehe Skizze), die zg nicht enthalten. Nach Teil (a) ist das Integral tiber den

Fig. 5.2 Approximation eines Dreiecks durch zwei Teildreiecke (mit Orientierung)

Rand dieser kleineren Dreiecke gleich 0, und wenn der Parameter d gegen
0 konvergiert, dann konvergiert die Summe tiber diese beiden Kurvenin-
tegrale wegen Stetigkeit der Funktion f gegen das Integral tiber den Rand
von A (die Integrale tiber die Strecken im Inneren des Dreiecks heben sich
gegenseitig auf, wenn d gegen 0 konvergiert).

5.3 Der Satz von Morera

Theorem 5.9 (Morera). Sei f : U — C eine stetige Funktion (U C C offen), so daf
fiir alle Dreiecke A € U

f(z)dz=0.
A
Dann besitzt f in jeder offenen, sternformigen Teilmenge G C U eine Stammfunk-
tion.

Beweis. SeiG C U eine offene, sternformige Teilmenge. Dann gibteseina € G,
so dafs fiir alle z € G die Strecke [4,z] in G liegt. Definiere nun die Funktion

F . G d C durch
F(z) := Q) dc:= 0)dg,
(Z) f[a,Z] f( ) ff( )

mity:[0,1] = C, y(t) =a+t(z—a). Sei zg € G. Weil G offen ist, gibt es eine r > 0
mit B(zg,7) € G. Fiir alle z € B(zp, r) berechnen wir, indem wir die Vorausset-
zung verwenden,
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F(z)~ Flzo) = f[ SO f[ FLCLE

= f(©)dc.
[z0,2]
Aus dem Theorem 5.6 folgt
f dC =Z—Zp.
[20.2]
Also erhalten wir
F(z) — F(zg) 1 :
o= [ vo-sena
und somit
F(z) — F(zo) 1
T fe| < gy s A0~ fol—
= sup [f(0) - f(zo)l
Celzo,2]

—0 asz— 2z,

d. h. F is differenzierbar und F’ = f in G.

Korollar 5.10. Sei U C C eine konvexe, offene Menge, und sei f : U — C eine stetige
Funktion, so daps fiir alle Dreiecke A € U

f(z)dz=0.
A

Dann besitzt f in U eine Stammfunktion.

Beispiele 5.11. a) f(z)= % besitzt in C \ {0} keine Stammfunktion (Korollar
5.7).

b) f(z)= % besitzt in {z € C : Rez > 0} eine Stammfunktion.

o fl@)= % besitzt in C \ [0, o0) eine Stammfunktion.

5.4 Der Cauchysche Integralsatz

Wir kommen in diesem Abschnitt zu einem Hauptsatz in der Funktionen-
theorie. Wir werden hier endlich sehen, daff holomorphe Funktionen ins-
besondere analytisch sind, und wir werden mehrere Charakterisierungen
von Holomorphie kennenlernen.
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Wir beginnen jedoch mit einer einfachen Konsequenz aus den
Hauptsitzen aus den ersten Abschnitten dieses Kapitels.

Theorem 5.12 (Cauchyscher Integralsatz fiir sternférmige Gebiete). Sei
f U — C eine stetige Funktion auf einem sternformigen Gebiet U C C. AufSerdem
sei f differenzierbar mit eventueller Ausnahme eines Punktes. Dann besitzt f in U
eine Stammfunktion, und folglich ist fiir jede rektifizierbare Kurve y : [a,b] — U

fy‘f(z) dz=0.

Beweis. Die Behauptung ist eine direkte Folgerung aus dem Theorem von
Goursat (Theorem 5.8), dem Theorem von Morera (Theorem 5.9) und dem
Theorem tiber die Stammfunktion (Theorem 5.6).

Theorem 5.13 (Cauchysche Integralformel). Sei f: U — C eine differenzier-
bare Funktion (U C C offen). Dann gilt fiir alle abgeschlossenen Kreisscheiben
B(a,r) € U und alle z € B(a,r)

1 C
fo=5 [
2711 9B(a,r) C— z
Beweis. Seien a € U und r > 0, so daf$ B(a,7) C U. Sei z € B(a,7). Wende das

Theorem von Goursat auf die Funktion g: U — C

©O-f@) .
f'(2) fir =z,

die in U stetig und in U\ {z} differenzierbar ist, an. Diese Funktion besitzt
in einer Umgebung von B(a,) eine Stammfunktion. Aus dem Theorem 5.6
folgt

0=]' @ dc
dB(a,r)

f(0) f(2)
LB(a,r) C-z C LB(Q,T) C—z C
= f O dC— f(z)2mi.
a

B(a,r) C-z

Korollar 5.14 (Cauchysche Integralformel II). Sei f : U — C eine differenzier-
bare Funktion (U C C offen). Dann ist f beliebig oft komplex differenzierbar. Des
Weiteren gilt fiir alle abgeschlossenen Kreisscheiben B(a,r) C U, alle z € B(a, r) und

alle k € Ny, 0
k!
0= [

2mi dB(a,r) (C _Z)k+l '
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Beweis. In der Cauchyschen Integralformel man kann das Integral nach
dem Parameter z ableiten (also Integralprozess und Differenzialprozess ver-
tauschen).

Theorem 5.15 (Potenzreihenentwicklung). Sei f : U — C eine differenzierbare
Funktion (U C C offen), und sei a € U. Dann hat die Potenzreihe

S
Zf k!(a)(z_”)k

k=0

Konvergenzradius
R >sup{r>0:B(,r)cuj,

und es gilt

o (k)
f2) = Z ! kf“) (z—a)* fiir alle z € B(a,R) N UL
k=0 ’

Insbesondere ist f analytisch.

Beweis. Seiena € U und r >0, so daB B(a,r) € U. Dann gilt fiir alle k € Ny

@ _ Lf f(©) i
k! 27 dB(a,r) (C_Z)k+1

< i sup |f(CZ|l
2T ceppiar Iz —alk*
1

=— sup |f(O)
r (€dB(a,r)

Tk

und somit
(k)
limsup f k'(a) < %limsup Ve, = %
k—o0 . k— o0

Aus dieser Ungleichung folgt die erste Behauptung.
Die zweite Behauptung folgt, wenn man in der Cauchyschen Integral-
formel den Term é in eine geometrische Reihe entwickelt.

Theorem 5.16 (Charakterisierungen von Holomorphie). Sei f : U — C eine
stetige Funktion (U C C offen). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) f ist holomorph, d. h. stetig komplex differenzierbar.

(i) f =wu+iv fiir zwei stetige, reell differenzierbare Funktionen u, v: U — R, die
die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfiillen.

(iii) f ist komplex differenzierbar.
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(iv) Fiir alle Dreiecke A C U gilt

f(z)dz=0.
A

(V) f besitzt auf allen sternformigen Teilmengen von U eine Stammfunktion.

(vi) Fiiralleae U, r>0mit B(a,r) C U und alle z € B(a,r) gilt

=5 [

9B C—2
(vil) f ist analytisch.

Beweis. Die Aquivalenz (i) (ii) ist Aussage des Theorems 3.2. Die Implika-
tion (i)=(iii) ist trivial. Die Implikation (iii)=(iv) ist Aussage des Satzes von
Goursat (Theorem 5.8), wihrend (iv)=(v) Aussage des Satzes von Morera
(Theorem 5.9) ist. Fiir die Implikation (v)=(vi) bemerke man, daf$ jede lokale
Stammfunktion F von f differenzierbar ist, und somit, wie im Beweis von
Theorem 5.13 gezeigt, die Cauchysche Integralformel erfiillt. Damit ist F be-
liebig oft differenzierbar, und somit ist f = F’ (beliebig oft) differenzierbar.
Man kann also noch einmal den Beweis der Cauchyschen Integralformel her-
anziehen und erhalt (vi). Aus der Cauchyschen Integralformel fiir f erhalt
man wie im Beweis von Theorem 5.15, daf8 f analytisch ist, und somit ist die
Implikation (vi)=(vii) wahr. Die Implikation (vii)=(i) folgt aus dem Satz ??.

Ubungsblatt 6: Potenzreihenentwicklung
6.1 Sei f(z) = L 2% —1. Man bestimme das grofste Gebiet G C C, auf dem f

= Tz’
holomorph ist, und den grofiten Kreis mit Mittelpunkt zg = 0 bzw. um zp =1,
auf dem f in eine Potenzreihe entwickelbar ist. Bestimmen Sie die erste 3

Glieder dieser Potenzreihen !

6.2* Sei f(z) = =, z # 0. Man zeige, daf$ f in zg = 0 stetig fortgesetzt werden
kann. Man zeige, dafs die fortgesetzte Funktion um zp = 0 in eine Potenzreihe
entwickelbar ist. Man bestimme ihren Konvergenzradius und die erste 3
Glieder!

6.3 Geben Sie eine Funktion an, die auf der Einheitskreisscheibe stetig, aber
nicht in eine Potenzreihe entwickelbar ist. Begriinden Sie Ihr Beispiel.

6.4 Geben Sie eine oder mehrere Methoden an, wie man folgende Funktionen
in eine Potenzreihe um zg = 0 entwickeln kann:

a) fz)=%2%

b) f(z) =é*cosz
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o fl)=¢
d) fz)=z+1

5.5 Der allgemeine Cauchysche Integralsatz

Ein Weg / Integrationsweg ist eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve
y : [a,b] — C mit Orientierung. Eine Kette I" ist Vereinigung endlich vieler
Integrationswege y mit zugeordneten 1 € Z die die Vielfachkeit des Durch-
laufens und die Orientierung beschreibt. Ein Zyklus ist eine Kette wo jeder
Punkt genauso oft Anfangspunkt ist wie Endpunkt (also eine “geschlossene”
Kette).

Fiir jeden Zyklus y und jedes z € C\ {y} definieren wir die Umlaufzahl

von I beziiglich z
n(z,F)::L,f ! dw.
2ni ), w—2z

Lemma 5.17. Fiir jeden Zyklus y und jedes z € C\ {y} gilt
n(y,z) € Z.

Beweis. Es gentigt, die Aussage fiir einen geschlossenen, stiickweise differen-
zierbaren Weg y : [a,b] — C zu zeigen. Sei g : [a,b] — C gegeben durch

_ (Y6
g(t) = L\ m ds (t S [El,b])

Dann gilt
d _ o)/ o). s
a8 2000 =2) = 0 () =2 +e 0y (1)
_ a0V OO -2 e,
e SOz +e syY'(t)
= (),
und somit

y(@)—z=e 3D (y(a) - z) = e EO(y(b) - 2) = ¢8O ((a) - 2).

Aus dieser Gleichung folgt

b ') 1
- 5 ds = | o dw
e Jl; y6)-z 7 = f) 0=z :1,

das heifst,
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f 1 dw € 2niZ.
y W=z
Bemerkung 5.18. Ein Theorem, das wir nicht beweisen werden, sagt, daf8
die Windungszahl eines Zyklus y beziiglich eines Punktes z € C\ {y} auch
folgendermafien eingefiihrt werden kann. Wir verbinden den Punkt z durch
einen Halbstrahl mit dem Punkt co. Wenn wir diesen Halbstrahl von oo
aus bis z durchlaufen, addieren wir jedesmal +1, wenn wir einen positiv
orientierten Weg durchstochen haben, und wir addieren jedesmal —1, wenn
wir einen negativ orientierten Weg durchstochen haben. Das Ergebnis bei z
ist dann genau die Windungszahl n(y, z).

Beispiel 5.19. Fiir eine positiv orientierte Kreislinie bekommen wir mit der
Definition und mit der obigen Bemerkung die gleichen Windungszahlen,
namlich +1 im Inneren des Kreises, und 0 im Aufleren. Andere Beispiele:
zwei Kreislinien die ein Kreisring bilden, und gleich oder verschieden
orientiert sind; zwei Kreislinien schneiden sich, verschiedene Orien-
tierungmoglichkeiten, aber so daf3 sie einen Zyklus bilden.

Lemma 5.20. Sei y ein Zyklus in C. Dann ist n(y,-) auf jeder zusammenhingenden
Teilmenge von C\ {y} konstant.

Beweis. Sei U C C\ {y} eine offene, zusammenhidngende Menge. Die Funk-
tion z — n(y, z) ist stetig, wie man leicht von der Definition tiber das Integral
ablesen kann. Stetige Bilder von zusammenhadngenden Mengen sind zusam-
menhingend (Ubung!). Nach Lemma 5.17 bildet 7(y, -) nach Z ab. Die einzi-
gen zusammenhédngenden Teilmengen von Z sind aber die einelementigen
Mengen oder die leere Menge. Also ist n(y,-) auf U konstant.

Theorem 5.21 (Allgemeiner Cauchyscher Integralsatz und Integral-
formel). Sei f:U — C holomorph (U C C offen). Sei y ein Zyklus in U, so
daf$ n(y,z) = 0 fiir alle z € C\ U. Dann gelten die Formeln

[rac=o

n(y,Z)f(Z)=2imf£dc, fiir z€ U\T.
Y

Bemerkung 5.22. (a) Spezialfélle des allgemeinen Cauchyschen Integral-
satzes sind:

und

a) v ist eine Dreieckslinie in einer konvexen Menge U: Satz von Goursat.

b) y ist eine positiv orientierte Kreislinie in einer konvexen Menge U:
Cauchysche Integralformel.

c) U ist ein Kreisring, y besteht aus zwei Kreislinien, eine positiv, und die
andere negativ orientiert: das ist neu.
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(b) Mit dem allgemeinen Cauchyschen Integralsatz kann man die Zer-
legung einer holomorphen Funktion f auf einem Kreisring in die Summe
zweier holomorpher Funktionen — eine holomorph im Inneren einer Kreiss-
cheibe, die andere holomorph im Auferen einer Kreisscheibe — beweisen.

Setze L RO L RO
i Vlzd@ f1(z):=—% szdc,

wobei g; < g2 die Radien der Kreislinien 1, y» sind.

fo(2) =

Beweis (des allgemeinen Cauchyschen Integralsatzes).

Ubungsblatt 7: Laurent- und Fourierreihenentwicklung

7.1 Untersuchen Sie die Funktion f(z) = ﬁ, z# 1,3, auf Holomorphie und
entwickeln Sie sie in eine Laurentreihe mit dem Mittelpunkt 0 in folgenden

Gebieten:

a) {zeC: |zl <1};
b) {zeC:1<|z|<3};
c) {zeC:|z|>3}.

7.2 Untersuchen Sie die Funktion f(x) = (cosx)?, x € (—-m,m), auf die
Moglichkeit einer 27-periodischen Fortsetzung auf R und einer holomor-
phen Fortsetzung. Entwickeln Sie diese Funktion in eine Fourierreihe !

7.3 Untersuchen Sie die Funktion f(x) = x, x € (-, n), auf die Moglichkeit
einer 2n-periodischen Fortsetzung auf IR und einer holomorphen Fortset-
zung. Was kann man tiber die Fourierreihe sagen?

7.4 Ordnen Sie die Umlaufzahl in den offenen Komponenten der Ebene
beziiglich der skizzierten Kurven zu jedem Punkt zu!

5.6 Nullstellen holomorpher Funktionen und der
Identitdtssatz

Das folgende Lemma ist eine einfache, aber fundamentale Aussage iiber
Nullstellen von holomorphen Funktionen.

Lemma 5.23. Sei f: U — C eine holomorphe Funktion (U C C offen) und seia € U
eine Nullstelle von f. Dann ist entweder f in einer Umgebung von a konstant gleich
0, oder es existiert ein r > 0, so dafl f keine weitere Nullstelle in B(a,r) \ {a} besitzt.

Beweis. Sei
m:=inflk e N : f®(a) £ 0).
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Falls m = oo, dann ist f ) (a) = 0 fiir alle k € N, und somit

o £(k)
=Y 060 =0

k!
k=0

fur alle z in einer Umgebung von a.
Falls m < oo, dann ist £ (a) # 0 und f®(a) = 0 fiir alle 0 < k < m — 1. Somit
ist, fiir alle z in einer Umgebung von g,

k=0 ’
o [P
:I;n i

0 (k)
:(z—a)’”zf - (a)

k=0
=(z—-a)" g(),

z-af

wobei ¢ eine in einer Umgebung von a holomorphe Funktion ist mit g(a) # 0.
Wegen Stetigkeit von g gilt g(z) # 0 fiir alle z in einer Umgebung von a4, und
aus der obigen Gleichung folgt die Behauptung.

Theorem 5.24 (Zihlen von Nullstellen). Sei f : U — C holomorph, und sei
a € U eine Nullstelle m-facher Ordnung von f — f(a) (m € N). Dann gibt es ein
e >0und ein 6 >0, so daf fiir alle C € B(f(a), 5) \{f(a)} die Funktion f —Cin B(a, €)
genau m einfache Nullstellen besitzt.

Beweis. Weil a eine Nullstelle endlicher Ordnung von f — f(a) ist, ist f auf
keiner Umgebung von a konstant. Nach Lemma 5.23 ist a eine isolierte Null-
stelle von f — f(a), das heifst, es gibt ein € > 0, so dafs

f(z) # f(a) furalleze B(a,e)\ {a}.
Indem wir ¢ > 0 kleiner wihlen, wenn notig, erhalten wir auflerdem, daf3
f'(z)#0 firallez € B(a,¢) \ {a}.

Theorem 5.25 (Identititssatz). Fiir zwei holomorphe Funktionen f, ¢: U —
C auf einer offenen, zusammenhingenden Menge U C C sind folgende Aussagen
dquivalent:

O f=g
(if) Es gibt einen Punkt zg € U, so daf$

FO(z0) = g®(z0)  fiir alle k € Ny.
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(iif) Die Menge {z € U : f(z) = g(z)} besitzt einen Haufungspunkt in U.

Beweis. Die Implikationen (i)=(ii) und (i)=(iii) sind trivial.
(if)=(i) Wir wollen annehmen, daff die Aussage (ii) gilt, und wir setzen

B:={zeU: fP(z) = ¢®(z) fiir alle k € Np).

Wegen Stetigkeit der Ableitungen von f und g ist

B= ﬂ zelU: fO(z) = ¢P(2))

kENO

abgeschlossen in U. Nach Voraussetzung ist auflerdem B nicht leer.
Schliefilich ist B offen in U, denn fiir alle z; € B und alle z in einer Umgebung
von z; gilt

pard k!

o g0 (z1)
—kZ::; T z-z1)
= g(2).

Weil U zusammenhéngend ist, gilt schliefslich B = U, das heifit, f = g.
(iif)=(ii) Sei z9 € U Haufungspunkt der Menge {z € U : f(z) = g(z)}. Wegen
Stetigkeit gilt dann f(zp) = g(zo). Aus der Voraussetzung (iii) und Lemma
5.23 folgt, dafs f = g in einer Umgebung von z gilt, und daraus folgt (ii).

5.7 Laurentreihen, Singularititen, Residuensatz

5.7.1 Reihenentwicklung im Auferen einer Kreisscheibe

Sei f:CU{oo} 2 U — C in einer Umgebung U von oo definiert, so dafs der
Grenzwert lim,_,, f(z) in C existiert. Die Funktion f heifit dann holomorph
in oo wenn die Funktion g(w) := f(%), w # 0, g(0) := lim;,« f(z) in einer
Umgebung von 0 holomorph ist.

Sei R>0und sei f:{z€C:|z| > R}U{oco} - C holomorph. Dann ist die
Funktion g (wie oben definiert) auf der Kreisscheibe {w € C : |[w| < %} holo-
morph und insbesondere in eine Potenzreihe entwickelbar:

- 1 . 1 (€)
g(w) = anw”, |w| < R mit b, = 7 ; §"+1 dég,
n=0



50 5 Der Cauchysche Integralsatz

wobei y eine Kreislinie mit Mittelpunkt 0 und Radius 6 < % ist. Diese Gle-
ichung ausgedriickt fiir f (Transformation der Variable w = %, des Summa-

tionsindex k = —n und der Koeffizienten a; := b,,, Transformation C = % in
dem Integral) lautet: )

0
- k T B Avi(9)
flz)= Z az", |zl >R, mita, = prerl B dac,
k=—00 Y
wobei 7 die Kreislinie mit Mittelpunkt 0 und Radius $ > R ist. Das ist die
Reihenentwicklung einer Funktion, die holomorph im Aufleren einer Kreiss-
cheibe ist, in eine Potenzreihe mit negativen Potenzen.

Eine Potenzreihe mit positiven und negativen Exponenten heifit Lauren-
treihe. Ihr natiirliches Konvergenzgebiet ist der Durchschnitt der natiirlichen
Konvergenzgebiete der beiden Teilreihen, die nur positive bzw. nur negative
Exponenten enthalten, d. h. der Durchschnitt einer Kreisscheibe und dem
Auferen einer Kreisscheibe, also ein Kreisring.

5.7.2 Laurentreihen, Reihenentwicklung im Kreisring

Eine Reihe der Form }’,.7a,z", das heifit, eine Potenzreihe mit positiven
und negativen Exponenten, heifit Laurentreihe.

Theorem 5.26 (Laurentreihe). Sei f : {z € C:r <|z| < R} = C holomorph in
einem Kreisring (0 < r < R < o0). Dann gibt es eine Folge (a,)ncz, so dafi die Reihe
Yoo @n2" fiir alle z € C mit |z| < R absolut konvergiert, die Reihe Z,_li_oo anz" fiir
alle z € C mit |z| > r absolut konvergiert, und f(z) = Y.,z anz" fiir alle z € C mit
r <lz| < R. Jede auf einem Kreisring holomorphe Funktion lifit sich also in eine
Laurentreihe entwickeln.

Beweis. Wihle g €]r,R[ und setze
1 f(©)

Ay 1= —
21 Jyp0,g C**1

i (nez). (.1)

Die Definition der Koeffizienten a, héngt in der Tat nicht von der Wahl
von g ab, denn sind g1, g €]r, R[ beliebig, dann gilt wegen der allgemeinen
Cauchyschen Integralformel (Theorem 5.21) fiir jede holomorphe Funktion
g:{zeC:r<zZ]<R} > C

f 2O dt- 2O dC=0.
dB(0,01) dB(0,02)

Es gilt also fiir alle n € Z und alle g €]r, R|
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1 f©)
lan| < 5—2m0 AT

=0 " sup|f(Q)l.
Il=0

Somit gilt fiir alle g €]r, R[

limsup l|a| < 1 und

n—oo Q
limsup la_,| < o.
n—oo

Da die linken Seiten nicht von g €]r, R[ abhdngen, gilt schliefSlich

" 1
limsup vla,| < R und

n—oo
limsup /la_,| <.
n—oo

Somit konvergieren die Potenzreihen ), ,a,2z" und Z;i_w a,z" absolut fiir
alle z € C mit |z| < R beziehungsweise mit |z| > r.

Sei z € C mit r < |z| < R. Wahle g1, 02 €]r,R[ mit g1 < |z|] < 2. Aus der
allgemeinen Cauchyschen Integralformel (Theorem 5.21) folgt

f(Z)=ﬁf &dc—i @dc.

9B(0,02) C—Z 27t J9p(0,0)) C—2

Fiir alle C € C mit || = g2 gilt || > |z| und somit (geometrische Reihe!)

1
C—z

Andererseits gilt fiir alle C € C mit |C| = g; die Ungleichung |C| < |z| und somit
(geometrische Reihe!)

LS
- c
C—z z1-¢
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Zusammengefasst ergibt sich

f©
= "d
f@= anLBo@)nOC”+1Z ‘

)
d
" omi faBO@m__m g1t

1
-y L [
b, 27 JoB(0,00) €'
= Z az".

n=-—oo

Bemerkung 5.27. Ist der Mittelpunkt des Kreisrings zp (anstelle von 0), ist
die Entwicklung von f in eine Laurentreihe entsprechend verschoben:

Q-

27 9B(z9,0) (Cc- ZO)rH—1

fz) = Zan(z—zo)” mit a, =

5.7.3 Reihenentwicklung in Streifen

Wir starten mit einer Funktion f: (-m,m) = C (sie kann auch reellw-
ertig sein), so dal f periodisch fortsetzbar auf R ist; insbesondere ex-
istieren die Grenzwerte in den Randpunkten des Intervalls und sind gleich:
lim, » f(x) = limy — f(x) € C. Wir wollen auflerdem annehmen, daf f in
eine Umgebung von [-7, 7] € C holomorph fortsetzbar ist. Dann bekommen
wir nach Komposition mit den bijektiven, holomorphen Variablentransfor-
mationen £ : 2+ iz, f : 2+ ¢ eine Funktion g := fo ;! o£;!, die holomorph
auf einem Kreisring ist. Nach den vorigen Kapiteln ist g in eine Laurentreihe
entwickelbar:

- . 1 (g
— 1 —
g(w) = _Eoo c,w", r<|w|<R, mitc,= i ; g

wobei r <1 <R und y die Kreislinie mit Mittelpunkt 0 und Radius 1 ist.
Diese Formel, riicktransformiert auf f (w = %, f(z) = g(w), Parametrisierung
der Kreislinie y mit p(t) = ", t € [-7, 7t]), und eingeschranktaufz =x€[-mn, 7]
lautet:

[e]

. 1 (™ .
— mx _ : - —int
fx)= E cpe™, xel[-m,m], mitc,= o j:n fte ™ dt.

n=—oo
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Das ist die Fourierreihe der Funktion f.

Wenn f urspriinglich reelle Werte hatte, dann schreibt man die obige
Formel auch um mit Hilfe der Funktionen sin, cos und mit reellen Koefizien-
ten ay, b,, um die reelle Fourierreihe der Funktion f zu bekommen.

Bemerkung 5.28. Wenn die Funktion f: (-7, ) — R nicht stetig ist, oder
die Grenzwerte in Randpunkten nicht iiberein stimmen, oder wenn f nicht
holomorph fortsetzbar ist, dann kann man eventuell immer noch ihre Fouri-
erreihe definieren (zur Definition der Koeffizienten a,, b, reicht z.B. die
Riemann-integrierbarkeit von f). In diesem allgemeinen Fall ist es aber nicht
Kklar, ob die so definierte Funktionenreihe iiberhaupt konvergent ist, und
auch wenn ja, ob ihre Summe mit der Funktion f {ibereinstimmt (im Allge-
meinen nicht, in einer geeigneten Weise meistens ja).

5.7.4 Der Residuensatz

Sei f : U\ {zg} = C eine holomorphe Funktion, U € C offen, zg € U eine isolierte
Singularitdt von f. Dann ist f in der punktierten Kreisscheibe B(zg,r) (r > 0
klein genug) in eine Laurentreihe entwickelbar, das heifst,

[Se]

f@)=Y alz-z).

k=—0c0

Wir nennen den Koeffizienten a_; das Residuum von f in zy, und schreiben
Res(f,zp) :=a_.

Proposition 5.29 (Residuensatz). Sei f: U\ {z1,...,z,} — C eine holomorphe
Funktion, wobei U C C eine offene Menge ist, und z1, ..., z, € U isolierte Singu-
larititen von f sind. Seiy ein Zyklus in U\ {z1,...,z4}, so daf fiir alle z € C\ U die
Umlaufzahl n(y,z) = 0. Dann gilt

Lfrf(z) dz = Zn(zj,F)Res(f,zj).

27 :
=1

Bemerkungen, Spezialfille, neue Aussagen

Beweis (Idee). In Laurentreihe entwickeln um jede Singularitit z;, die Haupt-
teile (d. h. die mit negativen Potenzen) abziehen von f, und damit eine Funk-
tion bekommen die holomorph in U ist. Uber y integriert wird 0 (Cauchy),
die einzelnen Teile der einzelnen Hauptteile einzeln Integrieren. Das meiste
davon wird 0 (besitzen Stammfunktion), der Restliche mit Z_LZ] (besitzt keine
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Stammfunktion in Kreisscheibe um z; !) ist die Umlaufzahl und der Koef-
fizient davor das Residuum.

5.7.5 Klassifizierung isolierter Singularititen

Seien zg € C, U eine offene Umgebung von zp, und f : U\ {zo} — C holomorph.
Der Punkt zy heifit isolierte Singularitit von f und U \ {zo} heifst punktierte
Umgebung von zy. Es kénnen drei Félle passieren:

a) lim,_,; f(z) existiert in C. In diesem Fall kann man die Funktion f stetig
fortsetzen in zp. Der Punkt zp heifst dann hebbare Singularitit von f,
ist aber keine Singularitét im eigentlichen Sinne.

b) lim;_,;, f(z) = co. Der Punkt zg heifit dann Pol von f.

c) lim,_,, f(z) existiert in C U {co} nicht. Der Punkt zp heifit dann
wesentliche Singularitiit von f.

Definition der Ordnung eines Poles, einer Nullstelle.

Beispiel: rationale Funktionen.

Bemerkung 5.30. Jede holomorphe Funktion mit Ableitung ungleich Null
ist lokal winkelerhaltend. Aufierdem gilt, daf8 die Funktion z % winkeler-
haltend in oo ist (Riemammsche Sphére). Also ist eine Funktion wie z — 2_120 ,
obwohl sie eine Singularitat in zg hat, immer noch “winkeltreu”.

5.7.6 Berechnung des Residuums

Fiir die Funktion f(z) = 2_120 kann man das Residuum direkt ausrechnen.

Lemma 5.31. a) f hat Pol erster Ordnung: Res(f,zo) = lim,_,,(z —z0) f(2).
b) f(z)= ﬁ und h hat Nullstelle erster Ordnung: Res(f,zo) = m

¢) f(z) = g(2)h(z), g holomorph, und h hat Pol erster Ordnung: Res(f,zo) =
8(z0) Res(h, zo)

d) f(z)= %, g holomorph, und h hat Nullstelle erster Ordnung: Res(f,zo) =
80y

e) f hat Pol k-ter Ordnung...

Beispiele: f(z) = Zfil ausrechnen; fiir rationale Funktion aus Partial-

bruchentwicklung (so ist auch die ganze Laurentreihe bestimmbar)
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5.7.7 Berechnung reeller Integrale

Aufgabe: Berechne fooo o dx!

Tricks: als Grenzwert von Integralen tiber [-R,R], R — oo
eiz

Realteil komplexer Funktion f(z) = 7

f auf Holomorphie, Singularitdten untersuchen, Residuen berechnen
passenden Zyklus I'r wéahlen, Umlaufzahl bestimmen

Residuensatz, Abschédtzungen

Ubungsblatt 8: Residuensatz

8.1 Untersuchen Sie die Funktion f(z) = ﬁ auf Singularititen und bes-

timmen Sie das Integral f) y ﬁ dz fiir folgende Kurven mit der Hilfe des
Residuensatzes !

a) y ist die positiv orientierte Kreislinie mit Mittelpunkt i und Radius 1
b) y ist die positiv orientierte Kreislinie mit Mittelpunkt —i und Radius 1
c) y ist die positiv orientierte Kreislinie mit Mittelpunkt 0 und Radius 2

. 00
8.2 Berechnen Sie fo % dx!

8.3 Berechnen Sie fooo % dx!

8.4* Berechnen Sie das sogenannte Fresnelintegral fooo cos(x?) dx !

5.8 Folgen holomorpher Funktionen, die Sdtze von Montel
und Vitali

Sei U C C eine offene Menge, und seien f,, f : U — C Funktionen. Wir sagen,
daf3 die Folge (f,.) lokal gleichmiBig beschrinkt ist, wenn es fiir jede kom-
pakte Teilmenge K C U eine Konstante Cx > 0 gibt, so dafs

sup sup | fu(2)| < Ck.
nelN zeK

Wir sagen, datd die Folge (f,,) punktweise gegen f konvergiert, wenn
VzeU: lim |f,(z) - f(z)| =0,
n—oo
und wir sagen, daf sie lokal gleichmifig gegen f konvergiert, wenn

VYK € U kompakt: r}im sup|fu(z) - f(2)| = 0.
7 zeK
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Theorem 5.32 (Montel). Jede lokal gleichmiiflig beschrinkte Folge holomorpher
Funktionen U — C (U C C offen) besitzt eine lokal gleichmiifiig konvergente Teil-
folge, und der Grenzwert dieser Teilfolge ist holomorph.

Beweis. Sei (f,)einelokal gleichméfig beschrankte Folge holomorpher Funk-
tionen U — C.

Sei K C U eine kompakte Teilmenge. Ein Kompaktheitsargument liefert
die Existenz eines r > 0, so daf3

K, :={zeC:dist(z,K)<r}C U

Sei Ck, > 0 wie in der Definition der lokalen, gleichméfiigen Beschranktheit
oben. Dann gilt fiir alle 7 € Ny und alle z € K, wegen Cauchys Integralformel,

=l [ 284

27 dB(z,r) C-z

1 Ck,
< EZTU’ 1’2

Ck,

7

r

das heifst, auch die Folge (f;) ist lokal gleichméfSiig beschrankt. Damit ist
die Folge (f,) auf K (gleichméfig) gleichgradig stetig (sic!). Aus dem Satz
von Arzela-Ascoli folgt, dafs eine Teilfolge von (f,) gleichmafig auf K gegen
eine Funktion f konvergiert. Weil K beliebig war, und weil man die Menge
U mit einer Folge von kompakten Teilmengen ausschopfen kann, folgt aus
einem Cantorschen Diagonalfolgenargument, dafi eine Teilfolge von (f,)
lokal gleichmaflig gegen f konvergiert.

Aus der lokal gleichméfligen Konvergenz folgt fiir alle kompakten
Dreiecke A C U

[ reraz= [ timpe

= lim f fu(z) dz
n—oo aA
=0,

und somit ist f holomorph.

Korollar 5.33. Sei U C C eine offene Menge, und sei (f,) eine lokal gleichmiifsig
beschriinkte Folge holomorpher Funktionen U — C. Sei des Weiteren f: U — C
holomorph. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) fu — f punktweise.
(if) fu — f lokal gleichmiifiig.
(iii) Fiir alle k € Np gilt £ — f® lokal gleichmiifig.
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Beweis. Die Implikationen (iii)=(ii) und (ii)= (i) sind trivial.

Die Implikation (i)=(ii) folgt aus dem Satz von Montel (Theorem 5.32)
und einem Teilteilfolgenargument.

(ii))=(iii) Fiir alle z € U und alle r > 0 mit B(z,r) C U folgt aus der
Cauchyschen Integralformel und der lokal gleichméfligen Konvergenz

fy(zk)(z)_ﬁf fn(©) dc

- 2 9B(z,r) (C_Z)k+1

. k! f(©

271t J gz, (C—z)fH

:f(k)(z) asn — oo,

das heifit, die Folge der k-ten Ableitungen ( f,gk)) konvergiert punktweise, und
wegen der Aquivalenz (i)& (ii) lokal gleichmafig, gegen f®.

Theorem 5.34 (Vitali). Seien f,, f: U — C holomorphe Funktionen auf einer
offenen, zusammenhingenden Menge U C C. Man nehme an, daf$ die Folge (f,)
lokal gleichmiif3ig beschrinkt ist. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) fau — f punktweise.
(il) fu — f lokal gleichmiifsig.

(iii) Die Menge D :={z € U : limy o f(2) = f(2)} besitzt einen Haufungspunkt
in U.

Beweis. Die Aquivalenz (i)e(i) folgt aus dem Korollar 5.33, und die Imp-
likation (i)=(iii) ist trivial.

(iif)=(ii) Nach dem Satz von Montel (Theorem 5.32) besitzt jede Teil-
folge von (f,) wiederum eine Teilfolge, die lokal gleichméfiig gegen eine
holomorphe Funktion U — C konvergiert. Nach Voraussetzung stimmt der
Grenzwert dieser Teilfolge auf der Menge D mit der Funktion f iiberein,
und die Menge D besitzt einen Haufungspunkt in U. Aus dem Identitédtssatz
(Theorem 5.25) folgt, dafs der Grenzwert der Teilfolge also gleich f ist. Aus
dem Teilteilfolgenargument folgt, daf$ die Folge () selbst schon lokal gleich-
miflig gegen f konvergiert.

5.9 Der Satz von Liouville

Eine auf ganz C definierte, holomorphe Funktion heifit auch ganze Funktion.

Theorem 5.35 (Satz von Liouville). Jede ganze, beschriinkte Funktion ist kon-
stant.
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Beweis. Aus dem Cauchyschen Integralsatz folgt fiir alle z € C und alle R > 0

f,(z):%f AC R

9B(z,R) (W —2)?

und somit
1 Il flloo
"(2)| € —2nR ——
F@l< 52 R T
_ Iflls
R

-0 asR— oo,
das heifst, f* = 0. Also ist f konstant.

Aus dem Beweis des Satzes von Liouville folgt, dafs die Voraussetzung
der Beschrianktheit der ganzen Funktion abgeschwécht werden kann.

Korollar 5.36. Sei f : C — C eine ganze Funktion. Es gebe ein C > 0 und ein
a €]0,1), so dafs
If2) < C(+1zI|?) fiir alle z € C.

Als Korollar zum Satz von Liouville erhilt man den Fundamentalsatz der
Algebra.

Theorem 5.37 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nichtkonstante Polynom
(mit reellen oder komplexen Koeffizienten) hat mindestens eine Nullstelle in C.

Beweis (durch Widerspruch). Wenn p(z) # 0 fiir alle z € C, dann ist f(z) = ﬁ
holomorph auf C. Es ist p(z) = a,z" +...a1z+4ap mita, # 0 und n > 1. Somit ist
. .1 1
SO s

ZH

Folglich ist f beschrdnkt auf C. Aus dem Satz von Liouville folgt, daf f
konstant ist. Folglich ist p konstant, ein Widerspruch zur Annahme.

5.10 Unendliche Produkte

Sei (a,) eine komplexe Folge. Wir definieren die Partialprodukte
b,:=aj-ap----- a, fiirn € IN.

Falls limy, 00 by, € C\ {0} existiert, dann heifSt das Symbol
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(o)

Han 121\1[1_{20111‘112---”N€C\{0}

n=1

unendliches Produkt. Man kann mit Polarkoordinaten zeigen, daf3 in
diesem Fall lima, =1 gelten muss. Ein unendliches Funktionenprodukt

ist [T, fu(2) =: f(2).

Beispiel 5.38. Ein Polynom kann in lineare Faktoren zerleg werden und ist
dann ein (endliches) Produkt von linearen Funktionen.

Die Funktion f(z) := #8= Sm”‘z fiir z€ C\ {0} und f(0) := m hat in 0 eine hebbare
Singularitat, ist holomorph inCund es gllt (ohne Beweis)

flz)= nH(l—z—z) firzeC.
n=1

Insbesondere gilt die obige Formel fiir z = 1, und daraus erhalt man die

Wallissche Produktdarstellung von m:
H (2n)?
2n-1)2n+1)

Anwendung: gegebene Funktion in Produkt entwickeln um Nullstellen
zu bekommen oder auszuschliesen.






Chapter 6
Die Riemannsche Zetafunktion

6.1 Die Gammafunktion

Fiir alle z € C mit Rez > 0 setzen wir

I'(z):= f et dt.
0

Die Funktion I': {Rez > 0} — C heifst Gammafunktion. Sie ist holomorph in
ihrem Definitionsbereich.

Lemma 6.1 (Erste Eigenschaften der Gammafunktion).
a) Fiiralle z € C mit Rez > 0 gilt zI'(z) =I'(z+1).
b) Fiiralle z € C mit Rez > 0 gilt [['(z)| < I'(Rez).
¢) Firallen e N gilt ['(n) = (n—1).
d) I'(d)=r.
e) I setzt sich eindeutig zu einer meromorphen Funktion auf C fort, mit Polen

erster Ordnung in den Punkten z € Z<q. Die Funktionalgleichung zI'(z) =
I(z+1) gilt fiir alle z € C\ Zo.

Beweis. (1) Fiir alle z € C mit Rez > 0 ergibt eine partielle Integration
zI(z) =z f Fletdt
0
= e !+ f et dt
0

:f t(Z+1)—1e—t dt
0

=I(z+1).

61
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(2) Fur alle z € C mit Rez > 0 folgt aus der Dreiecksungleichung

00
f Flet dt'
0
< f |Fle ™! dt
0
— foo tRez—le—t dt
0

=TI'(Rez).

I(1) :f efdt=1.
0

Aus dieser Gleichung und der Funktionalgleichung aus (1) berechnet man
induktivl(2)=1I'1)=1,I'(3)=2I'(2)=2,I'(4) =3I(3) =6, ... und schlieflich
I'(n)=m-1).

(4) Weiter gilt mit der Substitution s = t
S s
r (E) = f(; T2e7" dt

= Zf e ds
0

= V.

(5) Aus der Funktionalgleichung aus (1) folgt fiir alle z € C mit Rez > 0 und
allemelN

Ir2)l =

(3) Offensichtlich gilt

I'(z)= %F(Z+l)

1
- z(z+1)r(z+2)

m—=1 1
:F(Z+TI’1) Hm
k=0

Die Funktion auf der rechten Seite der Gleichung besitzt offensichtlich eine
meromorphe Fortsetzung auf die Halbebene {Rez > m}, mit Polen erster Ord-
nung in den Punkten 0, -1, ..., —(m—1). Dam € IN beliebig war, besitzt " eine
meromorphe Fortsetzung auf C, mit Polen erster Ordnung in den Punkten
z € Z<. Eindeutigkeit der meromorphen Fortsetzung folgt aus dem Iden-
titdtssatz (Theorem 5.25). Auch die Funktionalgleichung ist eine Konsequenz
aus dem Identitatssatz.
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Lemma 6.2 (Reflektionsformel fiir die Gammafunktion). Fiir alle z€ C\ Z
gilt

Ir)Ir(1-z)= Sin(r2)’

Beweis. Setze f(z) :=I'(z)I(1-z) sin(rnz) (z € C\ Z). Dann gilt wegen Lemma
6.1 (5) furalleze C\Z
fz+1)=T(z+1)I'(-z) sin(r(z+1))
=zI(z)I'(—z) (—sin(7nz))
=I'(z)I'(1-z) sin(mz)

= f(2).
Auflerdem gilt
lim £(2) = limz[(z)[ (1 — 2) S22
z—0 z—0 z
— lim [ (z+1)I(1 — 2302
z—0 z
=I'(1)*n
=Tt.

Die isolierte Singularitét z = 0 ist also hebbar, d. h. f besitzt eine holomorphe
Fortsetzung in 0. Zusammen mit der 1-Periodizitdt ergibt sich, daf8 f eine
ganze Funktion ist.

Fiir alle z € C mit % <Rez< % gilt mit Lemma 6.1 (1) und (2)

I'z)I2-z)
1-z
MZ
[1—z|

IF)I(1-2)|=

<

mit M := SUP1 o3 I'(s), und somit

en [Imz|

1+]z|

If(x)l <C < Cemlim= 6.1)

fiir eine Konstante C > 0.
Definiere nun F : C \ (—o0,0] — C durch

logw
),

F(w) := f( i

wobei log ein beliebiger Ast des Logarithmus auf C\ (-0,0] ist. Da f 1-
periodisch ist, besitzt diese Funktion F eine holomorphe Fortetzung auf
C\ {0}. Aus der Abschitzung (6.1) folgt fiir alle w € C\ {0}
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logw

[F@)l = If (=)
logwl

< Cen\lm 5ot

[oglwll
2

2mi

=Ce

1 1
= C max{|w|2, |[w|"2}.

In der Nédhe des Punktes w = 0 gilt also |F(w)| < C le_%, woraus folgt, dafs 0
eine hebbare Singularitat ist. Die Funktion F ist also eine ganze Funktion. Fiir

groBe |w| gilt |F(w)| < C le%, und aus dem allgemeineren Satz von Liouville
folgt, daf$ F eine konstante Funktion ist. Dann ist aber auch f eine konstante
Funktion. Aus f(0) = 7 (siehe oben) folgt die Behauptung.

Bemerkung 6.3. Aus der Reflektionsformel fiir die Gammafunktion
bekommt man ebenfalls I'(3) = V7.

6.2 Die Riemannsche Zetafunktion

Wir definieren die Riemannsche Zetafunktion durch

L(z):= Zn_z fiir ze Cmit Rez > 1,

n=1

Rez 7

Rez > 1 absolut konvergent und die Zetafunktion ist wohldefiniert. Sie ist
holomorph in der Halbebene {z € C : Rez > 1}. Es gibt viele andere Darstel-
lungen der Zetafunktion, darunter die folgende Produktformel, die einen
Zusammenhang zu den Primzahlen herstellt.

wobei n7% := ¢72108" Eg gilt [n7% = g~Rezlogn — nl ; also ist die Reihe fiir

Theorem 6.4 (Eulersche Produktformel). Fiir alle z € C mit Rez > 1 gilt

() =]Ja-ro7,

pepP
wobei P die Menge der Primzahlen ist.

Beweis (Idee). Umordnen, (1— pl.‘z)‘1 als geometrische Reihe entwickeln, un-
endliches Produkt unendlicher Summen umordnen. (pi‘z)k = (pi,‘)‘Z

Lemma 6.5. Die Zetafunktion besitzt eine meromorphe Fortsetzung in die Hal-
bebene {Rez > 0}. Der Punkt z = 1 ist der einzige Pol von C in dieser Halbebene. Die
Ordnung dieses Pols ist 1 und das Residuum der Zetafunktion in diesem Punkt ist
1.
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Beweis. Fiir alle z € C mit Rez > 1 gilt

00
n

C(2) =

n=1

Z”(__(n+1)z)
inz Z+1 X

n

=1
et n+1
Zf xz+1

=

=z
n=1
wobei
[x]:= sugm der ganzzahlige Anteil von x ist, und
{x} = x; [x] €[0,1).
Also ist

Die Funktion z — % ist meromorph auf C, hat einen Pol erster Ordnung in

z=1und das Re51duum in diesem Pol ist gleich 1. Das Integral fo xz+1 dx
hingegen konvergiert absolut fiir alle z € C mit Rez > 0 und definiert in dieser
Halbebene eine holomorphe Funktion. Damit folgt die Behauptung.

Theorem 6.6. Fiir alle z € C mit Rez > 0 und z # 1 gilt

mIN)CE) = (Zl_ ot f1 @ e dx, 62)
wobei .
w(x) = Ze‘”nzx.
n=1

Wir beweisen dieses Theorem in mehreren Schritten.

Lemma 6.7. Fiir alle a € R, und alle t € R gilt

e _as? 21 _ P2
eBte™ T ds= 4/ —e 3.
R a

S

6.3)



66 6 Die Riemannsche Zetafunktion

Beweis. Wir berechnen

2 P _(astit?
ezafe“te ) ds:fe 2 ds
R R
1  (stit)?
== e 2 ds
a Jr
1 _Z
== e 2 dz,
a JR+it

wobei das Integral auf der rechten Seite als komplexes Kurvenintegral {iber
die (unbeschrénkte) Gerade R + it aufzufassen ist. Mit dem Cauchyschen
Integralsatz kénnen wir den Integrationsweg R +it zu R verschieben, und

wir erhalten
2 Cisp s 1 _2
eZafe’“e 2ds=—fe z dz
R a Jr

1f zzd
= — e 2 dz
Va Jr

Tt

Das folgende Resultat aus der Theorie der Fourierreihen wird hier nicht
bewiesen.

Lemma 6.8 (Fourierreihen). Fiir jede stetige, 2m-periodische Funktion f : R — C
definiert man die Fourierkoeffizienten

27
fk) = fo e®fs)ds  (kez).

Ist dann f zusdtzlich stetig differenzierbar, dann gilt fiir alle t € R
_ 1 ikt £,
fO =53 fik).
kez

Das folgende Lemma ist nur ein Spezialfall der Poissonschen Summa-
tionsformel.

Lemma 6.9 (Poissonsche Summationsformel). Fiir alle a € R, gilt

11(27111)2 ]_ k2
Ze_ 2 = e 2
V2ra =

nez

Setzt man insbesondere O(x) = ).,z e~ ™% (x € Rog), dann gilt
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1
Vx6(x) = 0(2)  (x€R>).

Beweis. Setze

f:=Y U eR),

nez

Dann ist f eine stetig differenzierbare, 27-periodische Funktion auf R. Die
Fourierkoeffizienten von f berechnet man mit Hilfe von Lemma 6.7. In der
Tat gilt fiir alle k € Z

f(&)

271 2
. _ a(s+2nn)
f elksz e” 2z ds
0

nez

271 2
. _a(s+2nn)
=§ f elk(s+2m1)e 7 ds
nez* 0

27(n+1) 2
o _ 082
= E f eFe=T ds
nez. Y 2mn

ks _as2
:felkse 7 ds
R

Aus dem Lemma 6.8 (mit ¢ = 0) folgt insbesondere

Fote Ly
e = e .
nez. 2na iz

Die Funktionalgleichung fiir die Funktion 0 folgt aus dieser Gleichheit, wenn
man a = 5- einsetzt.

Beweis (von Theorem 6.6). Sei zuerst z € C mit Rez > 1. In der Definition der
Gammafunktion substituieren wir t = n?mtx (n € IN) und erhalten

Z 0 z
)= t2 et dt
é) fo e

00
z 21 42
:nznzf x2 71T
0
Wir teilen diese Gleichung durch #* 2 und summieren tiber n € IN:

n—%r(g)c(z) - fo x5 1 eo(x) d.
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Das Integral teilen wir in zwei Teilintegrale und fiihren in einem der beiden
Teilintegrale die Substitution x — }7 durch:

1
n—%r(g)c(z):j; x5 L oo(x) dx

+f x%_lw(x) dx

1

I R |

= x 27 w(=)dx
1 X

+f x%_lw(x) dx
1

Aus der Funktionalgleichung vx6(x) = 9(%) fiir die Funktion 0 aus Lemma
6.9 und der offensichtlichen Gleichheit 2w(x) + 1 = 0(x) folgt die Funktional-
gleichung

() =342 Vit VR0l (x€Rup)

Setzt man diese Funktionalgleichung in die obige Gleichung ein, dann erhalt
man

00

z . Z 1 0 z 1 z+1
-5z —__ —(5+1) - —5=
PG =5 [ i dveg [0 ax

+f 31+ Y w(x) dx
1

1 1 ® z
:Z+E+]1‘ (x§_1+x_Tl)a)(x)dX.

Daraus folgt erste Behauptung fiir z € C mit Rez > 1. Daf} diese Gleichheit
auch fiir alle z € C mit Rez > 0 und z # 1 gilt, folgt aus dem Identitdtssatz.

Theorem 6.10 (Riemannsche Funktionalgleichung). Fiir alle z € C mit Rez >
0 und z # 1 definieren wir

£@)= TG
Dann gilt die Reflektionsformel

&(z) =& —z) fiiralleze Cmit 0 <Rez < 1.

Insbesondere besitzt die Funktion & eine meromorphe Fortsetzung auf C mit zwei
Polen erster Ordnung in den Punkten 0 und 1. SchliefSlich besitzt auch die Rie-
mannsche Zetafunktion eine meromorphe Fortsetzung auf C mit einem Pol erster
Ordnung im Punkt 1. Alle Punkte der Form z = =2, —4, ... sind Nullstellen der
Riemannschen Zetafunktion (triviale Nullstellen).
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Beweis. Die Reflektionsformel &£(z) = £(1 —z) gilt deswegen, weil die rechte
Seite in (6.2) (siehe Theorem 6.6) die entsprechende Reflektionsformel erfiillt.

Theorem 6.11. Die Funktion C ist holomorph fortsetzbar auf C\ {1}. Der Punkt
zo = 1 ist ein einfacher Pol, und Res(C,1) = 1. Die holomorphe Fortetzung hat
in =2, =4, —6, ... Nullstellen, und keine anderen Nullstellen in {z € C : Rez <
0}. Auflerdem hat C keine Nullstellen in {z € C : Rez > 1}, und unendlich viele
Nullstellen in dem Streifen {z€ C:0 <Rez < 1}.

Beweis.
Theorem 6.12 (de 1a Vallée Poussin). Fiir alle z € C mit Rez > 1 gilt ((z) # 0.
Beweis. Fiir alle z = s+ it mit s = Rez > 1 gilt nach der Eulerschen Produkt-
formel
(@) =]Ja-po7,
pepP

Insbesondere gilt

log{(z) = - ) log(1-p™).

pepP

Die Potenzreihenentwicklung fiir den Logarithmus im Punkt 1 lautet
log(1-2z) = —i 127‘
k 7
k=1
und somit ist fiir z =s+it € C mits = Rez > 1
— . 1 —zk
log(z) = Z Z w7
peP k=1

p—sk P—itk

[\n1
ma

peP k=1
— i %p—sk -illogp)tk
peP k=1
Also gilt
Relog((z) = i %p_Sk cos((Inp)tk).
peP k=1

Demnach ist

3Re log ((s)) +4Re log C(s + it) + Re log C(s + 2it)

= Z Z %P_Sk (3 +4cos((logp)tk) + cos((log p)2tk)).
peP k=1
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Man beachte, daf3
logw = log|w| +iargw

und
3+4c0s0+c0s26 =2(1+cos6)? > 0.

Also gilt
3 log|C(s)| +4 log|C(s +it)| + log|C(s + 2it)| > O,

beziehungsweise
IC(s)P1C(s +it)[*C(s +2it) > 1 fur alles > 1, t € R. (6.4)

Aus dieser Beziehung folgt, dafs C keine Nullstelle in der offenen Halbebene
{Rez > 1} besitzt.

Wir nehmen nun an, daf$ es ein ¢ € R (notwendigerweise t # 0) gibt, so
dafl {(1+it) = 0. Dann gilt (siehe Potenzreihenentwicklung in 1+ it; wir
verwenden hier, daf C eine holomorphe Fortsetzung in einer Umgebung
von 1 + it besitzt)

|C(s +it)| < Ap|s—1] fiir alle s in einer Umgebung von 1.
Wegen Stetigkeit gilt aufserdem
|C(s +2it)| < Ay fiir alle s in einer Umgebung von 1.
Schliefilich gilt, da 1 ein Pol erster Ordnung ist,
1C(s)] < Agls — 17! fiir alle s € (1,1 +¢).

Setzt man diese drei Abschdtzungen in (6.4) ein, dann erhalten wir einen
Widerspruch. Der Beweis ist somit komplett.

Vermutung 6.13 (Riemann, 1859). Alle Nullstellen der Funktion C in dem
Streifen {z € C: 0 < Rez < 1} liegen auf der Gerade {% +is:s€ R}

Fiir den Beweis dieser Aussage oder ihrer Negation ist ein Preis tiber 1
Million US Dollar ausgeschrieben !

6.3 Ein Tauberscher Satz

Theorem 6.14. Sei (a,) eine beschriinkte Folge in C. Die Funktion f, gegeben durch

(o)

f@=Y" I (Rez>0),

z+1
n=1 n

besitze eine holomorphe Fortsetzung in eine Umgebung von iR. Dann gilt
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[ee)

an
fO=2

n=1

und
N

R -
dm L =0
n=

Beweis. Fiir alle z € C mit Rez > 0 gilt

Zoo |ax]
n
|f(Z)| < nRez+l
n=1

< |lalleo C(Rez +1)
C
< —.
Rez

Sei R >0, N € N. Aus dem Cauchyschen Integralsatz folgt

1 2N |
0= 57z | v ) e

wobei y = y1 Uy, der Weg ist, der sich aus den Stiicken

y1={z€C:Rez>-aand |z| =R},
y2=1{z€C:Rez=-aund |z| <R}

71

zusammensetzt und noch ganz im Holomorphiegebiet von f liegt (d. h.a >0

ist klein genug, in Abhéngigkeit von R). Setze

Yo
n
sn(z) :=Z o und
n
n=1
=
n
rn(z) = Z e
n=N+1

Die Funktion sy ist dann eine ganze Funktion. Es gilt

s (O)—Lf s (Z)Nz(1+£)1 dz
N B 2mi |z|=R N R2 z

= L - Z 22 1
T 21 ) k=R sn(z)N*(1+ ﬁ)g dz
Rez>0
! -z Z2 1
" 2mi ) =R SN(_Z)N (1 + ﬁ)z dZ,

Rez>0
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und somit

2
£(0)—sn(0) = 211 f ) rN(z)NZ(1+%)§ dz

Rez>0

1 22 1
= _ONF1+ )2
2ni ) sn(—z)N~=(1+ Rz)z dz

1 2N |
+ E RZEZO f(Z)N (1 + ﬁ); dz.

Nun gilt

1 2R

Ly 2 s AR s = R
z R2 R?

1 z

2
|-+ —=| < = falls Rez=—a und |z| £ R,
z R2 7«

N
IN“2sn(=2)| < llalleo NTREZ )" =1
n=1

<%f lls Rez >0,

[se]

IN*rN@)] < llalloo NR= )

n=N+1

1

nRez+1

” ||°° falls Rez > 0,

und somit

4I|ﬂ||oo

|(rn (z)N? _SN(_Z)N_Z)(E + %)I < falls Rez > 0.

Daraus und aus der Dreiecksungleichung fiir Integrale folgt

< Nl
= 2R

o [, (N —saN A ) a

2t
Rez>0

Schliefslich ist die Funktion | f| wegen Stetigkeit auf dem Weg {z € y : Rez <0}
durch eine Konstante M beschrénkt (wobei M natiirlich von R abhéngt).

Somit gilt
M f N‘ M f Ns2|s|

S + .
aN"‘ 7'(122(10gN)2

1 Z
o Rze’iof(Z)N (1+ ) dz
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Fasst man die Abschidtzungen zusammen, dann folgt

. llallo
— < —.
h? Soljp 1£(0) —sn(0)] < SR
Da R > 0 beliebig war, erhalten wir
] _ [S9) an B
I\lllmoo sn(0) = ;:1 P f(0).

6.4 Der Primzahlsatz

Die Primzahlzahlfunktion 7t ist gegeben durch
1i(x) := Anzahl der Primzahlen kleiner oder gleich x (x> 0).

Theorem 6.15 (Primzahlsatz). Es gilt

x x
m(x) = log x +o(logx

).

Wir erkldren im Folgenden, wie im (analytischen) Beweis des
Primzahlsatzes die Riemannsche Zetafunktion eine Rolle spielt, und wie
er schlieflich bewiesen werden kann. Wir bemerken im Vorbeigehen aber
auch, dafs die Riemannsche Vermutung (siehe 6.13) dquivalent zur Aussage

x

mi(x) = Togx +O( \/Elogx)

ist. Sie ist also dquivalent zu einer besseren Abschdtzung des Fehlerterms

6.4.1 Dirichletreihen

Eine (formale) Dirichletreihe ist eine Reihe der Form
0o a,
;r
n=1
wobei (a,,) eine Folge in C ist und z € C. Wenn diese Reihe fiir ein zg € C
konvergiert, dann konvergiert sie auch fiir alle z € C mit Rez > Rezg (d. h. der
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nattirliche Konvergenzbereich einer Dirichletreihe ist eine rechte Halbebene
in C) und definiert dort eine holomorphe Funktion.

Lemma 6.16 (Ableitung von Dirichletreihen). Ist f(z) = }.;”, % eine Dirich-
letreihe, dann ist

(o]

F2)= —Z a, logn

nz
n=1

ebenfalls eine Dirichletreihe, die in derselben Halbebene wie f konvergiert.

Lemma 6.17 (Produkte von Dirichletreihen). Seien (a,,) und (b,) zwei kom-
plexe Folgen, so daf$ die Dirichletreihen

@)= i " und (2) = i z—
n=1 n=1

fiir wenigstens ein z € C konvergieren (und dann sind f und g holomorphe Funk-
tionen auf einer gemeinsamen Halbebene). Dann ist das Produkt f g ebenfalls eine
Dirichletreihe,

f@g@ =)=,
n=1

Cn :Zakb%.
kin

Beweis. Einfaches Nachrechnen.

mit

Beispiel 6.18. (a) Die Riemannsche Zetafunktion besitzt in der Halbebene
{Rez > 1} keine Nullstelle, d. h. die Funktion % ist holomorph in dieser
Halbebene. Mit dem Lemma 6.17 und einem Koeffizientenvergleich findet

man
1y pn)
E) ‘anl . (Rez>1),

wobei (u(n)) die Mobiusfunktion ist, die implizit durch

u(1)=1und
Y ) =0 fiir n > 2 (6.5)
kin

gegeben ist, d. h.
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1 fallsn=1,
u(m)=<0 falls n eine Quadratzahl als Teiler enthilt,
(-DF fallsn=pg--- pi fiir paarweise verschiedene Primzahlen p;.
(6.6)
(b) Aus Lemma 6.16, Lemma 6.17 und dem Beispiel (a) folgt
(@) _y Al
C@‘;nﬂ
wobei "
An):= ) pR)log()  (1EN) 67)
kin
die Mangoldtfunktion ist. Man priift leicht nach, daf3
logp falls n = p* fiir eine Primzahl p und ein k € N,
An) = (6.8)
0 sonst.

Aus den Gleichungen (6.5) fiir die Mobiusfunktion und (6.7) fiir die Man-
goldtfunktion folgt

A(n) = — Z u(k) logk. (6.9)
kin
(c) Mit dem Lemma 6.17 erhilt man aufSerdem, dafs

[oe]

(=)

nz ’
n=1

wobei
(n) = Z 1 = Anzahl der Teiler von n.
kin

Aus einem Koeffizientenvergleich der Dirichletreihen auf beiden Seiten der
Gleichung C = % 2, wiederum unter Verwendung von Lemma 6.17, folgt

Y ‘u(k)’r(%) —1farallen>1. (6.10)
kin

Andererseits folgt aus einem Koeffizientenvergleich der Dirichletreihen auf
beiden Seiten der Gleichung

d 1 C(2)

dz C(z) ~ ((z)?’

unter Verwendung von Lemma 6.16 und Lemma 6.17,
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(m logn = Y (D). (6.11)
kin

6.4.2 Elementare Eigenschaften der M6bius-, der Mangoldt-
und anderer Funktionen

Ausgehend von der Mobius- und der Mangoldtfunktion definiert man die
jeweiligen Partialsummen

M(x) := Z u(n)

und

P(x) = ZA(n).

n<x

Die Funktion ¢ heifit zweite Tschebyschewkunktion. Die erste
Tschebyschewfunktion ist durch

O(x):= Zlogp

p<x

gegeben.
Lemma 6.19. Fiir alle x > 0 gilt

O(x) < xlog4.
Beweis. Fiir alle n € IN gilt

22n—1 — (1 + 1)2n—1

2n-1)----- (n+1)
(n-=1)!
>2 H p
n<p<2n-1
— 9 0@n=1)-0(n)

=2

und somit
0(2n—1)-0(n) <log2?" 2 = (n—1) log4.
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Nun gilt

O(x) =0 < x log4fiir x <2, und
O(x) =log2 < x log4fir 2 <x < 3.

Sein €N, n > 2, so daf$ die Behauptung fiir alle x € (0,21 — 1) gilt. Dann gilt
furallexe[2n—-1,2n+1),

O(x)=6(2n-1)
=0(n)+(62n-1)-6(n))
<nlog4+(n-1)log4
<xlog4,

d. h. die Behauptung gilt fiir alle x € (0,2(n + 1) —1).

Lemma 6.20. Es gilt

1
timint Z1%8 _ jiming YY) i g 22
X—00 X X—00 X X—00 X
und | 0
limsup w = limsup M =limsu 6
X—00 X—00 X X—00
Beweis. Fiir alle x > 1 gilt
0(x) = Z logp
p<x
logx]
<su lo
3 [IOgP 87
=9(x)
< Z log x
p<x
= 11(x) logx.
Aus diesen Ungleichungen folgt
1
liminf ml) logx > liminf v > liminf %
xX—00 X X—00 X X—00 X

Seinun ¢ € (0,1). Dann gilt fiir alle x > 1,
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O(x) > Z logp

x1—£<pr

Zlog(xl_f) Z 1

xl-e¢<p<x
= (1-¢) logx (n(x) - m(x' ™))
> (1-¢) logx (1(x) —x'79).

Daraus folgt
0(x)

liminf —= > (1 - ¢) liminf

X—00 X X—00

ni(x) logx

—

Da ¢ € (0,1) beliebig war, folgt die erste Behauptung. Die zweite Behauptung
zeigt man analog.

Lemma 6.21. Der Grenzwert
N1
I\l}lﬁr{}ozl‘ - —log(N+1)=:y
n=

existiert. Genauer gilt

X1 1
Y ~ =log(N +1)+y +0(x).

n=1
Die Konstante y heif$t Euler-Mascheroni-Konstante.

Beweis. Es gilt

Aus dieser Gleichheit folgt schon einmal, daff die Folge (qu\’ﬂ % —log(N +
1))nen positiv und monoton wachsend ist. Wir konnen aber die rechte Seite
folgendermafien abschétzen:

Nl N1 1
Z—2)ds< ~_ < .
;fn (n s)ds_nzzll(n n+1)_nZ:;4n(n+1)<+oo

Also konvergiert die Folge (Zf:’:l }1 —log(N +1))nen gegen ein y € Rg. An-

dererseits folgt aus der obigen Gleichheit auch
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SN
Za—log(N+1)—y

n=1

i fn+1(%_%)ds

n=N+1

[s]

1
= Z nn+1)

n=N+1

= 0(5)

Lemma 6.22. Es gilt

Z(T(m) —logm+2y) = O(VXx),

m<x

wobei y die Euler-Mascheroni-Konstante ist.

T(n)=21 =2 Z 1+6(n),

Beweis. Es gilt

kin kin
k<
wobei
1 falls n Quadratzahl ist,
o(n) =
0 sonst.
Daraus folgt

ZT(n)zzzz 1+Zl

n<x n<x  kin n2<x

k<+n

= Z(1+2 Z 1)

k<+/x kK2<n<xTkin

- Z(1+2[§]—2d).
k<+/x

Unter Verwendung von Lemma 6.21 erhélt man

Z t(n) = xlogx —x+2yx+ O( Vx).

n<x

Daraus und aus

2 logn = xlogx—x+O(logx) (Ubung!)

n<x

folgt direkt die Behauptung.
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6.4.3 Aquivalente Formulierungen des Primzahlsatzes

Theorem 6.23. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) 7'c(x) logx + 0( logx)
(if) P(x) =x+o(x).
(iii) M(x) = o(x).
(iv) Y1 “(nn)
Beweis. Die Aquivalenz (1)&(2) folgt aus Lemma 6.20.
(3)=(2) Fuir nattirliche Zahlen x gilt

PE)—x= ) (Am)-1)

= Z;‘ ; (k) (log(%) - T(%) +2y) -2y
= Y u)Qogm—t(m) +2y)~2y.
k-m<x

Man teilt diese Summe auf in eine Summe tiber die Paare (k,m), in denen
m < B ist, und tiber die Paare (k,m), in denen m > B ist. Fiir die eine Summe
gilt

Y, k) togm—(m)+2y) = Y, M(>-) (logm —(m) +2),

km=x m<B
m<B

und somit, aufgrund der Voraussetzung M(x) = o(x),

hrgo Z u(k) logm —t(m)+2y) =

k-m<x
m<B

Fiir die andere Summe gilt unter Benutzung von (??) die Abschdtzung

Y (k) (logm —(m)+2)| < Zuvt(kn\[

k-m<x
m>B

und somit, aufgrund der Voraussetzung M(x) = o(x),

Jim ~ kZ (k) (log m —T(m) +2y) =
m>B

4)=(3)
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Bemerkung 6.24. Theorem 6.23 sagt nicht, dafs der Primzahlsatz (d. h. Aus-
sage (1) in Theorem 6.23) wahr ist, sondern dafS der Primzahlsatz dquivalent
zu anderen asymptotischen Aussagen ist. In der Tat beweisen wir aber im
folgenden Abschnitt, dafl die Aussage (4) von Theorem 6.23 wahr ist.

Ohne Beweis bemerken wir auflerdem, daf§ die Riemannsche Vermutung
dquivalent zur Aussage

M(x) = O(x2*¢) fiir alle & > 0

ist.

6.4.4 Beweis des Primzahlsatzes

Beweis (Beweis des Primzahlsatzes - Theorem 6.15). Die Mobiusfunktion
(u(n))n>1 ist beschrankt, und die zugehorige Dirichletreihe

iu(n): 1
nt o l(z)

n=1

besitzt nach Theorem 6.12 eine holomorphe Fortsetzung in eine Umgebung
der Abszisse 1+iR. Aus dem Tauberschen Satz (Theorem 6.14) und der
Tatsache, daf3 die Riemannsche Zetafunktion im Punkt z = 1 einen Pol besitzt,

folgt,daB )., , %ﬂ) =0. Der Primzahlsatz folgt hieraus und aus Theorem 6.23.






Chapter 7
Euklidische und nichteuklidische Geometrie

7.1 Winkeltreue und konforme Abbildungen

Seien y1 : I = R?, y5 : I, > R? zwei stetig differenzierbare Kurven (I; C R
Intervalle), die sich einem Punkt z := y1(t1) = y2(t2) schneiden. Wir nehmen
an, daf die beiden Kurven reguldr in dem Sinne sind, dafs /| (t) # 0 fiir alle
t € I; und dhnlich fiir y». Der Winkel zwischen y; und y; im Punkt z ist dann

argy;(t2) —argy/(tr),

also der Winkel zwischen den beiden Tangentialvektoren. Hier ist argz die
Winkelkomponente in der Polarkoordinatendarstellung von z € R?\ {0}, d.h.
die eindeutig bestimmte Zahl 6 € (-7, 7], so daf8 z = (rcos 0,rsin 0).

Eine stetig reell differenzierbare Funktion f: U — R2 (U C R? offen) ist
winkeltreu im Punkt z € U, falls f'(z) € R>*? invertierbar ist und falls fiir
alle stetig differenzierbaren Kurven y; : [} — R?, y2:lp — R?, die sich im
Punkt z = y1(t1) = y2(t2) schneiden, die Gleichheit

argy,(t2) —argy/(t1) = arg(f oy2)'(t2) —arg(f o 1)’ (t1)

gilt. (Man beachte, daf8 die Verkniipfung f oy; wenigstens in einer Umge-
bung von ¢t; wohldefiniert ist). Dieselbe Funktion f ist winkeltreu, wenn sie
in jedem Punkt z € U winkeltreu ist.

Aufgrund der Kettenregel (f oy )’ (t;) = f’(y/(tj)))/;.(tj) = f'(2) y;.(t]') ist eine
Funktion f genau dann winkeltreu in einem Punkt z, wenn ihre Abbleitung
f’(z) invertierbar und winkeltreu ist.

Theorem 7.1. Sei f : U — C (U € R? = C offen) stetig reell differenzierbar. Dann
ist f genau dann holomorph, wenn f auf der Menge {z € U : f'(z) # 0} winkeltreu
ist.

Beweis. Wir identifizieren in diesem Theorem R? und C in der kanonischen
Weise. Ist f = u+iv mitu, v: U — R, dann ist

83
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L) 2(z)
’(Z) — dJx dy e ]RZXZ.
FO= 20 26
Wie oben bemerkt, ist f genau dann winkeltreu in einem Punkt z € U, falls
f’(z) invertierbar und winkeltreu ist. Die einzigen winkeltreuen, linearen
Abbildungen auf R? sind jedoch die Drehstreckungen, also lineare Abbil-
dungen, die durch eine Matrix der Form

(—abz) (a,beR,a®+b>>0)

dargestellt werden. Alsoist f genau dann winkeltreu in einem Punkt z, wenn

u

ou, , v,
a(Z) +@(Z) >0, a

(2) = 3—;(2-) und
ou Jv
7= @

Die letzten beiden Gleichungen gelten trivialerweise auch in Punkten z € U,
in denen f’(z) = 0.

Die Funktion f = u+iv ist also genau dann winkeltreu auf der Menge
{zelU: f'(z) # 0}, wenn u und v die Cauchy-Riemannschen Differential-
gleichungen auf U erfiillen. Nach Theorem 3.2 erfiillen u und v jedoch
genau dann die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen, wenn f
holomorph ist.

Eine holomorphe Abbildung f: U — V (U, V C C offen) heifst konform ,
wenn sie bijektiv und ihre Umkehrabbildung f~! holomorph ist. Ubung: die
Ableitung einer bijektive, holomorphen Abbildung zwischen zwei offenen
Teilmengen von C verschwindet in keinem Punkt. Eine konforme Abbildung
ist also, ebenso wie ihre Umkehrabbildung, winkeltreu.

Zwei offene Teilmengen U, V C C heiflen konform dquivalent, wenn
es eine konforme Abbildung f : U — V gibt. Eine konforme Abbildung
f:U—- U (UCcC offen) heifit Automorphismus von U. Die Menge der
Automorphismen von U wird mit Aut(U) bezeichnet. Versehen mit der
Verkniipfung / Komposition von Automorphismen ist Aut(U) eine Gruppe.
Die identische Abbildung ist dabei das Einselement von Aut(U).

7.2 Die Automorphismengruppe von C

Eine ganze Funktion, die kein Polynom ist, heifst auch transzendente Funk-
tion.
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Theorem 7.2. Sei f : C — C eine ganze, transzendente Funktion. Dann gibt es zu
jedem w € C eine Folge (z,) in C, so dafs

lim |z,| = o0 und
n—oo

lim f(z,) = w.
n—oo

Beweis. Wir wollen umgekehrt annehmen, dafs f eine ganze Funktion ist,
und daf$ es ein w € C, ein € > 0 und ein R > 0 gibt, so daf3

|f(z) —w| = ¢ fiir alle z € C mit |z| > R.

Wir zeigen, dafs dann f ein Polynom ist. Ohne Beschriankung konnen wir
annehmen, daf8 f nicht konstant ist, denn sonst wire f ja schon ein Polynom.

Die Funktion z — f(z) —w besitzt dann in der abgeschlossenen Kreiss-
cheibe B(0,R) hochstens endlich viele Nullstellen zj, ..., z,, jeweils mit
Vielfachheiten ¢, ..., a;,. Die Funktion

f@)-w

8(z):= —H;il(Z—Zj)?

setzt sich dann zu einer ganzen Funktion ohne Nullstellen fort. Die Funktion

é ist also ebenfalls eine ganze Funktion. Fiir diese gilt die Abschédtzung

@

1 m
< [T~ firallez e € mitlz > R
j=1

Aus einer Variante des Satzes von Liouville folgt, dafs % ein Polynom ist. Da
dieses Polynom aber keine Nullstelle besitzt, muf$ es wegen des Fundamen-
talsatzes der Algebra konstant sein. Insbesondere ist ¢ konstant und somit,
aufgrund der Definition von g,

m

f@)=w+c H(z -2)¢ (z€0),

j=1
d. h. f ist ein Polynom.

Eine Funktion f: C — C heif8it affin, wenn f(z) = az+b fiir Konstanten
a,beC,a#0. Affine Abbildungen sind Verkniipfungen von Streckungen /
Dilatationen z = rz (r € R,(), Drehungen z — ¢z (8 € R) und Verschiebun-
gen z — z+b (b € C). Die Abbildungen z +— az mit a € C, a # 0, heifien
auch Drehstreckungen. Affine Abbildungen bilden Geraden auf Geraden
ab. Eine affine Abbildung ist genau dann abstandstreu (vgl. Geometrie),
wenn |a| = 1. Affine Abbildungen sind offensichtlich holomorph, bijektiv,
und ihre Umkehrabbildungen f~!(z) = Za;b sind wieder affin. Insbesondere
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sind affine Funktionen also Automorphismen von C. Es gibt keine weiteren
Automorphismen.

Korollar 7.3. Die Automorphismengruppe Aut(C) besteht genau aus der Menge
der affinen Abbildungen.

Beweis. Offensichtlich sind Automorphismen von C ganze Funktionen. Da
sie zudem bijektiv sind, konnen sie aufgrund des Theorems 7.2 nicht tran-
szendent sein. Also sind Automorphismen notwendigerweise Polynome.
Die einzigen injektiven Polynome sind aber die Polynome vom Grad 1, d. h.
die affinen Funktionen.

7.3 Die Riemannsche Sphire und ihre
Automorphismengruppe

7.3.1 Die Riemannsche Sphire

Die Riemannsche Sphire € ist nichts anderes als die zweidimensionale
Sphére
Ci={(r,x2,x3) ER*:xf+x5+25=1} (=S?).

Der Punkt N = (0,0, 1) heifit dabei Nordpol. Die stereographische Projektion
der Riemannschen Sphire ohne den Nordpol, C\ {N} auf die komplexe Ebene

{(x,y,2)eR3:z2=0}=C

bildet jeden Punkt (x1,x2,x3) € C\{N} auf den eindeutigen Schnittpunkt der
Geraden durch N und (x1,x2,x3) mit der komplexen Ebene ab. Umgekehrt
wird jeder Punkt x +iy = (x,1,0) der komplexen Ebene auf den eindeuti-
gen Schnittpunkt der Geraden durch N und (x,y,0) mit der Riemannschen
Sphire abgebildet. Die stereographische Projektion ist konform (bijektiv und
in beide Richtungen winkeltreu). Sie bildet die stidliche Hemisphére auf
die Einheitskreisscheibe in C, den Aquator auf den Einheitskreis, und die
nordliche Hemisphére auf das Komplement der abgeschlossenen Einheit-
skreisscheibe in C ab. Wird € \ {N} unter der stereographischen Projektion mit
C identifiziert, so entspricht der Nordpol N einem Punkt “im Unendlichen”.
Fiir die stereographische Projektion p : € \ {N} — C rechnet man einfach nach,
dafs
p(x1,x2,X3) =.

und

2x 2y x*+y?-1
(x2+y2+1'x2+y2+1'x2+y2+1

plx+iy) = )-
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Die “natiirliche Topologie” der Riemannschen Sphire erzeugt eine
Topologie auf CU {oo}. Genauer: Sei U C C eine Teilmenge, so daf’ es eine
positive reelle Zahl r gibt mit {z € C : |z| > } € U. Dann heifit U U {co} Umge-
bung von oo (in CU{eo}). Die Umgebungen von z € C in CU {0} sind Mengen,
die auch Umgebungen von z in C sind. Damit wird die Riemannsche Sphére
ein topologischer Raum (sogar ein metrischer Raum, wenn man die von
der Sphére induzierte Metrik betrachtet). Sie heifst auch Einpunktkompak-
tifizierung der komplexen Ebene. In der Tat ist die Riemannsche Sphére
als beschriankte und abgeschlossene Teilmenge von R nach dem Satz von
Heine-Borel kompakt. Anders ausgedriickt haben wir den folgenden

Proposition 7.4. Jede Folge in C = C U {co} besitzt eine konvergente Teilfolge.

Fazit: Auch auf der Riemannschen Sphare sind Umgebungen, offene Men-
gen und abgeschlossene Mengen definiert. Ebenso kann man Konvergenz
und den Begriff der Cauchyfolge definieren. Die Riemannsche Sphire ist
aber kein Kérper und kein Vektorraum; es gibt auch keine nattirliche Ord-
nungsrelation.

7.3.2 Mobiustransformationen

Die Riemannsche Sphire ist zwar kein Vektorraum (z.B. weil der Punkt co
keine Inverse beziiglich der Addition besitzt), die Abbildungen “Transla-
tion”, “Drehstreckung” und “Inversion” z — 1 (Inverse beziiglich der Mul-
tiplikation in C, nicht beziiglich der Komposition von Funktionen !) spielen
jedoch wichtige Rolle. Es sind diejenigen Funktionen, die Winkel erhalten.
Wir betrachten Kompositionen dieser Abbildungen.

Lemma 7.5. Seien a, b, ¢, d € C mit ad — bc # 0. Die Abbildung f : CU {co} —
C U (oo}, definiert durch

b fir zeCoz# -4
f@)={c  fur z=-4 (7.1)

%‘ fir z=o

ist bijektiv. Ihre Einschrinkung auf C\ {—%} ist holomorph.

Die Abbildungen, die in (7.1) definiert werden, heiflen
Méobiustransformationen oder manchmal auch gebrochen affine
Transformationen der Riemannschen Sphédre (in der Tat fassen wir
die Mobiustransformationen auch als Abbildungen der Riemannschen
Sphire auf die Riemannsche Sphire auf). Mit der Bedingung ad — bc # 0
werden die konstanten Abbildungen ausgeschlossen. In der Tat ist jede
Mobiustransformation eine konforme Abbildung der Riemannschen Sphére.
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Lemma 7.6. Fiir jede Matrix A = (Zli m

2 ) € GLy(C) sei f4 die durch
21 422

a11z+ann
a1z +dax

fa(2) =
gegebene Mobiustransformation. Dann gilt fiir alle A, B € GLy(C)

fap=faofs,
d. h.
GLy(C) > Aut(C), A fy

ist ein Gruppenhomomorphismus. Die Menge aller Mobiustransformationen bildet
eine Untergruppe der Automorphismengruppe der Riemannschen Sphiire.

Spezielle Mobiustransformationen sind die Drehstreckungen z — az (a €
C, a #0), die Verschiebungen z — z+b (b € C) und die Inversion z — %

Lemma 7.7. a) Mobiustransformationen sind Kompositionen von Drehstreck-
ungen, Verschiebungen und Inversionen.

b) Fiir die Einschrinkung einer Mobiustransformation auf C gilt: das Bild einer
Gerade oder einer Kreislinie ist eine Gerade oder eine Kreislinie.

Beweis. (a) Sei f eine Mobiustransformation wie in (7.1). Ist ¢ = 0, dann ist

f=f2 Of1 mit

fi(z) = f—iz und

f2(2) :z+g.

Istc#0,dannist f = fyo fz0 f, 0 f1 mit

fz) =

fa(2) =
fz(z)= und
fa(z) =.

(b) Aufgrund der Faktorisierung einer Mobiustransformation in eine
Verkniipfung von Drehstreckungen, Verschiebungen und / oder eine Inver-
sion gentigt es, die Aussage fiir diese speziellen Mébiustransformationen zu
beweisen.

Ein spezielles Beispiel einer Mobiustransformation ist die Abbildung

flz)= % ; diese heifit auch Cayleytransformation.
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7.3.3 Automorphismengruppe der Riemannschen Sphire

Theorem 7.8. Die Automorphismengruppe der Riemannschen Sphiire, Aut(C),
besteht genau aus der Menge der Mobiustransformationen.

Beweis. Sei f € Aut(€). Ist f(co) = co, dann ist die Einschrankung von f auf
C ein Automorphismus von C, d. h. nach Korollar 7.3,

f(z)=az+D.

Insbesondere ist f eine Mobiustransformation.

Ist f(0) =d € C, dann ist mit g(z) = Z%d die Verkniipfung h := go
f ein Automorphismus der Riemannschen Sphire, der den Punkt oo
auf sich selbst abbildet. Nach dem ersten Teil des Beweises ist I eine
Mobiustransformation (sogar eine affine Abbildung), und somitist f = g~ oh

eine Mobiustransformation.

7.4 Die Automorphismengruppe von D

Sei D :={z € C : |z| < 1} die offene Einheitskreisscheibe in C,und T={z € C :
|z| = 1} die Einheitskreislinie.

Lemma 7.9. Alle Mobiustransformation f € Aut(C), die D auf sich selbst abbilden,
sind von der Form

zZ—a

1 (zeD)

f@)=c

az
fiireinaeDundeinceT.

Beweis. Hat eine Mobiustransformation f die spezielle Form wie in der Be-
hauptung, dann rechnet man leicht nach, dafs sie ID auf sich selbst abbildet.

Sei umgekehrt f € Aut(C) eine Mobiustransformation, die ID auf sich selbst
abbildet. Allgemein ist f von der Form

mit a, b, ¢, d € C, so daf ab—cd # 0. Aus f(0) =& € D folgt d # 0. Da f
auflerdem bijektiv auf der Riemannschen Sphére ist, gilt f(z) ¢ D fiir alle
z ¢ D, und insbesondere f(co) = 2 ¢ ID. Daraus folgt auch a # 0. Nach einer
Umbenennung und Normalisierung der Parameter ist also f von der Form

z—a
bz—-1

f@)=c

mit a, b, c€ C, c #0. Aus f(D) = D und der Stetigkeit von f und f~! folgt
f(T) ="T. Es gilt also
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lbz— 11> = |c/* |z —al* fir allez € T,
beziehungsweise
[b> +1—2Re (bz) = |c|* (1 + |a]* = 2Re (az) fiir alle z € T.
Dies ist dquivalent zu
bl +1 = |cl*(1+1a?*) und b = |c]*a.
Setzt man die zweite Bedingung in die erste Bedingung ein, dann erhélt man
(1~ lacP) = e (1~ lacl?),

also entweder |ac| = 1 oder |c| = 1. Wegen f(0) = ca € ID konnen wir aber |ac| =1
ausschliefien. Also gilt [c| =1 und b =4.

Lemma 7.10 (Schwarz). Sei f : 1D — C eine holomorphe Funktion, so daf f(0) =0
und f(ID) € ID. Dann gilt

|f(z)| < Iz| fiir alle z € D und |f'(0)| < 1.

Gilt des Weiteren |f(z)| = |z| fiir ein z € D oder |f'(0)| = 1, dann ist f(z) = cz fiir ein
ceCmit|c <1.

Beweis.
Theorem 7.11. Es gilt
Aut(D) = {f € Aut(€) : f(D) =D}
={feAut(©) : fz)=c

z—a
az—1

fiireinaeD, ceT}.

Beweis. Die zweite Gleichheit ist gerade Lemma 7.9. Was die erste Gleichheit
angeht, so ist die Inklusion “2” offensichtlich. Wir zeigen also die Inklusion
/lg/l.
Sei f € Aut(ID). Falls f(0) =0, dann gilt nach dem Lemma von Schwarz
(Lemma 7.10)
|f(z)| <z fiir alle z e D.

Da aber auch f~! die Einheitskreisscheibe D auf sich selbst abbildet und
£71(0) =0, folgt aus dem Lemma von Schwarz auch

|f_1(z)| <|z| fiir alle z € D.
Aus beiden Ungleichungen folgt

|f(2)| = || fiir alle z € D,
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was nach dem Zusatz im Lemma von Schwarz nur moglich ist, wenn
f von der Form f(z) = cz fiir ein c € T ist. Insbesondere ist also f eine
Mobiustransformation.

Falls f(0) =a €D, a # 0, dann ist mit g(z) = £ (g € Aut(ID)) auchh = go f
ein Automorphismus von D, der zudem die Eigenschaft 1(0) = 0 erfiillt. Nach
dem ersten Teil des Beweises ist /i eine Mobiustransformation, und somit ist

f= g_l o h eine Mobiustransformation.

Fiir eine stiickweise differenzierbare Kurve y : [0,1] = ID heifit die Varia-
tion

1
L) := fo /(O] € [0, +o0]

auch euklidische Lange der Kurve und

G AG]
Lhyp()/) = ‘fo W dt e [0,+oo]

hyperbolische Linge der Kurve.
Die hyperbolische Lange erzeugt eine sogenannte hyperbolische Metrik
dpyp auf D, ndmlich durch

dhyp(ZbZZ) = inf{Lhyp(y) : 7/(0) = 21/7(1) =2z}

Der Abstand zwischen zj, z; € D ist also das Infimum aller hyperbolischen
Langen von Kurven von z; nach z;. Man nennt hyperbolische Geraden
(auch Orthokreise) die kiirzesten Strecken beziiglich der nichteuklidischen
Léange.

Lemma 7.12. Sei f € Aut(ID). Dann gelten folgende Aussagen:

@ _ 1
I-f@R ~ 1-12P

b) Fiir alle z1, zp € D gilt dy,(f(21), f(22)) = dpyp(z1,22), das heifit f ist ab-
standstreu (oder: isometrisch) beziiglich der hyperbolischen Metrik.

a) Fiirallez €D gilt

c) f bildet eine hyperbolische Gerade auf eine hyperbolische Gerade ab.

Beweis. Die Aussage in (a) erfolgt durch einfaches Nachrechnen, unter Zuhil-
fenahme von Theorem 7.11. Ist f € Aut(ID), f(z) = c =5 mita€ D, c € T, dann
gilt fir alleze€ D,
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lal?

1-|a
/@I e

—al2
-f@@)P 1—%
B —|af?
Caz-1P —|z—af?
_ —al?
 (laz> —=2Re(az) + 1) — (|z> = 2Re (az) + 1)
1
=

(b) Fiir alle stetig differenzierbaren Kurven y : [0,1] — D folgt, wegen (a),

L @)y @l (t
Euyplf oY f T mP @

e AG]
-, iR ¢
=Lhyp(7/)'

Daraus folgt direkt die Behauptung.
(0) ...

Verfahren um dy,;,(z1,22) zu berechnen: Fiir s € (0,1) kann man direkt
ausrechnen daf dj,;,(0,s) = 1 7 log 173 1+S . Sonst finde ein f € Aut(ID) mit f(z;) =

0,5 := f(z2) € (0,1), das Urblld f 1([O,s]) liefert die nichteuklidische Strecke
zwischen z; und z5.

Der metrischer Raum (ID, dj,) ist nicht euklidisch, das heifst zu eine nich-
teuklidische Gerade g und einen Punkt P ¢ ¢ kann es mehrere nichteuklidis-
che Geraden geben die P erhalten und “parallel” zu g sind.

Die Summe der inneren Winkeln eines nichteuklidischen Dreiecks ist
kleiner als 7.

Die nichteuklidische Metrik liefert die gleiche Topologie auf ID wie die
euklidische Metrik.

Zusammenfassung. Die Geometrie (das heifst Punktmenge, Geraden-
menge, Metrik und Axiome)

e des (C,||.||) ist die euklidische Ebene IR?

o des CU{co} =5 mit Grofskreisen und spherischen Abstand ist die Geome-
trie der zweidimensionale Sphire. Die Summe der inneren Winkeln eines
spherischen Dreiecks ist grofier als .

e des (D,dy,,) ist die hyperbolische Geometrie der Kreisscheibe.

Die Automorphismen heiflen Bewegungen.
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