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Kapitel 1
Beispiele gewohnlicher Differentialgleichungen

1.1 Was ist eine gewohnliche Differentialgleichung?

Seienn, m > 1, D C Rt eine offene Menge und f : D — R" eine stetige Funktion.

Eine (explizite) gewohnliche Differentialgleichung der Ordnung m ist eine
Gleichung der Form

(@) = £t,x(), X 1), ... x™ V@) (e, (1.1)

Hier ist I C R ein Intervall und x : I — R” eine m-mal differenzierbare Funktion.
Diese Funktion x ist die Unbekannte in dieser Gleichung. Die Differentialgleichung
(1.1) zu 16sen heifit, eine m-mal differenzierbare, auf einem Intervall 7 C R
definierte Funktion x zu finden, so daf die Gleichung (1.1) fiir alle r € [ erfiillt ist.
Im Prinzip ist auch das Intervall / unbekannt bzw. nicht vorgegeben.

Bemerkung. Eine implizite gewohnliche Differentialgleichung ist eine Gleichung der Form
F(t,x(0), % @), oo x™ V(@) M (1)) =0 (t€1).

Hier steht die Ableitung mit der hochsten Ordnung nicht getrennt auf einer Seite der Gleichung.
Diese Differentialgleichung ist allgemeiner als die explizite Differentialgleichung (1.1). Wir
werden sie aber in dieser Vorlesung nicht betrachten.

Wenn n = 1, dann nennen wir die Differentialgleichung (1.1) eine skalare Dif-
ferentialgleichung. Wenn n > 2, dann ist die Funktion x eine vektorwertige Funk-
tion, x = (x1,...,x,) und f = (f1,...,fu), und die Differentialgleichung (1.1) ist
ein System von n skalaren, gekoppelten Differentialgleichungen. Anstatt der Dif-
ferentialgleichung (1.1) in R"” konnte man also auch ein System von »n skalaren,
gekoppelten Differentialgleichungen schreiben, etwa
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@) = AEx (), (1), X (), (1), (@), (1),
/ x(mfl x(mfl
1 EEETS] PRI, 97

10 (1)),

() = fultox1(6), - (), X, (1) (0, " (), D ().

Manchmal werden wir diese Schreibweise verwenden, obwohl die Differentialgle-
ichung der Form (1.1) vielleicht einfacher aussieht.

Oft wird eine Differentialgleichung durch Anfangsbedingungen (oder Randbe-
dingungen) ergénzt, zum Beispiel

M@t = £t,x(), X @), ... x™ V@) (e,
x/(l‘()) =X, (1.2)

x('"fl)(to) = Xm—1-

Hier ist 7y € I eine gegebene “Anfangszeit” und xp, xi, ..., Xp—1 € R” sind
gegebene Anfangswerte. Das Problem (1.2) heiflt auch Anfangswertproblem oder
Cauchyproblem.

Beispiel 1.1 (Exponentielles Wachstum). Sei I = [0, 7| ein Intervall (Modell eines
Zeitintervalls). Fiir jeden Zeitpunkt 7 € I misst man die Anzahl x(r) der Individuen
einer Population, wobei “Population” sehr allgemein zu verstehen ist, zum Beispiel
eine Population von Zellen oder Bakterien, eine ‘“Population” von radioaktiven
Atomen oder ein Kapital.

Wir wollen annehmen (!), daB sich die Individuen vermehren oder absterben,
und daB die Zuwachsrate unabhingig vom Zeitpunkt ¢ € I und dafl der Zuwachs
proportional zur Anzahl der Individuen zum Zeitpunkt ¢ ist. Die Zuwachsrate ist
negativ, wenn Individuen absterben (radioaktive Atome zerfallen). Der infinitesi-
male Zuwachs der Anzahl der Individuen ist gegeben durch die Ableitung x'(¢), er
ist proportional zur Anzahl der Individuen x(¢), und die Proportionalititskonstante
(Zuwachsrate) ist zeitunabhingig. Wir erhalten unter diesen Annahmen die Differ-
entialgleichung

X (t)=a-x(t).

Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung. Wir wollen weiter
annehmen, dafl die Anzahl der Individuen zu einem gegebenen Zeitpunkt zy €
bekannt ist:

X (lo) = XQ.
Wir erhalten dann ein Anfangswertproblem.

Beispiel 1.2. Wir betrachten dieselbe Situation wie im Beispiel 1.1, aber wir
nehmen jetzt an, dal die Proportionalitidtskonstante (Zuwachsrate) von der Zeit
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abhingen darf (zum Beispiel teilen sich Zellen am Tag hiufiger als wihrend der
Nacht). Wir erhalten dann die Differentialgleichung

welche noch mit einer Anfangsbedingung ergénzt werden kann.

Beispiel 1.3 (Das Pendel). Eine in einem Massenpunkt M konzentrierte Masse m
héngt an einem masselosen, festen Stab der Linge I. Sei ¢(¢) der Winkel zwis-
chen dem Pendel (dem Stab) und der Vertikalen zum Zeitpunkt ¢, und sei g die
Gravitationskonstante. Dann erfiillt die Funktion ¢ die Differentialgleichung des
physikalischen Pendels:

m-1-¢"(t) = —mg-sin@(t).

Fiir kleine Auslenkungen ¢ kann man den Term sin ¢ durch ¢ ersetzen (erster Term
der Taylorentwicklung der Sinusfunktion um den Gleichgewichtspunkt 0). Dann
erhilt man die Differentialgleichung des mathematischen Pendels:

19" (1) = —go(1).

Beide Differentialgleichungen sind gewohnliche Differentialgleichungen zweiter
Ordnung. Sie sind eventuell durch die Anfangsbedingungen ¢(#) = ¢y (An-
fangsauslenkung) und @' (o) = ¢; (Anfangsgeschwindigkeit) zu erginzen.

Beispiel 1.4 (Johann Bernoulli', 1696). Gegeben seien zwei Punkte A und B in
einer vertikalen Ebene. Im Brachystochronenproblem sucht man unter all den Kur-
ven, welche die Punkte A und B verbinden, diejenige optimale Kurve, so daf3 die
Zeit, die ein Massepunkt der Masse m braucht, um sich nur unter dem Einfluf} der
Gravitation entlang der Kurve von A nach B zu bewegen, minimal wird. Die Kurve
ist der Graph einer reellwertigen Funktion x. Johann Bernoulli hat gezeigt, daf die
Brachystochrone Losung der gewohnlichen Differentialgleichung

sein muf}. Die Losung dieses Problems war gleichzeitig Geburtsstunde der Varia-
tionsrechnung (hier: Optimierung einer reellwertigen Funktion, die auf einer Menge
von Kurven definiert ist).

Einige typische Fragestellungen aus der Theorie der gewohnlichen Differ-
entialgleichungen sind:

* Existenz und Eindeutigkeit von Losungen?
o Stabilitdt: hingen die Losungen stetig von den Daten (Funktion f und An-
fangswert) ab?

1 Johann Bernoulli (27.7.1667-1.1.1748)
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» Explizite Berechnung von Losungen?

e Numerische Berechnung von Losungen?

e Qualitatives Verhalten von Losungen: Langzeitverhalten von Losungen, “blow
up”, Existenz von Gleichgewichtspunkten, Existenz von periodischen Losungen,
Stabilitdt und Instabilitdt von Gleichgewichtslosungen, Chaos, ...?

e Modellierung?

Im folgenden sei immer D C R!*" eine offene Menge und f : D — R” eine stetige
Funktion. Die Differentialgleichung erster Ordnung ist dann die Gleichung

X (1) = f(t,x(r)). (1.3)
Sie wird oft durch die Anfangsbedingung
x(t()) = X0 (1.4)

erginzt, wobei (fy,xo) € D.

Definition 1.5 (Losung). Eine Losung der Differentialgleichung (1.3) (bzw. des
Anfangswertproblems (1.3)—(1.4)) ist eine stetig differenzierbare Funktion x : I —
R", die auf einem Intervall / C R definiert ist, welches 7y enthélt, und so daf} die
Differentialgleichung (1.3) fiir alle ¢ € [ erfiillt ist (bzw. die Differentialgleichung
(1.3) fiir alle # € I und die Anfangsbedingung (1.4) erfiillt sind).

1.2 Lineare, skalare Differentialgleichungen erster Ordnung

Seien I C R ein Intervall, #y € I, xo € Rund a : I — R eine stetige Funktion. Wir be-
trachten zuerst die lineare, homogene, skalare Differentialgleichung erster Ord-
nung:

X (1) = a(t)x(r),

x(t()) = X0-.

(1.5)

Proposition 1.6. Das Anfangswertproblem (1.5) besitzt eine auf dem ganzen Inter-
vall I definierte, eindeutige Losung. Diese ist gegeben durch

x(t) = oSy (e,

Beweis. Existenz. Man priift leicht nach, da} die in der Aussage gegebene Funktion
tatséchlich eine Losung des Anfangswertproblems (1.5) ist.
Eindeutigkeit. Sei z eine weitere Losung des Anfangswertproblems (1.5). Setze

v(t) = e loe® %2(t). Dann gilt, weil z eine Losung ist,

v’(t) _ —a(t)eiffi) a(s) dsZ(l‘) —I—eif’; a(s) dszl(t)
=0.
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Also ist v konstant (zur Erinnerung: dies ist eine Folgerung aus dem Mittelwertsatz).
Nach Definition von v und weil z eine Losung von (1.5) ist,

v(to) = z(t0) = xo-

Also ist v(t) = xo fiir alle 7 € I. Wieder aus der Definition von v folgt

Z(t) = e'/}loa(s) dsxo =x(t) (t€l),

d.hz=ux

Seien 1, ty, xo und a wie oben, und sei des Weiteren g : / — R eine stetige Funk-
tion. Wir betrachten die lineare, inhomogene, skalare Differentialgleichung er-
ster Ordnung:

(1) = a(t)x(t) + (1),

x(t9) = xo.

(1.6)

Proposition 1.7. Das Anfangswertproblem (1.6) besitzt eine auf dem ganzen Inter-
vall I definierte, eindeutige Losung. Diese ist gegeben durch

" t
ﬂg:gwmwm+/Qmed®w (te.
fo

Beweis. Existenz. Man priift leicht nach, daf die in der Aussage gegebene Funktion
tatsdchlich eine Losung des Anfangswertproblems (1.6) ist.

Eindeutigkeit. Seien x; und x; zwei Losungen des Anfangswertproblems (1.6).
Dann ist die Differenz x(¢) := x;(t) — x2(¢) eine Losung der linearen, homogenen
Differentialgleichung (1.5) mit Anfangswert x(fo) = 0. Nach Satz 1.6 ist x = 0 die
eindeutige Losung dieses Problems. Also ist x; = x3.

1.3 Skalare Differentialgleichungen erster Ordnung mit
getrennten Verinderlichen

Wir betrachten die skalare Differentialgleichungen erster Ordnung mit getren-
nten Verinderlichen:

(1.7)
x(t()) = X0.
Hiersinda:/ — Rund f: D — R (I C R ein Intervall, D C R offen) zwei stetige
Funktionen.

Wir wollen zuerst einmal annehmen, dal x : I — R eine Losung dieser Differen-
tialgleichung ist. Wir nehmen des Weiteren an, da8 f(x(¢)) # O fiir alle 7 € I. Let-
ztere Bedingung ist insbesondere aus Stetigkeitsgriinden in einer Umgebung von f
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erfiillt (d. h. wenn I hinreichend klein gewihlt ist), wenn f(xp) # 0. Unter diesen
Bedingungen sind folgende Umformungen erlaubt, die uns gleichzeitig eine Meth-
ode beschreiben, wie Losungen der Differentialgleichung (1.7) berechnet werden
konnen. Zuerst teilen wir beide Seiten der Differentialgleichung durch f(x(z)):

0
f(x(0))
Sodann integrieren wir diese Gleichung von g bis #:
toX(s) 1
——ds= / a(s) ds,
1o f(x(s)) fo

Die Substitutionsregel (mit der Substitution v := x(s)) ergibt:

/X:(’) ﬁ dv= /tota(s) ds.

Sei F eine Stammfunktion von 1 auf dem Intervall [xo,x(¢)]. Eine solche Stamm-
funktion existiert nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, weil
f stetig und nicht 0 auf diesem Intervall ist. Da f ein Vorzeichen hat, ist F' streng
monoton, und somit besitzt F' eine Umkehrfunktion. Es ist

=a(t) fiuraller € 1.

F(x(1)) = F (xo) +/ 'als) ds

und somit .

x(t) =F Y (F(x0)+ [ a(s)ds).
fo

Dies ist eine explizite Formel fiir die Losung x von (1.7); wenn sie, wie angenom-
men, existiert, dann ist sie durch diese Formel gegeben, und somit besitzt die Differ-
entialgleichung mit getrennten Verinderlichen (lokal) héchstens eine Losung, wenn
f(x0) # 0. Umgekehrt bieten die obigen Schritte einen Algorithmus zur Berechnung
einer Losung, oder einfacher: die obige Formel liefert eine Losung von (1.7), wie
man einfach nachrechnet.

Proposition 1.8 (Lokale Existenz und Eindeutigkeit). Sei xo € R, so daf f(xo) #
0. Dann besitzt das Anfangswertproblem (1.7) eine Losung x auf einer Interval-
lumgebung Iy von ty. Die Losung ist gegeben durch die Gleichung

/t:a(s) ds = /x:(l) ﬁ dv (t€l).

Sind x1 und x, zwei Losungen des Anfangswertproblems (1.7), dann stimmen sie auf
einer Intervallumgebung von ty iiberein.
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1.4 Die Differentialgleichung x' = f(%’;fy)

Wir betrachten zwei Spezialfille dieser Differentialgleichung.
Zuerst betrachten wir die Differentialgleichung

X(1) = (4,

x(t9) = xo.

(1.8)

Sei x : Iy — R eine Losung dieser Differentialgleichung. Wir substituieren z(z) :=
x(1)

= Dann gilt

und
X1
2(to) = ( 0)7
Iy

d. h. z ist eine Losung einer Differentialgleichung mit getrennten Verdnderlichen.
Ist umgekehrt 7z eine Losung der Differentialgleichung

(1) = 1 (f(2(1) —2(01)),

Z(l(]) = %0’

dann ist x(¢) :=tz(¢) eine Losung der Differentialgleichung (1.8). Die Substitution
Z(t) = *(t—t) transformiert also die Differentialgleichung (1.8) in eine Differential-
gleichung mit getrennten Verédnderlichen (1.7), fiir die wir ein Losungsverfahren
kennen, wenn der Anfangswert keine Nullstelle von f ist. In diesem Fall haben wir
also Existenz, Eindeutigkeit und eine Losungsformel fiir die Differentialgleichung
(1.8).

Als nichstes betrachten wir die Differentialgleichung

X (t) = f(at +bx(t) +c),
(1.9)
x(t()) = X0-

Sei x : Iy — R eine Losung dieser Differentialgleichung. Wir substituieren z(z) :=
at + bx(t) + c. Dann gilt
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Z(t)=a+bx ()
=a+bf(z(r))

und
z(ty) = ato + bxp +c,

d. h. auch in diesem Fall ist z eine Losung einer Differentialgleichung mit getrennten
Veridnderlichen. Ist umgekehrt z eine Losung der Differentialgleichung

Z(t)=a+bf(z(1)),
z(ty) = ato + bxp+c,

dann ist x(t) := Z<t)7b‘"7€ eine Losung der Differentialgleichung (1.9).

Die allgemeine Differentialgleichung x' = f (%) wird in [Heuser (1989),
Abschnitt 9] behandelt.

1.5 Vektorfelder

Fiir zwei Spezialfille gewohnlicher Differentialgleichungen kann man das qualita-
tive Verhalten von Losungen — Existenz und Eindeutigkeit vorausgesetzt — ganz gut
mittels sogenannter Vektorfelder erkennen.

Skalare Differentialgleichungen erster Ordnung. Im ersten Fall sei D C R?
ein Gebiet und f : D — R eine stetige Funktion. Wir betrachten die Differentialgle-
ichung

X () = f(t,x(1)),

x(t()) = X,

(1.10)

wobei (ty,xo) € D.

Sei x : Iy — R eine Losung dieser Differentialgleichung. Man betrachte den
Graphen dieser Losung in einem kartesischen Koordinatensystem mit den Koor-
dinaten 7 un x. Dann besagt die Differentialgleichung (1.10), daB die Steigung der
Tangente an den Graphen von x im Punkt (¢,x(7)) genau mit dem Funktionswert
f(t,x(¢)) tibereinstimmt. Die Tangente im Punkt (¢,x(¢)) zeigt also in Richtung
des Vektors (1, f(z,x)) (oder auch in Richtung (c,cf(z,x)) fiir eine feste Konstante
¢ > 0). Wir tragen also in jedem Punkt (z,x) des Koordinatensystems den Vektor
(1, f(¢,x)) an. Das Vektorfeld, welches wir somit erhalten, gibt uns damit eine Idee,
wie die Graphen von Losungen der Differentialgleichung (1.10) aussehen miissen.

Beispiel 1.9. Betrachten wir zum Beispiel die Differentialgleichung
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X(e) = gints,

x(0) = xo,

3= - Fiir diese Differentialgleichung-erhalten-wir das.folgende Vektorfeld. Die Graphen
**”/?Wsuﬁg/vn/iu”deﬁ A—fﬁﬁgﬁﬁ\ﬂﬁﬁﬁf\*\ﬁo 2 und xop = 1.2 sind ebenfalls
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Fig. 1.1 Vektorfeld fiir x’ = {1

Autonome Differentialgleichungen erster Ordnung in R?. Im zweiten Fall sei
D C R? eine offene Menge und f : D — R? eine stetige Funktion. Wir betrachten
die autonome (d. h. die Funktion f hidngt nicht explizit von der Zeit ab) Differen-
tialgleichung

(1) = f(x(1)),

x(t()) = Xp,

(1.11)

wobei xg € D.

Sei x : Iy — R? eine Losung dieser Differentialgleichung. Man betrachte das
Bild dieser Losung in R? (eine Losung einer Differentialgleichung kann auch als
Parametrisierung einer Kurve aufgefafit werden, und hier betrachten wir das Bild
dieser Kurve). Dann besagt die Differentialgleichung (1.11), dal die Tangente an
diese Kurve im Punkt x(z) genau mit dem Funktionswert f(x(z)) iibereinstimmt.
Wir tragen also in jedem Punkt x eines kartesischen Koordinatensystems mit den
Koordinaten x; und x, den Vektor f(x) an. Das Vektorfeld, welches wir somit
erhalten, gibt uns damit eine Idee, wie die zu den Losungen der Differentialgle-
ichung (1.11) gehdrigen Kurven aussehen miissen. Da wir eventuell nur an der
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Richtung der Tangente interessiert sind, konnten wir auch den normalisierten
Vektor f(x)/||f(x)|| ins Vektorfeld eintragen, aber die Linge des Vektors f(x)
gibt uns zusitzlich an, wie schnell die Kurve durchlaufen wird. Das zu f gehorige
Vektorfeld gibt uns aulerdem an, wo wir eventuell Gleichgewichtspunkte finden
(f(x) = 0), und ob diese Gleichgewichtspunkte stabil oder instabil sind. Des
Weiteren konnen wir eventuell periodische Losungen finden und entscheiden, ob
diese periodischen Losungen stabil oder instabil sind.

Beispiel 1.10 (Lotka-Volterra, Riauber-Beute-Modell). Betrachten wir zwei Pop-
ulationen (Rduber- und Beutepopulation). Seien x(z) und y(¢) die jeweiligen An-
zahlen der Individuen zum Zeitpunkt . Wir nehmen an, daf die Population x von der
Population y abhiingt (etwa: die Riuber sind zum Uberleben abhéingig vom Vorhan-
densein von Beute), nicht aber umgekehrt. Das folgende einfache Modell wurde von
Lotka® und Volterra® vorgeschlagen:

x(t) = —awx(r) + Bx(1)y(2),
(1) = 8x(2)y(r)-

~
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Fig. 1.2 Erstes Rauber-Beute-Modell von Lotka-Volterra

2 Lotka ()
3 Vito Volterra (3.5.1860-11.10.1940)
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Beispiel 1.11 (Lotka-Volterra, Konkurrenzmodell). Wie im vorangegangen
Beispiel betrachten wir zwei Populationen. Wie zuvor seien x(¢) und y(¢) die jew-
eiligen Anzahlen der Individuen zum Zeitpunkt ¢. In diesem Beispiel betrachten wir
zwei konkurrierende Populationen (etwa: konkurrierend um dieselbe Beute). Ein
einfaches Modell ist in diesem Fall die Differentialgleichung

ax(t) — bx(t)y(t) — cx(t)?,
1) = Bx(1)y(r) = yy(1)?,
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Fig. 1.3 Erstes Kokurrenzmodell von Lotka-Volterra






Kapitel 2
Die Sitze von Peano und Picard-Lindelof

Sei D C R!*" eine offene Menge, f : D — R" eine stetige Funktion (9, x0) € D. Wir
betrachten die Differentialgleichung erster Ordnung

X () = f (1, x(1)),

x(l‘o) = X0.

2.1)

Ziel dieses Kapitels ist es Existenz und, wenn moglich, auch Eindeutigkeit von
Losungen dieser Differentialgleichung zu zeigen und einige Folgerungen zu disku-
tieren.

2.1 Naherungslosungen und das Theorem von Peano

Nous commencons par étudier 1’existence de solutions locales. Une fonction con-
tinue x : [y — R” est appelée solution e-approchée de (2.1) si elle est C' par
morceaux, partout dérivable a droite, si x(fo) = xo et si

sup||x'(e) — f(£,.x(1))]| <&

tely

Lemma 2.1. Sous la seule condition que f soit continue, il existe un intervalle Iy C
R, voisinage de ty, tel que pour tout € > 0 le probleme (2.1) admet une solution
g-approchée définie sur I.

Beweis. Parce que D est un ouvert, on trouve o > 0 et r > 0 tel que
D = [fo— o, 10+ o] X B(xo,r) CD.
Comme f est continue et par compacité de D’ on trouve M > 1 tel que

| £(,x)|| <M pour tout (,x) € [to — 0,10+ @] x B(xg,r).

13



14 2 Die Sitze von Peano und Picard-Lindelof

En choissisant & plus petit, si nécessaire, on peut dans la suite supposer que & < ;
et on pose alors Iy = [tp — a, o + Q.

Soit € > 0. Comme D’ est compact et f continue, f est uniformément continue
sur D'. Dong, il existe & > 0 tel que pour tout (¢1,x1), (f2,x2) € D' on a

[(t,x1) = (2,x2)[| <6 = |If(t1,x1) — ft2,x2)[| < €.

On choisit une famille finie (7;)o<i<m telleque 1o =Tp < T} < -+- < Ty =+ O
et

sup(Ti) — 7)) < ——.
lp( i+1 l) = \/EM

Puis on définit

(’L’o) = xp et
X(Tig1) = x(7) + (Tip1 — ) f(T5,x(77)) si0O < i<m—1let
x(t) :=x(7) + (t = ) f (7, x(7)) sit € [, Tipa).

Alors la fonction x : [fg, o + ] — R" est continue, C' par morceaux (méme linéaire
par morceaux) et partout dérivable a droite et & gauche. En plus, x(fo) = xo par
définition de x.

On montre par récurrence que ||x(¢) — xo|| < r quelque soit ¢ € [tg,t0 + &].
Premiérement, cette estimation est vraie en t = fo = Ty car x(#y) = xo. Maintenant,
on suppose que I’estimation est vraie sur [7y, ;] pour un i € {0, ..., m — 1}. Alors,
pour tout 7 € [T, Tj+1]

J+(0)—soll < [ 1 0]
<y [ s ar
L/,

<oM
<r

Donc, ||x(¢) —xo|| < r quelque soit ¢ € [tg, 7o + t].

Pour tout ¢ € [7;,7;+1] on a d’un c6té

)
t—17| < —=—<— (carM>1)

Va2M T V2

et d’un autre co6té
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t
[1x(2) =x(z)| = | /T X (s) ds|

=1 [ (aatm) as]
0 0

SmM \ﬁ

Ceci implique pour tout ¢ € [7;,T;41] on a

1(z,x(1)) = (zi,x(7)) | < &

et donc
[l (2) = £, x(0))[| = | f (7, x(w)) — f (2, x(2))]| < €.

pour tout 7 € [1;, T;4+1] et tout 0 <i < m— 1. En conséquence, la fonction x est une so-
lution e-approchée sur I'intervalle (19, %) + o]. D’une maniére similaire, on construit
une solution g-approchée sur [ty — ¢,%] et on a donc démontré 1I’existence d’une
solution g-approchée sur Iy.

Bemerkung 2.2. Les solutions €-approchées construites dans la démonstration
du lemme précédent (en remplacant la dérivée x/'(¢) par le quotient (x(7;1 1) —
x(7;))/(Tit1 — 7)) sont les exemples les plus simples de solutions €-approchées
en analyse numérique des équations différentielles. L’algorithme emprunt est
I’algorithme d’Euler. Si f est de classe C', alors on peut estimer 1’erreur € en fonc-
tion du nombre m de points choisis dans I’intervalle [ty, 7 + ].

Theorem 2.3 (Peano). Sous la seule condition que la fonction f soit continue, le
probléme (2.1) admet une solution locale, c.a.d. il existe un intervalle Iy C R voisi-
nage de ty et une fonction x : Iy — R" de classe C' qui vérifie (2.1).

Beweis. Soit Iy I'intervalle obtenu dans le lemme 2.1, et soit (x¢)e~0 une famille de
solutions &-approchées telle que sup, ¢, [|xe(#) —xo|| < retsup,y, [|£(t,xe(2)) | <M
pour des constantes » > 0, M > 1 et pour tout € > 0. Une telle famille existe d’apres
le lemme 2.1 et sa démonstration.

Pour tout € > 0Oettouts,s €lpona

o) el < | [ () ar

<| [t +e)ar
< (M+e)|t—s|.

Donc, toute fonction x est lipschitzienne avec constante de Lipschitz M + €.

Soit (&,) une suite convergente vers 0. On suppose que &, < 1, quelque soitn € N.
Pour simplifier la notation, on note x, au lieu de xg, .

Soit (t;) C Iy tel que {z; : j} = IpNQ (on utilise que Q est dénombrable et qu’on
troube ainsi une telle suite). On montre premierement (en utilisant I’idée de la suite
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diagonale de Cantor) que la suite (x,) admet une sous-suite qui converge en tout
point 7.

Comme la suite (x,(t1)) est bornée dans R, il existe une sous-suite (xq, (,)(t1))
qui converge. Puis, comme la suite (xy, () (f2)) est bornée dans R, il existe une sous-
suite (xg,(n)(f2)) (de la sous-suite) qui converge. En itérant ce processus, on trouve
une sous-suite (xg,  (n)(tj+1)) de (Xg,(s)(tj+1)) qui converge. En prenant la suite
diagonale (x(pn(,,>) on a donc trouvé une sous-suite de (x,) qui converge en tout point
tj vers un x(t;) € R. Pour faciliter la notation, on note cette sous-suite de nouveau
(n).-

On montre que (x,) converge uniformément sur Iy vers une fonction continue x.
Soit € > 0. Il existe une suite finie (¢;,)%_, C I)NQ telle que

£ €
i = st T s )
2(M+1) 2(M+1)

C=

Iy C

-
I

1

Puisque pour tout / € {1,...,k} la suite (x,(t;,)) est convergente et puisque k < oo,
il existe ny € N tel que pour tout n, m > ngp et tout/ € {1,...,k} ona

[ (2,) = 2m (1) || < €.

Soit t € Iy. Alors il existe [ € {1,...,k} tel que |t —¢;,| < 574+ Donc on obtient

2(M+1)
pour tout n, m > ny,

(20 (£) = 2 ()] < [0 (£) = 2 (2, ) ||+
+ ||xn(tjz) _xm(tjz)H"’
+ i (27,) = xm (1)
<2MM+1)|t—1t)|+e€
<3e.

On a donc démontré que pour tout € > 0 il existe np € N tel que pour tout n, m > ng
ona

sup ||x, (¢) —xm ()| < 3e.

tely
Ceci implique que (x,(¢)) est une suite de Cauchy et donc une suite convergente
vers un élément x(r) € R, quelque soit 7 € [y. C’est un exercice de montrer que (x,)
converge méme uniformément vers x et comme les fonctions x, sont continue, la
fonction x est continue.

On montre troisietmement que la fonction x est une solution de notre probleme.

Comme (x,) converge uniformément vers x et comme f est continue, on obtient

lim sup [|f(,x,(1)) = f (#,x(z)) || = 0.

= ]

De plus, comme x, est une solution g,-approchée, on obtient apres une intégration
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t
e (?) —xo—/ Fls,30(s)) dsl| < enct, 1€ Io.
fo

Apres un passage a la limite on obtient

Ix)=x0— [ fls.x)ds| =0, rem,

ce qui implique
3
x(t)=xo+ [ f(s,x(s))ds, t€l.
1o
En particulier, x(#y) = xo. De plus, comme la fonction s — f(s,x(s)) est continue, la
fonction x est de classe C' et aprés une différentiation on obtient

X (t) = f(t,x(t)), t€l.
La fonction x est donc une solution du probleme (2.1).

Bemerkung 2.4. Dans la démonstration ci-dessus, on a montré que quelque soit la
suite (&,) convergente vers 0, on trouve une sous-suite (notée de nouveau (&,)) telle
que (xg, ) converge vers une solution du probleme (2.1). On a donc seulement montré
existence d’une solution du probléme (2.1), mais pas unicité. En effet, on montrera
qu’il existe des équations différentielles avec données initiales pour lesquelles il
existe plusieurs solutions. Un exemple est 1I’équation différentielle

A1) =2/]x(r)], x(0)=0.

Ce probleme admet comme solutions x(¢) = 0 et x(¢) = t>sgnt. Ici, la fonc-
tion f(x) = 2+/]x| est continue. Dans cet exemple, 1’équation est une équation
différentielle a variables séparées. Pourquoi est que cet exemple ne contredit pas
la Proposition 1.8?

2.2 Le théoréme de Picard-Lindelof

Dans cette section, on va étudier 'unicité d’une solution locale. A cause de
I’exemple de la Remarque 2.4, la condition que f soit continue ne suffit pas pour
garantir 1’unicité. On verra dans le théor¢me de Picard-Lindeldf que c’est la condi-
tion que f soit localement lipschitzienne (par rapport a la deuxieéme variable seule-
ment) qui implique unicité.

Pour cela, on aura besoin du lemme de Gronwall®.

Lemma 2.5 (Gronwall). Soit I = [a,b] C R un intervalle, ¢ : I — R une fonction
continue et C, € > 0. On suppose que

! Gronwall ()
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t
o) <C+ / (Lo(s)+¢€)ds, tel.
Ja

Alors on a
€

o(t) < CeM=9) 4 Z(eL(’*“) 1), tel.
Beweis. On pose y(t) := C+ [}(Lo(s) +¢€) ds (t € I). Comme ¢ est continue, la
fonction y est continliment différentiable. L hypothese implique que pour tout ¢ € 1

V(1) =Lo(t) +e&
<Ly(r)+e.

La proposition 1.7 implique que pour tout t € / on a

€ (etl=a) _y),

< L(f*a)
y(t) < Ce + 7

Comme ¢(t) < y(t), le lemme est démontré.

Theorem 2.6 (Picard-Lindelof). Supposons que la fonction f: D — R" est con-
tinue et qu’elle est en (fo,xo) localement lipschitzienne par rapport a la deuxiéme
variable, c.a.d. il existe un voisinage U C D de (ty,xo) et une constante L > 0, tel
que pour tout (t,x1), (t,x2) € U on a l'inégalité

I1£(#,x1) = f(#,x2)[l2 < L]x1 —x2|2-

Alors I’équation différentielle (2.1) admet une solution locale unique. Ceci veut
dire qu’il existe un intervalle Iy C R voisinage de ty et une solution x : In — R" du
probléme (2.1); en plus, si z: 1} — R" est une deuxieme solution de (2.1), alors x =z
sur Iy N 1.

Beweis. Par le théoréme de Peano (Théoréme 2.3) il existe une solution x : Iy — R”
du probleme (2.1). Par continuité de x et en choisissant I’intervalle Iy plus petit, si
nécessaire, on peut supposer que

{(t,x(t)):t e} CU,

ou U est le voisinage de (p,x0) de I’énoncé.

Soit z: I} — R" une deuxiéme solution du probleme (2.1). Pour ¢ € I[N 1| on pose
@(t) := ||x(t) — z(r)||. Par continuité de z, ’ensemble {t € [yN1; : (t,z(t)) € U} est
un voisinage de #y. Pour ces 7 (f > tp) on a, par ’hxpothese sur f,



2.2 Le théoreme de Picard-Lindelof 19
o(t) = ||lx(t) —z(1)]|
= i (f(s,x(s)) = f(s,2(5))) ds]|

< | F(s.x(s)) — £(5.2(s))]| d
<L / lx(s) — 2(s) | ds

!
=L [ o(s)ds.

fo
Par le lemme de Gronwall (Lemme 2.5), on obtient
¢(t) =0etdonc x(r) = z(t)

pour tout t € Iy N1y, t > 1y, tel que (¢,z(¢)) = (¢,x(t)) € U. On en déduit que z(¢) =
x(t) pour tout t € IyN Iy, t > ty. Pourt € [y N1, t < 1y, on fait un argument similaire
en inversant le temps. On a donc démontré que z = x sur Ip N 1;.

Dans la pratique, au lieu de vérifier que la fonction f est localement lipschitzi-
enne par rapport a la deuxieme variable, on vérifie plutot que la fonction f est de
classe C!. En fait, on a le lemme suivant.

Lemma 2.7. Supposons que la fonction f : D — R" est de classe C' dans un voisi-
nage de (ty,xo). Alors f est en (ty,xo) localement lipschitzienne par rapport a la
deuxieme variable et le probléme (2.1) admet une solution locale unique.

Beweis. On peut supposer que f est de classe C' dans un voisinage de la forme I x
B(xg,r). Par continuité de f” et en choisissant le voisinage plus petit, si nécessaire,
on trouve L > 0 tel que

|| (t,x)|| < L pour tout (t,x) € Iy x B(xg, 7).

Soient (¢,x1), (¢,x2) € Iy X B(xg,r). Alors
ld
I7(e) = Fxn)ll = || | Sof o+ stz =) ds]
1
< [+ st —x0)) (o =) s
0

1
< [ Ll ds
0

:LH)sz)q”.

La fonction f est donc en (f,xp) localement lipschitzienne par rapport a la
deuxieme variable. Le fait que le probleme (2.1) admet une solution locale unique
est juste le théoreme de Picard-Lindelof (Théoréme 2.6).
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2.3 Solutions maximales

Definition 2.8. Une solution x4y : Inax — R" (I;nax C R un intervalle) du probleme
(2.1) est appelée solution maximale si toute autre solution x : I — R" du probleme
(2.1) est une restriction de celle-ci a un intervalle plus petit, c.a.d. I C I, et x =
Xmax Sur 1. En cas d’existence d’une solution maximale, I’intervalle ., est appelé
intervalle (maximale) d’existence correspondant a la donnée initiale (¢, xo).

Lemma 2.9. On suppose que f : D — R" est continue. La solution maximale du
probléme (2.1) (si elle existe) est unique et ’intervalle d’existence est ouvert.

Beweis. L’unicité de la solution maximale est une conséquence immédiate de sa
définition: si on a deux solutions maximales, alors 1’une est restriction de 1’autre et
vice versa.

Pour montrer que I’intervalle d’existence est ouvert, supposons le contraire, c.a.d.
Xmax  Imax — R est solution maximale et I’intervalle d’existence I, n’est pas
ouvert. Alors I,y est de la forme (¢, B] avec —o < @ < B < o0, [, B) avec —oo <
o < B <o, ou o, ] avec —o < o < B < o0. Supposons le premier cas. Dans ce
cas, (B,%max(B)) € D et on peut résoudre I’équation différentielle

X (1) = f(t,x(t),  x(B) =Xmax(B)-

Par le théoreme de Peano (Théoreme 2.3), cette équation différentielle admet une
solution locale x : [y — R", définie dans un intervalle Iy qui est voisinage de 3. Si on
définit maintenant z(¢) = Xy (¢) pour ¢ € Iyay et z(t) = x(¢) pourt > B, 1 € Iy, alors
on obtient une solution du probleme (2.1) qui est définie sur un intervalle strictement
plus grand que I,,,4,. Ceci contredit la définition de la solution maximale et donc I,y
ne peut pas étre de la forme (a, 3]. Dans les autres cas, on proceéde d’une maniére
similaire. L intervalle I,,,, est donc ouvert.

Theorem 2.10. Soit D C R'"*" un ouvert et f : D — R" de classe C'. Alors pour
tout (tg,x0) € D le probléme (2.1) admet une solution maximale.

Beweis. On montre que si x; : [} — R" et x : I, — R” sont deux solutions du
probléme (2.1), alors x; = xp sur I} N L. Par le théoreme de Picard-Lindelof
(Théoréme 2.6 et Lemme 2.7) et par I’hypothése que f est de classe C!, si x; (1) =
x2(t), alors x| = x, dans un voisinage de ¢. En particulier, x; = x, dans un voisi-
nage de ty. Par continuité des fonctions x; et xp, I’ensemble des ¢ € I} N1, tel que
x1(t) = x(t) est fermé dans I N L. On ne trouve donc pas t; € I} N1, tel que
x1(t1) = x2(t1) et x; # x, dans tout voisinage de 1. Ainsi x; = xp sur [; N .

Soit & := {(x,L;) : x : Iy — R" est solution de (2.1) } ’ensemble de toutes les
solutions et soit

= |J I

(vIy)eZ

Sur Iintervalle I,,,4, on définit la solution x,,,, par

Xmax(t) :=x(t) site€let(x,L) €. 2.
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La fonction x,,,4 est bien définie par la premiere étape. Elle est solution du probleme
(2.1) (en particulier (Xmayx, Inax) € -£), et par définition elle est la solution maximale.

Bemerkung 2.11. Par le théoreme de Picard-Lindel6f (Théoréme 2.6), le Théoreme
2.10 reste vrai si la fonction f est en tout (fy,x9) € D localement lipschitzienne par
rapport a la deuxieéme variable, c.a.d. si pour tout (fo,xo) € D il existe un voisinage
U C D et une constante L > 0 tels que pour tout (z,x1), (f,x2) € U on a

1 (,x1) = f(£,22) 2 < L |lx1 = x2[2-
Comparer aussi avec le Lemme 2.7.

Lemma 2.12. On suppose que f : D — R”" est continue. Soit Xpay : Lyax — R" une
solution maximale du probleme (2.1), Lygx =], B[ pour —o < o0 < f < o0, Si o0 #
—oo, alors pour tout K C D compact il existe tg €)0t,to| tel que (t,Xpmax(t)) & K pour
o <t <tg. Etsif # oo, alors pour tout K C D compact il existe tx €]to, B[ tel que
(t,Xmax(t)) & K pourtx <t < .

Autrement dit, si la solution maximale n’est pas une solution globale, alors le
graphe de la solution maximale quitte finalement tout compact de D.

Beweis. Supposons que 3 < oo et qu’il existe un compact K C D et une suite (¢,)
B telle que (¢4, Xmax(tn)) € K. Comme K est compact et D est ouvert, il existe 6 > 0
tel que

Ks :={(t,x) e R"*" : dist((r,x),K) < 8§} C D.

On notera que K est aussi compact. Comme la fonction f est continue, et comme
K5 est compact, la fonction f est bornée sur K, c.a.d. sup(, ek, [If(#,x)[| =2 M <
ooo

Pour tout n € N on définit
Spi=sup{r >, : 1 < B et (5,%uqx(s)) € Kg pour tout s € [f,,1]} < B.

Comme (t,,x(,)) € K, et par continuité de Xy, s, > t,. Pour tout n € N et tout
t<spona

t
Fna0) = Sa)| < [ (5] s
In

-/ (5 Xmae(5))1] s
<M(t—ty).

Pour n suffisamment grand, le c6té a droite est strictement plus petit que J/2 et en
méme temps f§ —#, < §/2. Ainsi, pour n suffisamment grand, on a (¢,X4.(?)) € K§
quelque soit 7 € [, B].

En plus, la fonction x4, est lipschitzienne et donc uniformément continue sur
[tn, B[- Mais une fonction uniformément continue sur I’intervalle borné [z,,, B[ admet
un prolongement continue sur I'intervalle fermé [z,, B]. Soit xg := lim,_,g Xpax ().
Ona ([37Xﬁ) € Ks CD.
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Par le théoreme de Peano (Théoreme 2.3), 1a solution x,,,, peut étre prolongée en
une solution dans un voisinage de [, mais ceci est une contradiction a la définition
de solution maximale. On a démontré que si B < oo, alors le graphe {(f,Xpqx(?)) :
fo <t < B} quitte tout compact de D.

Le cas o # —oo se démontre d’une maniere similaire.

Korollar 2.13. Sous les hypothéses du Lemme 2.12 on a:

(@) Ou bien B = o (existence globale pour t > fy), ou bien B < . Si
B < oo, alors ou bien lim,_g||x(t)||2 = o (explosion en temps fini) ou
lim, _, g dist((z,x(t)),dD) = 0.

(b) Ou bien o0 = —oo (existence globale pour t < ty), ou bien o > —oo. Si

o > —oo, alors ou bien limy_,q ||x(t)||2 = o (explosion en temps fini) ou
limy_, ¢ dist((7,x(t)),dD) = 0.

Beweis. Ceci est une conséquence directe du Lemme 2.12.

Bemerkung 2.14. Dans beaucoup de situations, on a D = R'*”. Dans ce cas, 9D =
0 et on n’a que deux cas possibles pour une solution maximale et son comportement
prés du temps d’existence B: ou bien on a existence globale (8 = ), ou bien on
a explosion en temps fini (8 < oo et lim,_, g [|x(t) |2 = o°). La méme remarque reste
vrai pres du temps d’existence .

Korollar 2.15. On suppose que f : R'™" — R" est de classe C' (ou en tout point
localement lipschitzienne par rapport a la deuxieme variable) et que

sup £ (t,x)[| =: M < oo.
(t,x)eRI+n

Alors pour tout (ty,xo) € R'*" la solution maximale du probleme (2.1) est en fait
une solution globale, c.a.d. lintervalle d’existence est tout R.

Beweis. Soit (ty,xy) € R'*™". Rappelons du Théoréme 2.10 que le probleme (2.1)
admet une solution maximale x. Soit (a, ) I'intervalle d’existence de cette solution
maximale. Supposons que f§ < 0. D’apres le Corollaire 2.13 et la Remarque 2.14, ¢a
implique que lim,_, g ||x(¢) || = c. Par contre, pour € [to, 3) on a d’aprés I’hypothese
sur f

() < [lx(r) = x(z0) [ + [|x(t0) |
< [ Wo)ds+ ol
- /,:” Fls.x(5)) | ds+ o
<M (B —1t0) + ||x0]|,

et ceci contredit & I’explosion en temps fini. Donc, on a démontré que 3 = oo. D’une
maniere pareil on montre que ¢ = —oo, et donc I’intervalle d’existence est égal a R.
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2.4 Sensibilité par rapport aux données

Dans ce pararagraphe, on considere le probleme (2.1) et le probleme suivant

Z(1) = g(t,z2(1)),

z(t0) = 20,

2.2)

ou g : D — R" est continue sur I’ouvert D.

On étudie la question suivante: si les données initiales (fy,xp) und (9,z9) sont
proches, et si les fonctions f et g sont proches, alors est-ce que les solutions x et z
des problemes (2.1) et (2.2) sont proches? Sous la condition que la fonction f est
lipschitzienne, on peut en effet estimer la distance entre x et z.

Theorem 2.16. Soient x, 7 : I — R”" solutions des problémes (2.1) respectivement
(2.2). On suppose qu’il existe une boule B C R" tel que I x B C D et (t,x(1)),
(t,2(t)) € I X B pour tout t € I. On suppose aussi que la fonction f est sur I X B
lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable avec constante de Lipschitz L > 0.
Soit € 1= sup; ,\erxp || f(t. W) — g(t,w)|2 < eo. Alors pour tout t € 1

_ e a
() = 2(0) 2 < ! ||XO—zo||2+z(€L" ol —1).

Beweis. Le fait que x et z sont solutions des problemes (2.1) et (2.2) implique que
pourtout? €/ ona

t

x(t) —z(t) =x0—z0 + s (f(s,x(s)) —g&(s,2(s))) ds

=x0—20+ | (f(s,x(s)) = f(s,2(s5))) ds+
[ (Fs.2(5)) — (s.2(s))) d.

fo

L’inégalité du triangle implique que pour tout ¢ € [

[ x(r) —z(t) |2 < [Jx0 — 20|12 +

/m "(Llx(s) — 2(s)lla+€) ds].

Le théoréme suit alors du lemme de Gronwall (Lemme 2.5) appliqué a la fonction
¢ = [lx—zff2.

2.5 L’équation différentielle d’ordre m

On consideére maintenant 1I’équation différentielle d’ordre m > 2:
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XM (1) = f(t,x(t),x (1), ..., x" (1)),

x(t()) = X,
2.3)

x(m’l)(to) = Xp_1.

Ici, f: D — R" est une fonction continue sur Pouvert D C R!*™ et
(Z‘Q,XQ, ... ,xmfl) eD.

On montrera que cette équation différentielle d’ordre m est équivalente a une
équation différentielle du premier ordre dans le sens du Lemme 2.17 ci-dessous.
Ainsi, tous les résultats de ce chapitre s’appliquent aussi a I’équation différentielle
d’ordre m. Par exemple, sous la seule condition que la fonction f est continue, le
probléme (2.3) admet une solution locale, et si f esten t —0,xg,...,%,_1) de plus
localement lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable, alors le probleme (2.3)
admet une unique solution locale. Si de plus f est localement lipschitzienne en tout
point de son domaine de définition, alors le probleme (2.3) admet une (unique)
solution maximale.

Tout dépend alors du lemme suivant.

Lemma 2.17. On définit la fonction g : D — R™ par
g(t7n07~-'7nm—1) = (nh”'7nm—17f(t7n07”'7nm—1))

et on considere I’équation différentielle du premier ordre (dans R™)

W (1) = g(t,u(t)),

M(to) = ()C()7 . ,xm_l).

(2.4)

Siu:I—R™ u=(ug,...,un_1) est une solution du probléeme (2.4), alors x :=
uy : I — R" est une solution du probléme (2.3).

Inversement, si x : I — R" est une solution du probleme (2.3), alors la fonction
u:=(xx,... ,x(m_1>) : I — R™ est une solution du probléeme (2.4).

Beweis. La démonstration de ce lemme est un exercice.

Korollar 2.18. Sous la seule condition que la fonction f est continue, le probleme
(2.3) admet une solution locale.

Beweis. 11 suffit de remarquer que la fonction g du Lemme 2.17 est continue si et
seulement si la fonction f est continue, et puis d’appliquer le théoréme de Peano
(Théoréme 2.3) et le Lemme 2.17.

Korollar 2.19. On suppose que la fonction f : D — R" est continue et qu’elle est de
classe C' dans un voisinage de (t0, %0, - .-, Xm—1) € D. Alors le probléeme (2.3) admet
une unique solution locale.
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Beweis. 11 suffit de remarquer que la fonction g du Lemme 2.17 est de classe C' dans
un voisinage de (9, x,...,%Xn—1) si et seulement si la fonction f est de classe C !
dans une voisinage de (f,xo, . ..,Xm—_1), et puis d’appliquer le théoréme de Picard-
Lindelof (Théoreéme 2.6 et Lemme 2.7) et le Lemme 2.17.

Bien sur, I’hypothése que f est de classe C! peut étre remplacée par 1’hypothese
plus faible que f est seulement localement lipschitzienne par rapport a la deuxieme
variable.






Kapitel 3
Equations différentielles linéaires

Une équation différentielle linéaire d’ordre m est un probleme de la forme

X (1) 4 A1 (XD (1) + .+ Ao (1)x(2) = (1), an
x(to) = x0, -+, X"V (t0) = X1, ‘

ot les fonctions A; : I = R™" (0 < j <m—1) et f: T — R" sont continues sur un
intervalle / CR,etx; e R* (0 < j<m—1).

L’équation différentielle (3.1) est linéaire dans le sens que si le second membre
f est nulle, et si x et z sont deux solutions de (3.1) (pour deux données initiales
différentes), et si A € R, alors la combinaison linéaire Ax + z est aussi une solution.
En fait, toujours pour f = 0, ’ensemble des solutions de (3.1) forme un sous-espace
vectoriel de 1’espace des fonctions continues I — R”".

Dans le lemme suivant on montre qu’il suffit en principe d’étudier les équations
différentielles linéaires du premier ordre (comparer avec le Lemme 2.17).

Lemma 3.1. Soit

A(I) = E[Rmnxmn
0 1

—Ap(t) -+ —Ap_2(t) —Apu—1(t)

on I € R"™" est la matrice identité, et soit

Alors le probléme (3.1) et le probleme du premier ordre

27
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W' (1) =Au(t)+F(1),
3.2)
u(to) = (X0, -, Xm—1)

sont équivalents dans le sens suivant:

(a) Six:I— R" est une solution du probleme (3.1), alors u := (x,... ,x(’"’l)) est
une solution du probléeme (3.2).

() Siu:l—R™ u=(ug,...,uy—1), est une solution du probléeme (3.2), alors
X := uq est une solution du probleme (3.1).

Beweis. La démonstration est un exercice.

On remarque aussi que le probleme linéaire (3.1) admet toujours une solution
qui est définie sur tout I’intervalle /. Pour cela, on introduit une nouvelle norme sur
I’espace R"*" des matrices.

Lemma 3.2. Pour tout A € R™" on définit

[A]]:= sup [|Ax]]2.

[lxll2<1

Alors on a:

(a) L’application || - || : R™" — R est une norme sur R"".
(b) Pourtout A, B€ R"™" on a ||AB|| < ||A]|||B]|-

(c) Pour tout A € R et tout x € R" on a ||Ax|| < ||A]l ||x]|-

Beweis. La démonstration est un exercice.

Theorem 3.3 (Existence et unicité de solutions). Pour tout xg, ..., Xu—1 € R" le
probléme (3.1) admet une unique solution x : [ — R".

Beweis. En fait, par le Lemme 3.1 il suffit de résoudre le probleme linéaire du pre-
mier ordre (3.2). Pour ce probleme, on suppose que A(¢) € R™", pour simplifier un
peu la notation.

On suppose d’abord que I =R et que sup, g ||[A(?)|| =: L < e. Alors pour tout
teRettoutx;,x, €R"ona

[A(1)x1 —A(t)x2|| = |A() (x1 —x2)[| < Llx1 — x2|.

La fonction f : R!*™" — R", f(t,x) := —A(t)x + F(t), est donc globalement lips-
chitzienne par rapport a la deuxieéme variable. Par le théoreme de Picard-Lindelof
(Théoreme 2.6), le probleme (3.2) admet une unique solution locale. Mais comme f
est globalement lipschitzienne par rapport a la deuxieme variable, on obtient méme
une unique solution maximale u par le Théoreme 2.10 et la Remarque 2.11. Soit
(@, B) intervalle d’existence. Supposons que 8 < co. Alors, sup;cy, gy [|[F(1)] =:
€ < o par continuité de F'. En plus, par le Corollaire 2.13 et la Remarque 2.14, on
obtient que lim,_,g [|u(t)|| = o. Par contre, pour tout ¢ € [fg, 3) on a



3.1 L’équation différentielle du premier ordre. La fonction exponentielle 29
lu(@)]] < [luele) = ulo) || + [|u(ro)
t
< [ ) ds+ o)
Jio
t t
< [ WA@u(s) ds-+ [ 17 (5)][ds-+ uto)]
0 0

g/m’(LHu(s)\Hs) ds+ |u(to)|.

Par le lemme de Gronwall (Lemme 2.5), appliqué a la fonction ¢ = ||ul|, ceci im-

plique

la(0)]] < llu(ao) e~ + %(6”’_’0) —1), t€ln,B),

ce qui contredit a I’explosion en temps fini. Donc, nécessairement on a 3 = o, et
d’une maniere similaire on montre que & = —oo. On a donc démontré existence et
unicité d’une solution globale sous la condition que =R et que sup, g ||A(7)|| < eo.
Dans le cas général, on choisit un intervalle Iy C I tel que [y est compact, et on
considere la fonction A(z) sur Iy, prolongée d’une maniére constante et continue en
déhors de Iy. Alors on se ramene au cas considéré ci-dessous et on trouve une unique
solution sur I'intervalle Iy. Comme I est arbitraire, ceci démontre le lemme.

Korollar 3.4 (Espace des solutions). Soit ¥ C C(I;R") I’ensemble de toutes les
solutions de I’équation différentielle

X (1) 4 A (XD (1) + ..+ Ao(0)x(1) =0, 1€l

Alors £ est un sous-espace vectoriel de C(I;R"), de dimension nm.

Beweis. Le fait que £ est un sous-espace vectoriel de 1’espace C(I;R") est une
conséquence immédiate de la linéarité des A;(r). Soit fy € I arbitraire. Alors
I’application

L — R"™,
x = (x(t9),...,.X" 1))

est linéaire, injectif (par 1’unicité des solutions) et surjectif (par I’existence de solu-
tions).

3.1 L’équation différentielle du premier ordre. La fonction
exponentielle

Soit A € R"*" une matrice. Dans la suite on va identifier toute matrice dans A € R"*"
avec une application linéaire sur R”.

On considere 1’équation différentielle linéaire, non-homogene, du premier ordre,
a coefficients constants:
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X(t) = Ax(t) + (1),

x(t()) = X0,

(3.3)

ou en plus f: I — R” est une fonction continue sur ’intervalle I C Rt, 1y € I et
xg € R

Sin =1, alors on a déja résolu le probleme (3.3) en donnant méme une formule
explicite de la solution (voir Proposition 1.7). On veut montrer dans la suite que
cette formule reste vraie dans le cas n > 2 si on définit bien 1’exponentielle d’une
matrice.

Proposition 3.5 (Fonction exponentielle). Pour toute matrice A € R"*" la série
oo Ak

k!
= k!

est absolument convergente, et donc convergente vers une matrice notée e* ou
exp(A). La fonction exp : A — exp(A) est appelée fonction exponentielle.

Beweis. Le Lemme 3.2 implique que
oA e AL
Yy BE <ol <o
= k! = k!

P oo k ) . 2
Alors la série } ;” ‘2—! est absolument convergente. L’ espace R"*" des matrices étant
complet (c.a.d. toute suite de Cauchy converge), on en déduit que la série converge
dans R™*".

Proposition 3.6 (Propriétés de la fonction exponentielle). Les assertions suiv-
antes sont vraies:
(a) La fonction exponentielle exp est continue (et méme de classe C*).

(b) Pour tout A, B € R"*" tel que AB=BA on a

ATB = AP =Bt
(c) Pour tout A € R™™" la fonction t — €4 est de classe C' (méme de classe C*)
et
%em = Ae't = A

Beweis. (a) Soit A € R"*". Alors pour H € R"*" on a
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A+H Ak
M — et = | Z gll

WD) ( Yialt

]7
—0 H-—O.

Donc, exp est continue. Le fait que la fonction exponentielle est méme de classe C*
est un exercice. (b) Soient A, B € R"*" tel que AB = BA. Alors

> (A+B)
€A+Bzz( +B)

k!

§£f<)A’B"’

o oo

I T

:0k=j ]'
“L
=ee

k‘
O

~.

Al
J!
B

Cette égalité et I'égalité eA T8 = B4 impliquent (ii).
(c) Soit A € R™" et soient #, h € R. Comme les matrices tA et hA commutent, on
obtient avec (ii) que

e(t+h)A _ oA pAhA _ A

h T h
L
h
_aly nkAk
hE= ko

tAth lAk

— e’AA (h—0).

tA

Le fait que ¢4 A = Ae™ est un simple exercice.

Proposition 3.7. Pour tout xy € R" le probléme (3.3) admet une unique solution
x: I — R". Cette solution est donnée par

!
x(t) = e+ [ A f(s)ds, tel

fo
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s\ 2

Beweis. Dans le Théoreme 3.3 on a déja établit I’existence et 1’unicité d’une so-
lution x : I — R" a I’aide du théoréme de Picard-Lindelof (Théoréeme 2.6). 11 reste
donc seulement a vérifier directement que la fonction x de 1’énoncé est une solution.

Ceci est un exercice pour lequel on utilise la Proposition 3.6.

La Proposition 3.7 donne une formule explicite pour la solution du probleme
(3.3). Afin de pouvoir I'utiliser, il faut pouvoir calculer I’exponentielle d’une
matrice A € R"*", Pour cela, on aura besoin d’un peu d’algebre linéaire. Dans deux
cas simples, c.a.d. si A est une matrice diagonale et si A est un bloc de Jordan, on
peut calculer ¢/* directement en utilisant la définition de la fonction exponentielle.
L’algebre linéaire nous dit ensuite qu’il suffit de connaitre ces deux cas parce que
toute matrice A est similaire a une matrice de Jordan, c.a.d. une matrice diagonale
avec sur la diagonale des blocs de Jordan.

1¢T cas: On considere d’abord le cas d’une matrice D qui est diagonale, c.a.d.

A
D= = diag (A1,...,Ay)
. N
pour des valeurs propres A; € C. Ceci est le cas le plus simple. Les puissances D*
sont diagonales aussi, D* = diag (Af,...,AX), et donc
el = L tka i diag tklk tkIjk) diag (™ ... ,e’lrf).

2eme cas. On considére ensuite le cas d’une matrice A qui est diagonalisable,
c.a.d. il existe une matrice diagonale D = diag (4i,...,4,) (4; € C) et une matrice
inversible S € R"*” tel que A = S~!DS. Dans ce cas on a
o k(c—1 k o ko—1pyk k
A (S DS)_ S~ DS tD 14D

La matric ¢'P a &té calculée dans le premier cas. Toujours, la diagonale de D contient
les valeurs propres de A.
3¢Me cas: Plus généralement, si

Ji

Ji

pour des matrices Ji, ..., Jy, alors
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et.]k
etsiA=S"1Js pour une matrice J comme ci-dessus et une matrice inversible S,

alors
M =51e’s.

4¥me ¢ag: On considere le cas d’un bloc de Jordan' J » (A € C), c.a.d. une matrice
de la forme

Al

I =
-
)

Une telle matrice n’a qu’une valeur propre (qui est A). En utilisant la définition de
la fonction exponentielle on montre que

A A Ml
e’ te” --- (nfl)!e

IJl —

¢ ez/l

et)L

5eme caq: e cas d’une matrice A € R™*" arbitraire est réduit aux cas 3 et 4. En
fait, pour toute matrice A il existe une matrice de Jordan

I,

ou les J, sont des blocs de Jordan, A; les valeurs propres de A, et il existe une
matrice S inversible tel que A = S~'JS. Dans ce cas on a donc

etjll

=51 S,

el]z’k

! Camille Jordan (5.1.1838-22.1.1922)



34 3 Equations différentielles linéaires

oqe p tJ
et on utilise le 4™ cas pour calculer ¢

i

3.2 L’équation différentielle d’ordre m a coefficients constants

On considere I’équation différentielle d’ordre m a coefficients constants:
X () + a1 x" D (1) 4+ apx(t) = 0. (3.4)
On suppose que a; ER (0 < j<m—1).

D’apres le Lemme 3.1, cette équation d’ordre m est équivalent a 1’équation
différentielle du premier ordre

u'(t) = Au(t)

A= . (3.5)
0 |

—ag * —Ap-2 —ap-1

On peut donc essayer de résoudre cette équation du premier ordre (en calculant
I’exponentielle ¢*4) et puis d’en déduire les solutions de (3.4). On verra dans cette
section qu’il suffit de faire ¢a une fois dans le cadre abstrait et on va trouver un autre
moyen plus direct pour trouver les solutions de (3.4).

On calcul d’abord le spectre de la matrice A.

Lemma 3.8 (Polynome caractéristique). Soit p le polynome caractéristique de la
matrice A. Alors

p(A) = (A" +au A"+ +ag), AeC.

Beweis. On démontre le lemme par récurrence.
Sim =1, alors I’assertion est vraie; la matrice A est dans ce cas égale a —ay.
Supposons que I’assertion est vraie pour toutes les matrices de dimension m X m
étant de la forme (3.5). Alors pour tout A € C on a

p(1)

det(A1—A)
A -1

A -1
ag -+ Am—1 A+ap

On développe la déterminante par rapport a la premiere colonne. On obtient
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A —1 -1

pA)y=A-| /1 B +(=1)"aq

ap -+ ap_1 A+ap A -1

Les deux déterminantes sont des déterminantes de matrices de dimension m. Comme
I’assertion est vraie dans ce cas, on obtient
pP(A) =AA"+au, A"+ ay) +ao
= A" g A" A +ag).
Proposition 3.9 (Solutions complexes de (3.4)). Soit p le polynome caractéristique

de la matrice A. Soient Aj € C (1 < j <k) les racines complexes de p et soient m(A;)
leurs multiplicités, c.a.d.

p(a) =TT(h~2)" 3.

—

I
-

J

Alors les fonctions
fd 1< j<k,0<I<m(A)—1,

sont m solutions (complexes) linéairement indéndentes du probleme (3.4). Toute
solution de (3.4) est combinaison linéaire de ces solutions élémentaires.

Beweis. On vérifie que les fonctions de 1’énoncé sont vraiement des solutions de
(3.4). En plus, on voit facilement que ces fonctions sont linéairement indépendentes.

D’autre part, d’apres la Proposition 3.4, I’espace de toutes les solutions de (3.4)
est un sous-espace de C(IR) de dimension m. Ainsi, les fonctions de 1’énoncé for-
ment une base vectorielle de ce sous-espace et toute solution est donc combinaison
linéaire des solutions élémentaires.

Korollar 3.10 (Solutions réelles de (3.4)). Soit p le polynome caractéristique de la
matrice A. Soient Aj € C (1 < j < ky) les racines réelles de p, et soient |1 = ot +if;
et i = oj —ifj (1 < j < ky) les racines purement complexes de p (on remarquera
que comme la matrice A est réelle, si I est valeur propre de A, alors [i I’est aussi).
Soient m(A;) resp. m(;) les multiplicités de ces racines, c.a.d.

ki ky
p(2) =TT =)™ TT((h ~ ;) + B0,
j=1 j=1
Alors les fonctions

thert 1< j<k,0<1<m(A)—1,

et
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t'e%" sin(Bjt) und t' €' cos(Bjt) 1< j<ky,0<1<m(u;)—1,

sont m solutions (réelles) linéairement indéndentes du probleme (3.4). Toute solu-
tion de (3.4) est combinaison linéaire de ces solutions élémentaires.

Beweis. Dans la Proposition 3.9 on a déa vu m solutions linéairement
indépendentes. Si, dans la Proposition 3.9, lj est une racine réelle, alors les so-
lutions correspondantes sont déja réelles. Elles se retrouvent dans 1I’énoncé.

Si, par contre A; = u; = of; 4 if3; est une racine purement complexe de p (8; #
0), alors (I; est aussi racine (avec la méme multiplicit€!), parce que la matrice A
est une matrice réelle. En remplagant les deux solutions ¢/ ¢!’ et ! e/ par leurs
combinaisons linéaires

1
3 (t et +1' i) =t %" cos(Bjt)

et
1 I uit I uit 1 ait
—(t'eM" —1'et") =1' " sin(PB;1)
i
on trouve finalement m solutions élémentaires a valeurs dans R, linéairement
indépendentes. Toute solution de (3.4) est combinaison linéaire de ces solutions

élémentaires.

3.3 Stabilité et instabilité. Premier théoréme de Liapunov

In diesem Abschnitt studieren wir das asymptotische Verhalten / Langzeitverhalten
von Losungen und Stabilitét / Instabilitdt des Gleichgewichtspunkts O des linearen
Gleichungssystems erster Ordnung

X (t) = Ax(1), (3.6)
wobei A € C*",

Sous comportement asymptotique nous comprenons le comportement des
solutions lorsque ¢ — oo, en particulier la convergence (exponentielle ou non) vers
0, la bornitude des solutions ou I’explosion (exponentielle) en temps infini. Ces
questions sont liées a la stabilité, la stabilité asymptotique, la stabilité exponentielle
et D’instabilité du point d’équilibre 0 qui est le point d’équilibre canonique du
systeme linéaire (3.6).

Dans le cas n = 1 la question du comportement asymptotique des solutions est
trés simple. Les solutions de (3.6) sont de la forme x(t) = *’x,. On voit donc que si
A > 0, alors toutes solutions (sauf la solution constante 0) explosent en temps infini;
en particulier, elles sont non bornées. On dira dans ce cas que le point d’équilibre
0 est instable. Si A < 0, alors toutes les solutions converges, lorsque ¢ — oo, vers
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le point d’équilibre 0; on dira que le point O est exponentiellement stable ou, plus
faiblement, asymptotiquement stable. Si A = 0, alors toutes les solutions sont
constantes. Toutes les solutions avec donnée initiale dans un voisinage de 0 restent
dans ce voisinage; on dira que 0 est stable.

Dans le cas n > 2, la question du comportement asymptotique des solutions (ou
de la stabilité du point 0) n’est pas aussi simple et plusieurs cas sont possibles. On
verra dans ce paragraphe que le comportement asymptotique des solutions dépend
du spectre de la matrice A.

Afin d’illustrer le comportement asymptotique des solutions de 1’équation
différentielle (3.6) on considere d’abord le cas n = 2.

Dans le cas n = 2 on peut dessiner le champs de vecteurs associé a la matrice A.
Ce champs de vecteurs nous montrera les différents comportements possibles, selon
la position des valeurs propres de A. Dans la suite on considere toujours le spectre
de A dans le plan complexe. La matrice A a donc soit deux valeurs propres distincts,
ou une valeur propre qui est racine de mulitiplicité 2 du polynome caractéristique.

1" cas: Les deux valeurs propres de A sont toutes les deux réelles, et soit elles
sont toutes les deux positives, soit elles sont toutes les deux négatives. Exemples:

41 41
A1:(3O>etA2=(3 0)

Les valeurs propres de A1 sont A; = 1 et A, = 3 et les vecteurs propres correspon-

dants sont x; = etx, = . Toutes les solutions de I’équation différentielle

1 1
3 1
(3.6) explosent exponentiellement a I’infini. On dit que le point d’équilibre O est
instable.

Les valeurs propres de A, sont A} = —1 et A; = —3 et les vecteurs propres cor-
1 1 . P
respondants sont x; = (_3) et x; = (1) Toutes les solutions de I’équation

différentielle (3.6) convergent (exponentiellement) vers 0. On dit que le point
d’équilibre 0 est asymprotiquement stable ou ici méme exponentiellement stable.

28me cas: Les valeurs propres de la matrice A sont toutes les deux réelles, une est
strictement positive et ’autre et strictement négative. Exemple:

12
m=(35)-

Cette matrice A3 a les valeurs propres A; = —2 et A, = 3, et les vecteurs propres

et xp = . Il 'y a des solutions qui conver-

2 1
-3 1
gent exponentiellement vers 0 (notamment celles avec donnée initiale dans 1’espace
propre engendré par xp) et il y a des solutions qui explosent exponentiellement a

correspondants sont x; =
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I’infini (en fait, toutes les autres solutions). On dit que le point d’équilibre O est
hyperbolique (voir le champs de vecteurs!). En particulier, il est instable.

3%me cag: Les deux valeurs propres de A sont complexes conjuguées, c.a.d. A; =
):2 = a+if. Selon le cas, si & >0, oo < 0 ou @ = 0, le point d’équilibre O est
instable, asymptotiquement stable ou stable. Exemples:

1 -2 0 1
Ay = (1 _1> etAs = <_1 _1>.

Les valeurs propres de la matrice A4 sont A; = i et A; = —i. Toutes les solutions
de I’équation différentielle (3.6) sont périodiques; dans ce cas le point d’équilibre 0
est stable dans le sens qu’il existe deux voisinages bornés U et V de 0 tels que toute
solution avec donnée initiale dans U reste dans V.

Les valeurs propres de la matrice A5 sont A; = —% +i \/g et = —% —i \/g .
Comme la partie réelle de A; et A, est négative, toutes les solutions de 1I’équation
différentielle (3.6) convergent (exponentiellement) vers 0. Le point d’équilibre O est
asymptotiquement stable.

4°me cas: La matrice A n’a qu’une valeur propre réelle, et elle n’est pas diagonal-

isable. Exemple:
11
Ag = (O 1) |

L’unique valeur propre de la matrice Ag est A; = A, = 1, et A n’est pas diag-
onalisable. Comme la valeur propre est strictement positive, toutes les solutions
de I’équation différentielle (3.6) explosent exponentiellement a I’infini. Le point
d’équilibre O est instable.

Essentiellement, les cas considérés ci-dessus sont tous les cas possibles dans
R2. Les exemples ci-dessus servent pour illustration comment le spectre o(A)
(c.a.d. ensemble des valeurs propres de A) permet de caractériser le comportement
asymptotique des solutions de 1’équation différentielle (3.6) et ainsi la stabilité ou
instabilité du point d’équilibre 0.

Notre premier théoréme caractérise dans le cas général la stabilité asymptotique
(ou exponentielle) du point d’équilibre 0.

Theorem 3.11 (Liapunov?). Soit A € R™". Alors les assertions suivantes sont
équivalentes:

1 existe des constantes ) w > , te ue pOI/lr tout X0 €
) Il existe d M, >0, ielg cn
e xoll2 < Me™® ||xoll2,

c.a.d. 0 est exponentiellement stable.

(ii) Pour tout xo € C" on a

2 Aleksandr Mikhailovich Liapunov (6.6.1857-3.11.1918)
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lim [|e"xo = 0,
t—ro0
c.a.d. 0 est asymptotiquement stable.
(iii) Si 6(A) est le spectre de A, alors la borne spectrale
s(A):= sup Red <0,
Aec(A)
c.a.d. toutes les valeurs propres ont partie réelle strictement négative.

Beweis. L’implication (i)=-(ii) est triviale.

On montre I'implication (ii)=-(iii) avec un raisonnement par contraposition,
c.a.d. on montre que si s(A) > 0, alors 0 n’est pas asymptotiquement stable. En
fait, si s(A) > 0, alors il existe une valeur propre A € o(A) telle que ReA > 0. Soit
xo € C" un vecteur propre associé. Alors

A tAX() I)LX() 2 Rel
lef XOII—HZ IfIIZ [|'= lle™xol| = """ |lxo]| 7 0.

On a donc montré que 0 n’est pas asymptotiquement stable.
(iii)=-(i). Finalement, on suppose que s(A) < 0. Soit S une matrice inversible
telle que A = S~'JS pour une matrice de Jordan J = diag (/T ,Jkk). Alors

lexol2 = (IS~ e Sxol|2
< IS~HHE TSI ol

t

11 suffit donc de montrer que ||e" || < Me~®" pour des constantes M, ® > 0 et pour

tout ¢ > 0. Mais ¢/ = diag (elj’ll e 7eﬂlk), et la formule explicite pour & (voir
page 33) nous montre que pour tout @ € (0,—s(A)) il existe une constante M > 0
tel que

e’ || < Me ', t>0.

Ceci montre donc que (i) est une conséquence de (iii).
Beweis (Démonstration alternative pour l'implication (iii)=>(i) du Théoreme 3.11).
On suppose que s(A) < 0 et on suppose en plus que

(Ax,x) < —0” [lx[3

pour un @ > 0 et tout x € R” (ici (-,-) désigne le produit scalaire dans R"). Cette
condition en plus est en particulier satisfait si A est une matrice symétrique négative.
Soit xp € R", et soit x(t) := e“xq. Alors pour tout ¢ > 0

d
)P =20, 5(0))
— 2(Ax(1),x(1)

< =20 |(n)|3.
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Cette inégalité implique

Ix(®)ll2 < e |lxoll2, =0,
ce qui est 1’assertion (i).

La démonstration du théoréme suivant est un exercice (utiliser de nouveau les
formules explicites pour e'4).

Theorem 3.12. Soit A € R™" tel que (au moins) une valeur propre a partie réelle
strictement positive, c.a.d s(A) > 0. Alors le point 0 est instable dans le sens qu’il
existe des solutions non-bornées.

3.4 Développement en séries entieres

Dans ce dernier paragraphe sur les équations linéaires on considere 1’équation
linéaire non-autonome d’ordre m

xU(0) + ey ()" (1) + -+ + ag(£)x(t) = 0. (3.7)

On suppose que les coefficients a; sont continue sur 'intervalle (—r,r), et on sup-
pose méme que toute fonction a; admet en 0 en développement illimit€ en série
entiere avec rayon de convergence > r, c.a.d.

aj(t) = Z (xkjtk, t € (—nr).
k=0

Dans ce cas, on a la proposition suivante.

Proposition 3.13. Soit x une solution de I’équation différentielle (3.7). Alors
x(t)=Y mtt, te(-nr),
k=0

la série étant absolument convergente.

On ne va pas démontrer cette proposition mais plutot I’illustrer dans I’exemple
suivant.

Beispiel 3.14 (Equation d’Airy). On considere [’équation différentielle d’Airy
X" (t) —tx(t) = 0. (3.8)

On suppose que la solution de cette équation différentielle admet un développement
illimité de la forme

3 George Biddell Airy (27.7.1801-2.1.1892)
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x(t) =Y mtt,
k=0

la série étant absolument convergente pour |¢| < 7.
En remplacant la solution x dans (3.8) par cette série entiere on obtient

Y mek(k— 1) =Y mt ! =0,
=2 =0

ou

o

2+ Y (Mg (k+2)(k+1) — Myt =0.
k=1

Le théoréme d’unicité pour les séries entieres dit que tous les coefficients dans cette
série sont nécessairement 0. En particulier,

n2 =0.

Sinon, le coefficients 1y et 1; peuvent étre choisis arbitrairement. Si 1o et 1; sont
fixes, alors pour tout k > 1

1

Ni+2 = mnk—l-

Ceci implique que pour tout k > 1

1
N3k = m%k—s,

1
N3k+1 = mnyﬁz,
M3k+2 = 0.

Les solutions x de I’équation d’ Airy sont alors completement déterminées dés qu’on
connait les conditions initiales x(0) = 1o et x'(0) = 1.






Kapitel 4
Stabilité

Dans ce chapitre, on va étudier la stabilité et I’instabilité des points d’équilibre de
I’équation différentielle auronome

X (1) = f(x(1)), 4.1)

ou f: D — R" est une fonction continue sur un domaine D C R"; la fonction f ne
dépend donc pas explicitement de la variable ¢.

Definition 4.1. Un point xg € D est appelé point d’équilibre (ou: point stationnaire,
solution stationnaire, point critique) de I’équation (4.1) si f(xp) = 0.

Cette définition s’explique par la simple observation que si f(xp) = 0 alors la
fonction constante x(¢) = xg est solution du probleme (4.1).

Dans le chapitre précedent sur les équations différentielles linéaires on a déja
utilisé la notion de point d’équilibre. En fait, le point 0 est toujours point d’équilibre
de I’équation linéaire x' (1) = Ax(¢), et si le noyau de A est reduit 2 {0} (c.2.d. si A
est inversible), alors O est le seul point d’équilibre pour cette équation.

Definition 4.2. Soit x un point d’équilibre de 1’équation (4.1).
(a) On dit que xq est (positivement) stable si pour tout voisinage U C D de xj il

existe un voisinage V C D tel que toute solution x de (4.1) de donnée initiale
x(0) € V existe globalement pour tout # > 0 et x(¢) € U pour tout t > 0.

(b) On dit que xg est asymptotiquement stable s’il existe un voisinage U C D de xq
tel que toute solution x de (4.1) de donnée initiale x(0) € U existe globalement
pour tout 7 > 0 et limy ;0 x(f) = xg.

(c) Ondit que xq est exponentiellement stable s’il existe un voisinage U C D de xg
et des constantes M, o > 0 tel que toute solution x de (4.1) de donnée initiale
x(0) € U existe globalement pour tout > 0 et ||x(¢) —xo|| < Me™“||x(0) —
X0 ||

(d) On dit que xg est (positivement) instable si xy n’est pas (positivement) stable.

43



44 4 Stabilité

Dans la suite on va tout simplement dire qu’un point d’équilibre est stable s’il
est positivement stable. En fait, un point d’équilibre est négativement stable s’il est
positivement stable pour 1’équation x’(¢) = — f(x(¢)), ce qui revient & un remplace-
ment du temps ¢ par —¢. Dans la suite, on ne va considérer que des solutions globales
définies pour tout ¢ > 0 et on ne s’intéresse pas explicitement aux temps négatives.

Lemma 4.3. Soit xy un point d’équilibre de I’équation (4.1). Alors les implications
suivantes sont vraies:

Xxo est stable

¢

Xo est asymptotiquement stable

4

Xo est exponentiellement stable .

On rappelle du premier théoreme de Liapunov (Téoréeme 3.11) que dans le
cas linéaire, stabilité asymptotique et stabilité exponentielle sont des propriétés
équivalentes. Cette équivalence n’est plus vraie dans le cas général.

Stabilité exponentielle pour I’équation linéaire x’(f) = Ax(¢) est caractérisée par
la propriété que s(A) < 0, s(A) étant la borne spectrale. Si s(A) > 0, alors le point O
est instable. On note ici que si s(A) = 0, alors on ne peut rien dire sur la stabilité ou
instabilité du point d’équilibre 0.

4.1 Stabilité linéarisée. Deuxieme théoreéme de Liapunov

Le théoreme suivant est une conséquence du premier théoréeme de Liapunov (et du
lemme de Gronwall). Il donne une condition suffisante pour qu’un point d’équilibre
est exponentiellement stable.

Theorem 4.4 (Lyapunov). Soit xo € D un point d’équilibre de I’équation (4.1). On
suppose que la fonction f est de classe C' dans un voisinage de xq et on suppose
que les valeurs propres de la dérivée f'(xg) € R™™" ont toutes une partie réelle
strictement négative.

Alors xq est exponentiellement stable.

Beweis. En remplacant la fonction f par la fonction translatée f(- —xp) et en
remplacant la solution x par x — xp nous pouvons sans perte de généralité supposer
que xo = 0.

SoitA := f7(0) € R"*". Par définition de la dérivée (ou par le théoréeme de Taylor)

F) = £(0)+ f(0)x+r(x)
=Ax+r(x), x€D,

ou le reste r est sous-lin€aire dans le sens que lim|, 0 lrl o, L’équation (4.1)

llx[l2
devient donc I’équation différentielle
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X (t) = Ax(t) + r(x(2)).

Par I’hypothese sur A et par le premier théoreme de Liapunov (Théoreme 3.11)
le point O est un point d’équilibre exponentiellement stable pour 1’équation linéaire
X (t) = Ax(t), c.a.d. il existe des constantes M, @ > 0 tels que pour tout x; € R”

lexi]l2 < Me™|xi]l2, #>0.

On choisit 6 > 0 tel que ||r(x)|[2 < 55 x[]2 pour tout x € R”, ||x[| < §. Un tel &
existe par la sous-linéarité de la fonction .

Soit x; € R” tel que ||x1]]2 < % et soit x : [0,7] — R" une solution locale de
I’équation (4.1) pour la donnée initiale x(0) = x;. On choisit I’intervalle [0, 7] tel
que ||x(¢)]| < & pour tout 7 € [0,T].

Le Théoréme 3.7 implique que

t
x(t) = ex, +/ A (x(s)) ds, t€[0,T).
0
Ainsi, par 'inégalité du triangle

! w
()]l < Me o+ [ Me 22 ()] ds

ou
0]
e [|x(1)l2 SMllmHer/O 7 ¢” Ix(s)]l2 ds.

Le lemme de Gronwall (Lemme 2.5) implique que

e [lx(t)l2 < Me il 1€(0,7].
Par le choix de x, cette inégalité implique premiérement ||x(¢)|| < g pour tout
t € [0,T] et donc la solution x ne peut pas quitter la boule B(0,8). Ceci im-
plique deuxieémement que la solution maximale associée est une solution globale
(elle existe pour tout ¢ > 0). Finalement, I’estimation ci-dessus implique alors que
|x(2)|] < Me™%||x; || pour tout 7 > 0, et comme ceci est vrai pour tout x; dans un
petit voisinage de 0, le point 0 est exponentiellement stable.

On peut aussi démontrer le théoréme suivant qui correspond au Théoréme 3.12
dans le cas linéaire.

Theorem 4.5. Soit xy € D un point d’équilibre de I’équation (4.1). On suppose que

la fonction f est de classe C' dans un voisinage de xq et on suppose que la dérivée

1 (x0) € R"™" a (au moins) une valeur propre avec partie réelle strictement positive.
Alors xq est instable.

On note ici que comme dans le cas linéaire, si toutes les valeurs propres de f”(xg)
ont partie réelle strictement négative ou nulle (!), alors on ne peut rien dire sur la
stabilité ou instabilité du point d’équilibre xp.
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4.2 Fonctions de Liapunov

On considere toujours I’équation différentielle autonome (4.1) ou f : D — R”" est
maintenant une fonction de classe C' (pour simplicité) sur un ouvert D C R”.
Definition 4.6 (Fonction de Liapunov).
(a) Une fonction V : D — R s’appelle fonction de Liapunov (au sens large) pour
I’équation (4.1) si V est de classe C' et
V(x):=(V'(x),f(x)) <0 pour tout x € D.

(b) Une fonction V : D — R s’appelle fonction de Liapunov stricte pour I’équation
(4.1) si V est fonction de Liapunov au sens large et si pour tout x € D on a

Vix)=0 = f(x)=0.
Une fonction de Liapunov est caractérisée par la propriété importante suivante.

Lemma 4.7. (a) Une fonction V : D — R de classe C' est fonction de Liapunov
au sens large pour I’équation (4.1) si et seulement si pour toute solution x de
(4.1) la composée V (x) est décroissante.

(b) SiV :D — R estune fonction de Liapunov au sens stricte pour I’ équation (4.1)
alors si la composée V (x) est constante pour une solution x de (4.1), alors la
solution x est constante.

Beweis. (a) Soit x une solution de (4.1). Alors

V() = V' (+(0). (1) 2
= (V' (a(0)), £ 1))
= V(x(1)) <0

Donc, V (x) est décroissante.

L’inverse se démontre de la méme facon, en utilisant (4.2).

(b) Soit V une fonction de Liapunov stricte. Alors elle est fonction de Liapunov,
et si pour une solution x de (4.1) la composée V (x) est constante, alors, d’aprés (4.2),
V(x(t)) = 0 pour tout ¢. Ceci implique que f(x(t)) = 0 pour tout 7, et puis x’() = 0.
Donc, x est constante.

Beispiele 4.8. (a) SYSTEMES GRADIENTS: Soit F : D — R de classe C? sur I’ouvert
D CR". Alors V = F est fonction de Liapunov stricte pour le systeme gradient

2(6) + VE(x(1)) = 0,

ou VF est le gradient de F. En effet, si x : I — R" est solution de cette équation
différentielle, alors
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c.a.d. la fonction ¢ — F(x(t)) est décroissante, et elle est constante si et seulement
si x est constante.

(b) SYSTEMES HAMILTONIENS: Soit H : D — R, H = H(x, p) une fonction de
classe C? sur I'ouvert D C R” x R™. Alors H est fonction de Liapunov pour le
systeme hamiltonien

X(t) = VpH(x(1), p(t)),
P/(t) = =VH(x(t), p(1)).

En effet, si (x,p) : I — R"” x R" est solution de cette équation différentielle, alors

“H(x(0), p(0) = (VH(x(0) ,<x’<r>,p’<r>>>R,,XRn
= <VXH(x ()X (1)) gu + (Vo H (x(t (1))
0.4 €0 e
=0,

c.a.d. la fonction t — H (x(¢), p()) est constante.
(¢) PENDULE MATHEMATIQUE: Pour o > 0 on considére 1’équation
différentielle du pendule mathématique

X'(t)+ax (1) +x(t) =0.

Cette équation différentielle est équivalente au probleme

d (1) = (_01 _1a> u(t).

La fonction V : R> — R définie par

V(ug,u1) == EHuon + §||”1||2
est fonction de Liapunov pour ce systeme. En effet, si x : I — R est solution de

I’équation du pendule mathématique, alors

Ly (x(0),2 (1) = (0.2 (0) + (¢ 0),4 ()

dt
= —al¥(1)|3 <0.
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(d) SYSTEME GRADIENT DU SECOND ORDRE: Soit F comme dans 1’exemple
(a) et soit & > 0. On considere 1’équation différentielle

X' (t) +ox! (1) + VF(x(t)) =0.
Si x : I — R”" est solution de ce probleme, alors

CGINOB+FE0) = ~al Ol <0,

c.2.d. la fonction V (uo,uy) := % ||uy ||3 + F (u1) est une fonction de Liapunov.

Definition 4.9 (Ensemble @-limite). Soit x : R, — R" une solution globale, bornée
(c.a.d. sup ||x(?)|| < e°) de I’équation différentielle (4.1). On appelle

o(x):={zeD:3(t;) Sootq. x(tj) >z(j—oo)}
’ensemble @-limite de x.

L’ensemble w-limite est I’ensemble des points d’accumulation de la solution x,
lorsque t — 0. Une autre description de @(x) est donnée dans le lemme suivant.

Lemma 4.10. Soit x : R. — R" une solution globale, bornée. Alors

o(x) =) {x(s) :s >1}.
>0

Beweis. Soit z € w(x). Alors, par définition, il existe une suite (z;) oo tel que
lim; ;. x(¢;) = z. Comme la suite (¢;) est non-bornée, z € {x(s) : s >t} quelque soit
t>0.Donc, z € (>0 {x(s) : s > 1}.

Inversement, soit z € (> {x(s) : s > t}. Alors z € {x(s) : s >t} quelque soit 7 >
0. Ceci implique que pour tout j € N il existe #; > j tel que ||x(¢;) —z|| < 1/. Pour
la suite (¢;) ,* e ainsi obtenu on a limj_,..x(¢;) = z. Donc, z € ®(x).

Lemma 4.11. Soit x : R — R" une solution globale, bornée. Alors:

(a) L’ensemble o-limite @(x) est non-vide, compact et connexe.

(b) Sizo € w(x) et si z est la solution maximale de (4.1) pour la donnée initiale
2(0) = zo, alors z est solution globale, bornée et z(t) € w(x), c.a.d. @(x) est
invariant par I’équation différentielle.

(©) Onalim; . dist(x(t), ®(x)) =0.

(d) Onaow(x)={z} (c.a.d. 'ensemble ®-limite est reduit & un point) si et seule-
ment si limy e x(1) = z.

Beweis. (a) Comme la solution x est bornée, les ensembles

{x(s):s>1}
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sont non-vides, compacts, connexes (cette propriété vient de la continuité de x), et
décroissant en ¢. C’est un exercice de démontrer qu’alors @(x) est aussi non-vide,
compact et connexe.

(b) Soit zg € w(x), et soit z la solution maximale de (4.1) pour cette donnée
initiale. Soit # € R . Par définition, il existe une suite (#,),en 7 oo, telle que

nh_r)lgo x(ty) = 20.
Par la sensibilité par rapport aux données initiales, et comme x est bornée, on obtient
alors
lim x(t +1,,) = z(1).
n—soo
En particulier, z est solution globale et bornée. En plus, par la définition de (x),
z(r) € o(x).
(c) Par le théoréme de Bolzano, pour toute suite (¢,),cn 7 o il existe une sous-
suite (t,, )xen telle que
lim x(t,, ) = z € ©(x).
k—yoo

En particulier, pour cette sous-suite,

lim distx(z,, ), ®(x)) = 0.
k—yoo0
Comme (7,,) était arbitraire, on obtient I’assertion.
L assertion (d) est une conséquence directe de (c) et de la définition de @ (x).

Theorem 4.12 (Principe d’invariance de La Salle'). Soit V une fonction de Li-
apunov pour l’équation différentielle (4.1), et soit x : Ry — R" une solution
globale, bornée (c.a.d. sup||x(t)| < o) de cette équation différentielle telle que
{x(¢):t >0} C D. Alors:

(a) La limite limy_,o V (x(2)) =: V., existe.
(b) Lafonction'V est constante = Vo sur &(x).

(c) SiV est fonction de Liapunov stricte, alors tout élément 7 € @(x) est point
d’équilibre.

Beweis. (a) L'image {x(z) : t > 0} de la solution est bornée par hypothése. Son
adhérence est donc compact, et par hypothese inclus dans D. Comme V est continue
sur D, la fonction ¢ — V(x(¢)) est bornée. Mais comme V est fonction de Liapunov,
cette fonction est aussi décroissante. Donc, lim,_. V (x()) existe.

(b) Soit z € m(xp) arbitraire. Alors il existe (2,;),en o tel que limy, 00 X(,) = 2.
La continuité de V implique

V(z) = lim V(x(;)) = Veo.

n—yo0

' La Salle ()
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(c) On suppose en plus que V est fonction de Liapunov stricte. Si z est solution
de I’équation différentielle (4.1) telle que z(0) € w(x), alors la fonction t — V (z(t))
est constante d’apres (ii) et le lemme 4.11. Par la caractérisation d’une fonction
de Liapunov stricte, la solution z est ainsi constante et donc z(0) € @(x) est point
d’équilibre.

Dans la suite, on suppose que f : D — R” est définie dans un voisinage de 0 et
que 0 est point d’équilibre. En fait, on peut toujours se ramener a cette situation.

Afin d’appliquer le principe d’invariance de La Salle a 1’étude de la stabilité
(asymptotique) du point d’équilibre 0, on fait la définition suivante.

Definition 4.13. On dit qu’une fonction V : D — R est définie positive (en 0) et on
note V > 0 s’il existe § > 0 tel que pour tout x € D, ||x|| < 8,

V(x) >0etsi
Vix)=0 = x=0.

On dit qu’une fonction V : D — R est définie négative (en 0) et on note V < 0 si —V
est définie positive.

Beispiel 4.14. Les fonctions V (x1,x;) = x% +x§ et Vixy,x) = x‘]t —I—xg sont définies
positives.

Bemerkung 4.15. Si V : R" — R est telle que V : R" — R est définie négative (V <
0), alors V est fonction de Liapunov stricte dans un voisinage de 0. Si on a seulement
V < 0 (dans un voisinage de 0), alors V est fonction de Liapunov.

Theorem 4.16. Soit V : D — R de classe C' et définie positive.
(a) SiV <0(c.a.d. siV est une fonction de Liapunov), alors le point 0 est stable.

(b) SienplusV <0 (c.a.d. siV est définie négative), alors 0 est asymptotiquement
stable.

Beweis. (a) Par hypothese, V est définie positive et une fonction de Liapunov au
sens large. Soit 6 comme dans la Définition 4.13. On suppose que O est assez petit
tel que la boule fermé B(0, §) est inclus dans D. Par continuité de V,

m:=inf{V(x): ||x]| =8} > 0.
Soit 0 < ¢ < m. On pose
U ={xeR":|x]| <detV(x) <c}.

Alors U, est un voisinage compact de 0. Soit x| € U, et soit x la solution maximale
de (4.1) pour la donnée initiale x(0) = x;. Comme V est une fonction de Liapunov,
V(x) est décroissante, et donc, par définition de U, et de m, la solution maximale
reste dans U, pour tout ¢ de I’intervalle d’existence. L’ensemble U, étant compact, la
solution x ne peut donc pas exploser en temps fini. Par conséquent, elle est globale,
et comme elle reste dans U,, elle est aussi bornée.
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Pour montrer que 0 est stable, soit U un voisinage de 0. Alors, comme V est
définie positive et continue, il existe ¢ > 0 tel que U, C U. On vient de démontrer
que pour toute donnée initiale x; € U,, la solution maximale correspondante est
globale et reste dans U,. A fortiori, elle reste dans U. Donc, O est stable.

(b) Soient & > 0 et m > 0 comme ci-dessus. En choisissant 6 assez petit, et par
hypothese, on a V(x) < 0 pour tout x € B(0,8) (c.a.d. V est fonction de Liapunov)
et V est stricte dans B(0, §). L hypothese que V soit définie négative implique méme
que 0 est le seul point d’équilibre dans B(0, ).

On fixe 0 < ¢ < m et on définit U, comme ci-dessus. On a vu que pour x| € U,
la solution maximale de (4.1) pour la donnée initiale x(0) = x| est globale et reste
dans U, C B(0,8). Comme V est fonction de Liapunov stricte, et par le principe
d’invariance de La Salle (Théoreme 4.12), tout élément de w(x) C B(0,8) est un
point d’équilibre. Comme 0 est le seul point d’équilibre dans B(0,§), on obtient
donc w(x) = {0}. Ceci implique que lim,_,.x(t) = 0 (Lemme 4.11). Ainsi, le point
0 est asymptotiquement stable.






Kapitel 5
Mannigfaltigkeiten

5.1 Definition und Grundbegriffe

Wenn wir im Folgenden Teilmengen .# des euklidischen Raums betrachten, dann
betrachten wir sie immer auch versehen mit der induzierten, euklidischen Metrik.
Es existieren in der Literatur mehrere Definitionen von Mannigfaltigkeiten. Fiir die
Definition von Untermannigfaltigkeiten des euklidischen Raums ist es praktisch,
das folgende Theorem als Grundlage zu nehmen.

Theorem 5.1. Sei .# C RN™™ cine Menge, a € .# und k € NU {o}. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

®

(i)

(iif)

(iv)

(Lokale Parameterdarstellung I) Es gibt eine offene Umgebung V C RVNtM
von a, eine offene Teilmenge W C RN und eine C*-Funktion Vv W —=VC
RNM 50 dafp

@ yW)=.znV,
(b) w:W — 4NV ist ein Homdomorphismus, und
©) Jy(y(a)) € LRN,RN™M) ist injektiv.

(Lokale Parameterdarstellung II) Es gibt eine offene Umgebung V. C RNtM
von a, eine offene Teilmenge W C RVN*M ynd einen C*-Diffeomorphismus ¥ :
W=V, sodaf P({xeW :xyr1 = =xnym=0}) =4NV.

(Lokale Darstellung iiber implizite Funktion) Es gibt eine offene Umge-
bung V. C RV*M von a und eine C*-Funktion F : V — RM, so daf3

@ Flyrv=0und
(b) Jr(a) € L (RNM RM) jst surjektiv.

(Lokale Darstellung als Graph) Es gibt, nach Permutation der Koordinaten
in RN*M (1), eine offene Umgebung W C RN von a, eine offene Umgebung
W' CRM von a (hierbei ist a = (a,a')), und eine C*-Funktion f: W — W',
so daf3

53
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{ZX)=xeWxW :xe#}={(f(x)): xe€W}.

Beweis. Die Implikation (iii)=-(iv) ist eine direkte Konsequenz aus dem Satz iiber
die implizite Funktion.

Aus der Aussage (iv) folgt die Aussage (i), wenn man y : W — RN*M durch
(%) = (%, f(%)) definiert.

(i)=(ii) Seien ¥ und W wie in (i). Ergiinze eine Basis {ny, ..., ny} des Bildes
von Jy (W1 (a)), welches nach Voraussetzung ein N-dimensionaler Unterraum von
RNFM ist, mit den Vektoren ny_ 1, ..., ny1m € RV™™ zu einer Basis von RV*M,
Definiere sodann die Funktion ¥ : W x RM — RV*M durch ¥(x) := ¥ (%,x) :=
y(x) + ):’}/I:lxN+ jnn+j- Die Jacobimatrix Jy (¥ ~!(a)) ist dann invertierbar! Aus
dem Satz iiber die lokale Inverse folgt dann, daB8 es eine offene Umgebung W C
RVN*M von ¥~=!(a) = (y~'(a),0,...,0) und eine offene Umgebung V von a gibt,
sodal ¥ : W — V ein Diffeomorphismus ist. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit
kann man die Umgebung V so klein wihlen, daB V C V. Nach Definition von ¥ gilt
offensichtlich W ({x e W : xy 1 =--- =xy.m =0}) =.ZNV.

(ii)=>(iii) Definiere F : V — RM durch F(x) := ¥~ (x)/ := (Y (*)n4 ) 1<j<m
(die Funktion ¥~! verkniipft mit der Projektion P auf die letzten M Koordinaten).
Dann ist F(.# NV) =0 und Jr(a) = P o Jy-1(a) ist surjektiv.

Eine Teilmenge .# C RM*M heiBt Ck-Mannigfaltigkeit oder genauer C-
Untermannigfaltigkeit von R¥*™_ wenn in jedem Punkt a € .# eine der vier
dquivalenten Aussagen (und damit jede Aussage) aus Theorem 5.1 gilt, wobei N,
M nicht vom Punkt a abhingen sollen. Die Zahl N ist dann die Dimension der
Mannigfaltigkeit, und M ihre Kodimension.

Beispiele 5.2. (a) Kurven. Sei / C R ein Intervall und sei y : I — R'*M eine
injektive C*-Funktion (ersetze “injektiv” durch stirkere Bedingung), so daB
V(1) # 0 for every t € I. Dann ist .# = y(I) eine eindimensionale C*-
Mannigfaltigkeit (wir benutzen hier die Eigenschaft (i) aus Theorem 5.1).

(b) Die N-Sphiren. Die N-Sphére

N+1
SV i={xeRN*!: le?: 1}
i=1

ist eine N-dimensionale C”-Mannigfaltigkeit. In der Tat ist die N-Sphére Null-
stellenmenge der Funktion F : RV — R, F(x) = YY" x? — 1 und fiir alle
x € SV ist die Jacobimatrix (der Gradient) Jr(x) = (2x1,...,2xy+1) surjektiv
(da # 0) (wir benutzen hier die Eigenschaft (iii) aus Theorem 5.1).

(c) Zylinder.
(d) Die speziellen, linearen Gruppen. Fiir jedes N € N>, ist die spezielle, lineare

Gruppe
SL(N) :={A ¢ RV*N : detA = 1}

eine (N2> — 1)-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit (und gleichzeitig eine
Gruppe beziiglich der Matrixmultiplikation!). In der Tat ist die spezielle, lin-
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eare Gruppe SL(N) Nullstellenmenge der Funktion F : RVN R, F(A) =
detA — 1, und fiir alle A € SL(N) ist die Jacobimatrix (der Gradient) Jr(A)
surjektiv (da # 0; man zeige zum Beispiel Jr(A)A # 0) (wir benutzen wieder
die Eigenschaft (iii) aus Theorem 5.1).

(e) Das Mobiusband.

(f) Produktmannigfaltigkeiten. Sind .# C R™ und 4 C R" zwei Cck-
Mannigfaltigkeiten, dann ist das kartesische Produkt .#Z x 4" C R™ x R" =2
R™" ebenfalls eine Mannigfaltigkeit, nimlich der Dimension dim.# +
dim.#", wie man leicht nachpriift. Zum Beispiel ist 7, := S} x S| C R*
eine (kompakte) 2-dimensionale Mannigfaltigkeit; sie heiflit Torus. Fiir jedes
0 < r < R ist der Torus 7, “diffeomorph” zur Menge

T :={((R+rcosa) cos B, (R+rcosa) sinB,rsina) : (a,B) € R*},

die eine Untermannigfaltigkeit des R und damit leichter vorstellbar ist.

Sei .# C RN*M eine N-dimensionale Mannigfaltigkeit. Seien V C RVN*M W C
RN offene Mengen, und y : W — R¥*M wie in Eigenschaft (i) des Theorems 5.1.
Sei U :=VN.# =wy(W)C .« das Bild von ¥ (eine offene Teilmenge von .Z),
und sei @ = w~!. Dann heiBt (¢,U) Karte von .#. Eine Familie ((¢o,Us))aca
von Karten von .# heiit Atlas, wenn (Ug)geq eine Uberdeckung von ./ ist, d. h.
M =Jges Uq- Jede Mannigfaltigkeit besitzt nach Theorem 5.1 einen Atlas: in der
Tat gibt es nach Theorem 5.1 (i) fiir jedes a € .# eine Karte (¢,,U,), so daB U, eine
Umgebung von a (in .#!) ist. Wiahlt man fiir jedes a € .# eine solche Karte, dann
ist (Uy)ac. eine Uberdeckung von .7, und somit ((@,,U,))ac.n ein Atlas. Ist die
Mannigfaltigkeit kompakt, dann besitzt sie immer einen endlichen Atlas (d. h. die
Indexmenge A kann endlich gewihlt werden). Dies folgt direkt aus der Definition
eines Atlas und der Kompaktheit.

Ubung 5.3 Man zeige, daf3 es fiir den Kreis Sy einen Atlas gibt, der aus zwei Karten
besteht, nicht aber einen Atlas, der nur aus einer Karte besteht.

Sei .# C RN*M eine N-dimensionale Mannigfaltigkeit. Sei a € .# und sei
(¢,U) eine Karte mit @ € U. Dann heiBt

Tp M = {a} xRgJ,1(p(a))
Tangentialraum und
Notl = {a} x (RgJy1 (y(a))*

Normalenraum an die Mannigfaltigkeit .# im Punkt a (das orthogonale Komple-
ment ist hier beziiglich des euklidischen Skalarprodukts zu nehmen). Des Weiteren
heif3t
T A = U T,.#
ac M
Tangentialbiindel bzw. Tangentialmannigfaltigkeit und entsprechend
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NA = U Ny M
ac M

Normalenbiindel.

Eine stetige Funktion f : .# — .4 zwischen zwei C*-Mannigfaltigkeiten ./
und .4 ist differenzierbar (bzw. I-mal stetig differenzierbar oder € C' fiir ein
1 <1< k), wenn fiir jede Karte (¢,U) von .# und jede Karte (y,V) von .4 die
Abbildung yo foe~! von (f~1(V)NU)) nach y(V) differenzierbar (bzw. I-mal
stetig differenzierbar) ist. Mit C!(.#,.4") bezeichnen wir die Menge aller /-mal
stetig differenzierbaren Funktionen von .# nach .4"; wir schreiben kurz C'(.#)
anstelle von C' (. ,R).

5.2 Integration auf Mannigfaltigkeiten

Fiir eine Funktion f : .# — R heift die Menge

M
supp f:={x € .4 : f(x) # 0}
Trager der Funktion.

Lemma 5.4. (a) Die Funktion f : RY — R gegeben durch

) m exp(W) Salls ||x|| < 1,
0 Salls ||x|| > 1,

ist beliebig oft differenzierbar und supp f = B(0, 1) (abgeschlossene Einheit-
skugel).

(b) Sei f € C*(RY) eine Funktion mit kompakten Triger und g € R(R") (Rie-
mannintegrierbare Funktionen). Dann ist die Faltung f+ g : RY — R gegeben
durch

(f*g)(x) = /RNf(y)g(x—y) dy:/ﬂ%Nf(x—y)g(y) dy

beliebig oft differenzierbar und hat kompakten Triiger.

(c) Sei.# eine C*-Mannigfaltigkeit, (y,U) eine Karte und K C U kompakt. Dann
gibt es eine Funktion f € C*(.#) mit

0<f<1,
f=1auf K und
supp f C U.

Beweis. (a) Nachrechnen.

(b)
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Lemma 5.5. Sei .#/ C RY eine beliebige, nichtleere Menge, versehen mit der in-
duzierten, euklidischen Metrik. Dann gilt:

(a) Die Menge
B = {B(x,r)N.A : xc Q" rcQo}

ist eine abzdhlbare topologische Basis von .# in dem Sinne, daf jedes El-
ement von A eine offene Teilmenge von A ist, und dafs es fiir jede offene
Menge U C M eine Teilmenge B' C B gibt, so dafU = Uy V.

(b) Jede offene Uberdeckung von .# besitzt eine abzihlbare Teiliiberdeckung.

Bemerkung. Man sagt, daf} ein metrischer Raum, der eine abzihlbare, topologis-
che Basis besitzt, das zweite Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt. Ein metrischer Raum,
in dem jede offene Uberdeckung eine abzihlbare Teiliiberdeckung besitzt, heiBt
auch Lindelofraum. Der Beweis von von Lemma 5.5 (b) zeigt, daB} jeder metrische
Raum, der das zweite Abzidhlbarkeitsaxiom erfiillt, ein Lindelofraum ist.

Beweis. (a) Die Abzéhlbarkeit der Menge £ folgt aus der Abzdhlbarkeit von Q.
Es ist auch klar, daB jedes Element von £ eine offene Teilmenge von .7 ist; man
verwendet dazu im Wesentlichen, daB die Kugeln B(x, r) offen in R" sind. Sei nun
schlieBlich U C . offen. Fiir jedes x € U gibt es nun ein V, € 4, so dal x € V, und
Vi CU.Sei &' :={V, : xe€U}.Dannist Uyeg = U.

(b) Sei (Ug)qea eine offene Uberdeckung von .Z, d. h. die Mengen U, sind
offen in .# und A = Jyeq Uq- Sei A eine abzihlbare topologische Basis von
# (zum Beispiel wie in (a)). Fiir jedes o € A gibt es dann eine (notwendigerweise
abzihlbare) Teilmenge Bq C %, so daB Uy = Uy, V- Sei B :=Uges Ba. Dann
ist auch #’' C % abzihlbar, und offensichtlich ist auch %’ eine offene Uberdeckung
von 4, d. h. # =Jycgp V. Fiir jedes V € B’ gibtes ein ay € A mit V C Uy, .
Damit ist (Ug, )yc g eine abzihlbare Teiliiberdeckung von ..

Eine Teilmenge eines metrischen Raums heifit relativ kompakt, wenn ihr Ab-
schlu} kompakt ist. Ein metrischer Raum, in dem jeder Punkt eine kompakte Umge-
bung besitzt, heiBt lokal kompakt. Der Raum R” ist lokal kompakt, weil fiir je-
den Punkt x € RV die abgeschlossene Kugel B(x,r) (r > 0 beliebig) eine kompakte
Umgebung ist.

Lemma 5.6. Sei .# C RN*M eine Mannigfaltigkeit. Dann gilt:

(a) Jeder Punkt a € M besitzt eine relativ kompakte, offene Umgebung U C A .
Insbesondere ist M lokal kompakt.

(b) Es gibt eine Folge (K,) von kompakten Teilmengen von #, so daf3 K, C K11
und A =, K,.

Beweis. (a) Seia € . Sei (¢,V) eine Karte mit a € V. Es gibt ein r > 0, so daf§

B((a),r) S B(¢(a),r) C @(V).
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Da ¢ : V — ¢(V) ein Homéomorphismus ist, da B(¢(a),r) kompakt ist, und da
stetige Bilder von kompakten Mengen kompakt sind (Satz von WeierstraB}), ist U :=
¢~ '(B(¢(a),r)) eine relativ kompakte, offene Umgebung von a.

(b) Nach (a) gibt es fiir jedes a € .# eine relativ kompakte, offene Umgebung
U, C . . Insbesondere besitzt .# eine Uberdeckung aus relativ kompakten, offe-
nen Teilmengen. Nach Lemma 5.5 (b) besitzt diese Uberdeckung eine abzihlbare
Teiliiberdeckung (Uy),. Setzte nun K, :=J;<,, U;. Dann ist K, kompakt, K,, C K, |

und///QUnf(,,QUHU,,:,//l.

Lemma 5.7 (Partition der Eins). Sei .# C R¥M ¢ine N-dimensionale C*-
Mannigfaltigkeit mit einem Atlas ((Qg, Uy ) ) qwea- Dann gibt es eine Familie (Tg) gea
in CX(M) dergestalt, daf3

(@ 0<my <1,
(b) suppmy C Uq,

(¢) fiirjedes a € M gibt es eine offene Umgebung V C 4 von a, so daf3 supp g N
V = 0 fiir alle bis auf endlich viele o € A, d. h. die Familie (Ttq)gea ist lokal
endlich,

(d Yoma=1
Diese Familie (Ty) qea heifst dem Atlas untergeordnete Partition der Eins.

Beweis. Sei (K,)n>0 eine Folge von kompakten Teilmengen von .#, so daB K, C
Kyt1und #Z =, Ifn (sieche Lemma 5.6 (b)). Sei K_; = 0. Setze sodann W, := K, \
K,_1 (n>0). Dann ist W, kompakt, W,, "W, = 0 fiir |n —m| > 2, und U, W, = A
SeiV, = W,,_l uw,u Wn+1. Dann ist V,, eine offene Menge und W, C V,,.

Nachdem (Ug)gea eine offene Uberdeckung von ./ ist, gibt es fiir jedes n > 0
eine endliche Teilmenge A, C A, so dal W, C Uge 4, U Offensichtlich ist auch
W, € Ugea, (Ua NV,). Nachdem W, kompakt ist, gibt es ein § > 0, so daf die
abgeschlossenen Mengen

(Ua V)8 :={x €Uy NV, : dist(x,.# \ (UgNV,) > 8)

immer noch W, iiberdecken. Fiir jedes o € A, konnen wir dann nach Lemma 5.4

(c) ein xp,; € C*(M) wihlen, so daB 0 < Ami <1, xni =1 auf (Uy ﬁVn)5 nw,

und supp ¥i € Uy NV, C Ugy. Insgesamt erhalten wir so eine lokal endliche Fam-

ilie (Xn,i)n>0,aeA,, SO daB ¥ :=Y »>0 Xn; > O iberall auf .#. Setze nun 7y =
' - acAn )

Yn>0 Xni/ X (0 € A).

Wir fiihren nun das Integral auf einer Mannigfaltigkeit schrittweise ein. Sei .Z C
RN+M eine CK-Mannigfaltigkeit, (¢, U) eine Karte und f : .# — R eine beschriinkte
Funktion, so daB supp f kompakt und eine Teilmenge von U ist. Dann definieren wir

/Uf = /(p(U)fo ¢71(X)\/detJ(p—l(X)TJ(p—l(.x) dx,

falls das Integral auf der rechten Seite existiert.
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Lemma 5.8. Die Definition des Integrals [y, f ist unabhdingig von der Wahl der
Karte (¢,U), d. h. wenn (y,V) eine weitere Karte ist und supp f C'V, dann ist

/< fop! \/detJ )Ty 1 (x )dx:/ fol]/_l(x)\/deth,_1(x)TJW_1(x) dx.

y(V)

Beweis. Nach dem Transformationssatz ist

= oy ! detJ y—1 (x)TJ -1 detJ, 1 d
OV O et ()T 10 det gy 1 (0)] dy

= oy ! € )1 ()T T, (x —1
iy OV O ety (30T () g1 ()1 ()
und
‘I(p*l (x)‘](poqu () = Jy/*' ),

wie man leicht sieht, wenn man die Parametrisierungen ¢! und y~! lokal zu Dif-
feomorphismen @~ ! und ¥~! auf Teilmengen von RN fortsetzt.

Sei nun f : .# — R eine stetige Funktion, so daB supp f kompakt ist. Dann

definieren wir
/ f Z / f ”OC 9

acA

wobei ((@g,Uq))aca ein Atlas von .# und (7 )qea eine untergeordnete Partition
der Eins ist. Man beachte, dafl aufgrund der lokalen Endlichkeit der Partition der
Eins im Allgemeinen nur abzihlbar viele der Integrale fUa f ungleich Null sind, und
weil f kompakten Tréger hat, sind in der Tat nur endlich viele dieser Integrale ungle-
ich Null. Somit ist die Summe auf der rechten Seite wohldefiniert. Ist ((wg,Vp))gcs
ein weiterer Atlas und (0g)gep eine diesem Atlas untergeordnete Partition der Eins,
dann gilt



60 5 Mannigfaltigkeiten
/ fra=Y, Z/ f 7o o

acA acABeB
/ fry op
UaﬁVB

/ S 7o 0p
BeBaeA UaVg

WL

BeBOEA®"

=) [ fop.

peB”’Vp

aeA peB

und somit ist die Definition des Integrals [ , f unabhingig von der Wahl des Atlas
und der Partition der Eins.

5.3 Integralsitze

Wir sagen, dal} eine offene Teilmenge 2 C RY einen C*-Rand besitzt, wenn 9.Q
eine (N — 1)-dimensionale C¥-Mannigfaltigkeit ist. Wenn Q einen C*-Rand besitzt,
dann gibt es nach Theorem 5.1 zu jedem Punkt a € dQ eine offene Umgebung
V C RV, eine offene Menge W C RY und einen Ck-Diffeomorphismus b VoW,
sodaB &(VNIQ)={yecW :yy=0}=:W,. Wir wollen der Einfachheit halber
annehmen, daB @(VNQ)={yeW : yy <0} = W_und @(VNQO°)={yeW :
yy >0} =: W, Injedem Punkt a € 9 ist der Tangentialraum (N — 1)-dimensional,
und somit ist der Normalenraum eindimensional. Im Normalenraum gibt es einen
eindeutig bestimmten Vektor v(a) der euklidischen Linge 1, so daB fiir alle t > 0
klein genug a +tv ¢ Q. Dieser eindeutig bestimmte Vektor heift duflere Normale.

Lemma 5.9 (Bestimmung der :iuBeren Normalen). Seien V, W C RN offen, und
sei @ :V — W ein Diffeomorphismus, so daf$ @(VNIRL) =Wy, P(VNQ) =
und ®(V N Q) =W,. Dann ist, fiir alle a € V N 9L,

v(a) = (V&n)(a@)/[|(Voy)(a)| = (vD ") (D(a)/|(an D) (D(a)]|
(Vow)(a) [[(an®™")(@(a))[| = (v D™ ")(P(a) [(VN) (a)]-

Beweis. Fiir alle y € W) ist

Jo(@' (1)) e1 () =1,

d. h., fiiralle 1 <i, j <N,

(Vo) (@7 ()),0;97' (v)) = &1,
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wobei §; ; das Kroneckersymbol ist. Da die Vektoren 8j¢'*1 (y) fiir 1 < j < Nj und
y € Wy den Tangentialraum im Punkt @ = &~!(y) aufspannen, heift das, daf der
Vektor (V®y)(®~!(y)) ein Normalenvektor sein muB, da er senkrecht auf diesen
Tangentialvektoren steht. Wegen @(VN Q) =W und @(V NQ°) =W, ist Py (x) <
0 fiir x € 2 und @y (x) > 0 fiir x € Q°. Somit gilt a+1 (VPy)(a) € 2 fiirallet > 0
klein genug. Damit ist (V®y)(a) ein positives Vielfaches der duBieren Normalen,
d. h.

v(a) = (Voy)(a)/|(Ven)(a)ll-

Fiir die weiteren Gleichheiten betrachten wir fiir y € Wy die symmetrische, posi-
tiv definite Matrix Jg-1(y)7Jp-1(y). Der Raum RY besitzt eine orthogonale Basis
aus Eigenvektoren dieser Matrix. Weil der Raum {y € R" : yy = 0} invariant unter
dieser Matrix ist, ist der zu diesem Raum orthogonale Einheitsvektor ey ein Eigen-
vektor, d. h. Jg-1 (y) T J -1 (y)en = cey fiir ein ¢ > 0. Also ist

Jo-1(0)" (Ov@™")(y) = cen,

bzw.
(92 (), (@ ") (y)) =8 fiiralle 1 < j < N.

Da wieder die Vektoren d;@~!(y) fiir I < j < N; und y € Wy den Tangentialraum
im Punkt a = @~ (y) aufspannen, heiBt das, daB der Vektor (dy®~!)(y) ein Nor-
malenvektor sein muf, da er senkrecht auf diesen Tangentialvektoren steht. Damit
sind (dy®~!)(y) und (V@y)(@~!(y)) kolinear. Wir haben oben aber schon gezeigt,
daB {(V@n) (@1 (y)),dy® ' (y)) = 1, und daraus folgen die restlichen Identititen.

Wir definieren schlieBlich den Raum
CK(Q):={fecfQ) Va e N, |a| < k: 9% besitzt stetige
Fortsetzung auf Q}.
Die folgenden drei Integralsitze sind dquivalent.

Theorem 5.10 (GauBscher Integralsatz). Sei Q C RN eine offene Menge mit C'-
Rand und sei f € C'(Q) eine Funktion mit kompakten Triger. Dann gilt fiir alle

1<i<N
/Qaifz/anVi.

Theorem 5.11 (GauBische Regel der partiellen Integration). Sei 2 C RN eine
offene Menge mit C'-Rand und seien f, g € C'(Q) zwei Funktionen mit kompakten
Triger. Dann gilt fiir alle 1| <i <N

/Q&fg:/mfgw—/gf&g-

Theorem 5.12 (GauBscher Divergenzsatz). Sei Q C RN eine offene Menge mit
C'-Rand und sei F € C' (Q,RN) eine Funktion mit kompakten Triiger. Dann
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/ divi= [ F-v.
Q 2Q

Wir beweisen zuerst die Aquivalenz der drei Aussagen. Die GauBsche Regel der
partiellen Integration folgt aus dem Gaufschen Integralsatz, indem wir die Funk-
tion f durch das Produkt fg mit f, g € C'(Q) ersetzen, und die Produktregel
0i(fg) = dif g + f dig und die Linearitit des Integrals benutzen. Umgekehrt folgt
der Gaulische Integralsatz aus der GauB3schen Regel der partiellen Integration, in-
dem wir g als eine Einschriinkung einer Funktion in C!(R") wihlen, die kompak-
ten Triager hat und auf dem Tréiger von f gleich 1 ist. Der GauB3sche Divergenzsatz
folgt aus dem GauBschen Integralsatz angewandt auf die einzelnen Komponenten F;
(anstelle von f) und aus der Linearitit des Integrals. Schlieflich folgt der Gau3sche
Integralsatz aus dem Divergenzsatz, wenn man F = (0,..., f,...,0) setzt (f an der
i-ten Komponente von F), denn dann ist divF = d;f und F - v = f v;. Es bleibt also,
einen der drei Sétze zu beweisen. Wir beweisen hier den Gaufschen Integralsatz.

Beweis (von Theorem 5.10). Wir starten mit der folgenden Beobachtung, die dem
Gaullschn Integralsatz fiir Funktionen mit Trdger in Q zeigt. Wenn supp f C Q
(anstelle von supp f C Q), dann ist zum einen f|;, = 0 und wir kénnen f auBerhalb
von 2 durch Null zu einer Funktion f € C'(R?) mit kompakten Triger fortsetzen.
Dann ist es auch egal, ob wir d;f iiber Q oder iiber einen groBeren Quader Q =
lai,bi[x --- X]ay,by| integrieren. Mit Fubini und dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung erhalten wir zum Beispiel fiir i = N

h| bN
/98Nf:/ 8Nf(x1,...,xN)de...dx1
ap

aN

by bN-1 v—b

:/ / F@1 o) Y2 gy g
ap aN—1

=0

= fVN.
R

Die Gleichheit gilt auch fiir andere i/, wenn man nur die Reihenfolge der Integration
vertauscht. Damit gilt also der Gauf3sche Integralsatz fiir Funktionen mit kompakten
Tréager in Q2

Kommen wir nun zum eigentlichen Beweis. Wir nehmen zuerst an, da3 V., W und
@ wie in Lemma 5.9 gegeben sind, und daB supp f C VN Q. Sei h € C'(R) eine
Funktion, so daB 0 < 4 < 1, h =1 in einer Umgebung von 0, supp/s C [—1,1], und
B >0in [—1,0]. Fiir § > 0 definieren wir auBerdem hs : RN — R durch hg(y) =
h(yn/8). Dann gilt, fiir alle 6 > 0,
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| ar=[ arhsod+1-hs00))
:/ 3 f (x) hs (D( dx+/ F(x) Ai(hg 0 ®) (x) dx+
Q0
+/!28i(f(1—h50d5)).

Aufgrund der Wahl von h bzw. hg ist der Triiger von f (1 — hg o @) eine Teilmenge
von £2, so daf} das dritte Integral auf der rechten Seite nach der obigen Beobachtung
gleich Null ist. AuBerdem gilt offensichtlich

lim / 0if (x) hg(P(x)) dx = 0.

6—0+JQ

Es bleibt also, das zweite Integral auf der rechten Seite zu untersuchen. Aus der
Kettenregel, der speziellen Form von &5 und dem Transformationssatz folgt

/f (hs o ®)(x dx—/f iah(s x))0;D;(x) dx

j=1

f(x) (Onhs)(P(x)) 9Py (x) dx

\4pre]

= [ F(@70) s ) (2i) (@7 () detgr ()]

= [ r@ o) gh’@N/é)(a,-@N)(@* ())y/det 1 (01 ()

5—>0+

[ r@o >>(aia>N><<1>*1(y>>¢deu¢4<y>TJ¢4<y> dy

=/, /@ ())y/detd -1 (5) -1 () dy

- /a.efw

Insgesamt erhalten wir also den GauBlschen Integralsatz fiir spezielle Funktionen
f € C'(Q). Fiir einen Beweis des GauBschen Integralsatzes fiir beliebige Funk-
tionen f € C'(Q) mit kompakten Triiger wihlt man nun eine endliche Familie
(P, Vi) 1<i<n> Wobei (Vi) eine offene Uberdeckung von supp f N dQ ist, und
die @y, Diffeomorphismen von Vy, auf Wy, = Py (V) sind. Man ergénzt die Familie
(Va)1<i<n um die offene Menge V) = © und wihlt dann eine der Familie (Vi )o<i<n
untergeordnete Partition der Eins (7 )o<i<,. Dann ist
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Lar=] ai<fina>

Z/ v
s

Korollar 5.13 (Greensche Formel).

Theorem 5.14 (Satz von Stokes).

5 Mannigfaltigkeiten
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