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Aufgabenblatt 1: Logik

Aufgaben fiir die Ubung

1.1 Vervollstiandigen Sie die Wahrheitswerttabelle fiir die folgenden Aus-
sagen.

a1 42 qs3 Q1 'V qo g2 N\ q3 (1 V q2) N gs ¢ V(g2 N g3)

=41 =(—q1) (g2 N q3) (—g2) A (—gs)

Entnehmen Sie dieser Tabelle, dass die Aussagen ¢; und —(—q;) dquivalent
sind, und dass die Aussagen —(ga A g3) und (—g2) A (—gs) nicht dquivalent
sind.

1.2 Bezeichne p die Aussage “Ich habe eine 1 in Deutsch bekommen.” und
q die Aussage “Ich esse ein Eis.”. Weiter bezeichnen wir mit Buchstaben
folgende Aussagen:

r: Wenn ich eine 1 in Deutsch bekomme, dann esse ich ein Eis.

s: Ich esse ein Eis genau dann, wenn ich in Deutsch eine 1 bekomme.

t: Ich bekomme kein Eis, also habe ich keine 1 in Deutsch bekommen.

u: Wenn ich keine 1 in Deutsch bekommen habe, dann esse ich kein Eis.
Schreiben Sie die Aussagen 7, s, ¢, u mithilfe der Abkiirzungen p, ¢ und den
Symbolen =, <, — auf !

Beweisen Sie mithilfe der Wahrheitswerttabelle, dass » und t stets das
gleiche bedeuten, und dass r und u nicht stets das gleiche bedeuten !

1.3 Wir kiirzen die Aussage “Lehrer X.Y. ist Klassenlehrer des Schiilers R.”
durch X.Y.ZR und die Aussage “Schiiler R. geht in die Klasse n.a. ” durch
R € n.a . Schreiben Sie die folgende Aussagen mithilfe Symbolen 3,V und
den oberen Abkiirzungen auf! (Es geht um eine bestimmte Schule.)

r: Jede Klasse hat mindestens einen Klassenlehrer.

s: Jeder Lehrer ist Klassenlehrer von mindestens einer Klasse.

t: Es gibt mindestens eine Klasse, fiir welche jeder Lehrer Klassenlehrer
ist.

u: Mindestens ein Lehrer ist Klassenlehrer fiir alle Klassen.
Bilden Sie die Negationen der Aussagen mithilfe der Symbole 3,V, = !



1.4 Schreiben Sie die folgende Aussage mit der Hilfe von Symbolen 3,V auf
und schreiben Sie auch die Negation der Aussage auf (es geht um Schachspiel):
“Weif} zieht und setzt im zweiten Zug Matt.”

Hausaufgaben zum Abgeben Abgabe zu Beginn der Vorlesung am Dienstag
in einer Woche !

1.5 Seien p,q,r Aussagen. Weisen Sie mithilfe der Wahrheitswerttabelle
nach, dass die Aussage p = ¢, die Aussage (—p) V ¢ und die Aussage (—q) =
(—p) dquivalent sind.

1.6 Weisen Sie mithilfe der Wahrheitswerttabelle nach, dass das Distribu-
tivgesetz

(pA(gVr)) < ((pPAg)V(pAT))
fiir beliebige Aussagen p, g und r gilt.

Aufgaben zum weiteren Uben

1.7 Entscheiden Sie iiber die Wahrheitswerte folgender Aussagen:
p: Fir jede reelle Zahl a gibt es mindestens eine natiirliche Zahl n, die
grofler als a ist.
q: Es gibt mindestens eine natiirliche Zahl n, so dass jede reelle Zahl
kleiner als n ist.
r: Es existieren mindestens zwei reelle Zahlen z und y, so dass 22 +y? = 1.
s: Fiir je zwei reelle Zahlen z und y gilt 22 + y? > 0.
Schreiben Sie die obigen Aussagen mit Hilfe von Quantoren 3,V und Imp-
likation = auf. Schreiben Sie die Negation der Aussagen auf und geben Sie
deren Wahrheitswerte an.

1.8 Seien p und ¢ Aussagen. Geben Sie die Wahrheitswerttabelle fiir folgende
Aussagen an!

p g p —q (p)V(=q) pAqg —=(pAq) (—(pAq) <= ((=p)V(=9)

1.9 Beweisen Sie, dass die Aussagen —(p = ¢) und p A (—q) stets dquivalent
sind. Schreiben Sie einen Beweis mit Hilfe der Wahrheitswerttabelle, und
einen anderen Beweis mit Hilfe von Umformungen und Rechenregeln fiir Aus-
sagen auf.

1.10 Ist die folgende Aussage stets wahr?
7 Auf der Party gibt es immer eine Person, so dass wenn diese einen Hut
tragt, alle einen Hut tragen.“



Aufgabenblatt 2: Mengen

2.1 Sei M eine Menge, Ay, A und Aj Teilmengen von M und bezeichne x
ein Element von M. Vervollstandigen Sie die Wahrheitswerttabelle fiir die
folgenden Aussagen:

x € Al x € A2 x € Ag x € A1UA2 x € AQﬂAg, x € (A1UA2)HA3

$€A1U<AQHA3)
zeMA  zeM\(M\A) o€ M\(ANdy) € (M\A)N(M\A;) .

Als Hilfsmittel skizzieren Sie die Venn-Diagramme. Entnehmen Sie dieser
Tabelle, dass die Mengen A; und M \ (M \ A;) stets gleich sind, und dass
die Mengen M \ (A N Az) und (M \ A2) N (M \ As) nicht stets gleich sind.

2.2 Es sei M = {p,p,a} die Menge der drei griechischen Buchstaben rho,
phi und alpha gegeben.

a) Listen Sie alle Teilmengen der Menge M auf!

b) Geben Sie die Menge aller Teilmengen von M, d.h. die Menge P(M)
an!

c) Listen Sie alle Elemente der Menge M x M auf. Schreiben Sie die
Menge M x M mit Hilfe ihrer Elemente auf.

d) Listen Sie mindestens drei verschiedene Teilmengen der Menge M x M
auf.

e) Wieviele Elemente hat die Menge M x M und wieviele hat die Menge
P(M x M) ?

2.3 Bezeichne E die Menge aller Punkte der Ebene, P den Punkt (1,1) in
der Ebene, und ¢ die Gerade in der Ebene, die durch die Punkte P und (0, 0)
geht. Bezeichne weiter G die Menge aller Geraden in der Ebene, die durch
den Punkt P gehen. Entscheiden Sie, ob folgende Aussagen wahr sind:

PeE PCE geF gCFE Peg PCg geG gCG
{P}eF {P}CcFE {P}eg {P}Cg Pe{P} PC{P}

{9}eG {9ycG {9tel {9 CE {E}CE {E}C{E}
GCE G=EFE GeFE {G}CFE G=G {G}=EFE



Als Hilfsmittel fertigen Sie eine Skizze mit F, P und g an. Bestimmen Sie
die Menge {z € F : 3h € G mit x € h}!

2.4 Seien A, B,C' Mengen. Weisen Sie nach, dass folgende Aussage immer
wahr ist:

(AN (BNC)) = ((A\ B)U(A\C)).

Veranschaulichen Sie Thren Beweis mit Hilfe von Venn-Diagrammen.

Hausaufgaben zum Abgeben Abgabe zu Beginn der Vorlesung am Dienstag
in einer Woche !

2.5 Weisen Sie das Distributivgesetz
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
fiir beliebige Mengen A, B, C' nach !

2.6 Seien Alf, Bert, Cia und Dia Schiiler, durch Mengen a = {Alf, Bert}
und b = {Cia, Dia} seien zwei Klassen modelliert, und durch die Menge
S = {a,b} sei die Schule modelliert. Von folgenden Aussagen kreisen Sie
diejenigen ein, die stets wahr sind !

Alf €a {Alf} €a Alf Ca {Alf} Ca
Alfe S {AlfyeS AlfcS {Aiftcs
a€esS {a} €S acCS {a} C S
fea heS Oca OCS

Aufgaben zum weiteren Uben

2.7 Es sind folgende Mengen gegeben: M; = {a,b}, My = {1,2,b}, wobei
a # l,a # 2,a # b,b # 1,b # 2 sind. Bestimmen Sie folgende Mengen
(indem Sie alle ihre Elemente angeben):

a) M1 U MQ, Ml N M27

b) M1 X MQ, M2 X M17
C) M, \ My, M, \ M,
d) P(Mz).

2.8 Seien My, My, N Mengen. Weisen Sie nach, dass
(M1UM2> x N = (Ml X N)U(MQ X N)

Veranschaulichen Sie Thren Beweis mit Hilfe eines kartesischen Koordinaten-
systems.



Aufgabenblatt 3: Zahlen

3.1 Wir bezeichnen die Zahl § durch 0,3 und die Zahl 2 durch 0, 6. Berechnen
Sie 0,3+ 0,6 !

3.2 Wir bezeichnen mit a+ib das Element (a, b) der Menge R xR, und fithren
folgende Abkiirzungen ein: 0 +ib =1ib,a +10 = a,a+il = a+1i,a +i(—b) =
a —ib,ib = bi.

a) Fir z; = 24 3iund 2z = —7,25 + %i berechnen Sie z; + 29, 21 - 29,
29 + 21, 22+ 21.

b) Berechnen Sie i%,i%,i%,1°,1% wobei die Potenznotation benutzt ist (d.h.
zum Beispiel iZ =1 -1).

¢) Geben Sie ein Element z3 der Menge R xR mit der Eigenschaft z; 423 =
0 und ein Element z, der Menge R x R mit der Eigenschaft z; - z4 = 1
an !

d) Weisen Sie nach, dass die Multiplikation komplexer Zahlen kommutativ
ist.

3.3 a) Beweisen Sie, dass keine natiirliche Zahl x existieren kann mit 2 +3 =
0. Benutzen Sie nur die Rechenregeln fiir natiirliche Zahlen und fiir die
Relation < ”kleiner sein !

b) Beweisen Sie, dass V2 < 21 Diskutiere, was eigentlich /2 ist.

3.4 Konvertieren Sie die Zahlen in die gegebenen Stellenwertsysteme !
(1011,01)2 in (...)10 (174)10 in ()2 (123)16 in (...)10

(Die Ziffern im Stellenwertsystem zur Basis 16 sind 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, A,
B,C,D,E,F.)

Hausaufgaben zum Abgeben Abgabe zu Beginn der Vorlesung am Dienstag
in einer Woche !

3.5 Berechnen Sie fiir a = 3 — 3i und b = 2 + 2i die Ausdriicke (a + b)* und
a’ — b2

3.6 Geben Sie die Additionstabelle und die Multiplikationstabelle fiir das
Rechnen im Stellenwertsystem zur Basis 2 von 0 bis (111)s an. Markieren

Sie den Teil der Tabelle, welcher der in der Grundschule gelernten Tafel der
Addition bis 100 4+ 100 bzw. Multiplikation bis 10 - 10 entspricht.



Aufgaben zum weiteren Uben

3.7 Veranschaulichen Sie die Menge M = {(z,y) e RxR:2z < 1Ayl <
2x + 1} farbig in der Ebene ! Entscheiden Sie, ob folgende Aussagen wahr
bzw. falsch sind:

(1,0) e M (1,3) e M {(0,0)}y c M leM le MUN.

3.8 Berechnen Sie
(5441)+(7—21), (5,5—2,51)—(7,25—2,51), (2+3i)-(3—2i), (6+3i)-(6—3i).

3.9 Veranschaulichen Sie die komplexe Zahl z = a + b als Punkt P mit
Koordinaten (a,b) und als Vektor v mit Anfangspunkt (0,0) und Endpunkt
(a,b) in der Ebene fiir folgende komplexe Zahlen:

21:2+31, 22:2—3i, 23:—2—317 Z4:—2+31, —Z1, z1+ 29 .

Welche Beziehung besteht zwischen der Addition von komplexen Zahlen und
der Addition von Vektoren ?

Berechnen Sie jeweils die Lange des Vektors v. Welchen Satz haben Sie
dabei benutzt ? Die Lange des Vektors v heiit Betrag der entsprechenden
komplexen Zahl z und wird durch |z| bezeichnet. Begriinden Sie mithilfe der
obigen geometrischen Uberlegungen, dass fiir beliebige komplexe Zahlen z
und 2z, die Dreiecksungleichung |z + zo| < |21| + |22| gilt !

3.10 Folgende Zahlen sind in verschiedenen Zahlensystemen gegeben. Schreiben
Sie jeweils die Zahl als gemeinen Bruch (d.h. als rationale Zahl) im dezimalen
Zahlensystem auf !

(11,11)2, (7,46, (23,1A)16, (123,555)1 .

3.11 Beweisen Sie, dass keine ganze Zahl x existieren kann mit der Eigen-
schaft 4-2 = 1! Benutzen Sie dabei nur die Rechenregeln der ganzen Zahlen
und der Relation < "kleiner sein*!

3.12 Formen Sie die Ausdriicke (a + )3, (a + b) fiir reelle Zahlen a,b um !
Als Hilfsmittel schreiben Sie das Pascalsche Dreieck bis zur Zeile 8 auf.

3.13 Beweisen Sie die Dreiecksungleichung fiir reelle Zahlen ! Untersuchen
Sie dafiir einzeln folgende vier Falle: a und b beide nichtnegativ, a und b beide
nichtpositiv, eine Zahl ist nichtnegativ und die andere nichtpositiv und die
Summe negativ, eine Zahl ist nichtnegativ und die andere nichtpositiv und
die Summe nichtnegativ.

3.14 Zeigen Sie, dass die Summe der natiirlichen Zahlen kleiner oder gleich

n stets @ ist.



Aufgabenblatt 4: Relationen

4.1 Wir stellen die ganzen Zahlen in einer Reihe wie folgt auf:
1,2,3,...,n,n+1,...,—1,—2, -3, ...

und schreiben x <1 y, wenn x nicht hinter y steht. Beweise, dass < eine Re-
lation auf der Menge Z darstellt, aber keine Abbildung aus Z in Z darstellt !
Beweise, dass diese Relation eine Ordnungsrelation, aber keine Aquivalenzrelation
ist !

4.2 Wir schreiben x ~ y, wenn die Zahlen = und y das gleiche Vorzeichen
haben (wir einigen uns fiir diese Aufgabe, dass positive Zahlen das Vorzei-
chen + haben, negative Zahlen das Vorzeichen — haben und 0 das Vorzeichen
() hat).

a) Beweise, dass ~ eine Relation auf der Menge Z darstellt, aber keine
Abbildung aus Z in Z darstellt | Beweise, dass diese Relation eine
Aquivalenzrelation, aber keine Ordnungsrelation ist !

b) Zeigen Sie, dass {(x,v) : x € Z,v € {+, —, 0}, hat das Vorzeichen v}
eine Relation zwischen Z und {+, —, 0} ist, und dass diese Relation eine
Abbildung aus Z in {4, —, 0} ist. Untersuchen Sie, ob diese Abbildung
injektiv, surjektiv oder bijektiv ist !

4.3 Gegeben sind die Menge M = {a,b,c,d, e, f} von sechs verschiedenen
Buchstaben und die Relation

R ={(a,b),(a,e),(a, [), (b,0), (b,d), (c,d), (¢, [), (d, f), (e;e)} © M x M.

Veranschaulichen Sie diese Relation als Tabelle und als Pfeildiagramm. Un-
tersuchen Sie, ob R eine Aquivalenzrelation, Ordnungsrelation zwischen M
und M, bzw. eine Abbildung aus M in M ist.

Geben Sie die inverse Relation RE_; an und veranschaulichen Sie diese als
Tabelle und als Pfeildiagramm. Ist diese Relation eine Aquivalenzrelation,
Ordnungsrelation, Abbildung ?

4.4 Seien G die Menge aller Geraden in der Ebene und P die Menge aller
Punkte in der Ebene. Entscheiden Sie, ob folgende Begriffe eine Relation
darstellen, und untersuchen Sie, ob es sich um eine Ordnungsrelation, Aquiva—
lenzrelation, Abbildung handelt.

"Der Punkt x liegt auf der Geraden ¢ zwischen P und G.

7 Zwei Geraden sind parallel “ zwischen G und G.



"Die Punkte A, B und (0,0) liegen auf einer Gerade“ zwischen P und P.
" Zwei Geraden stehen senkrecht aufeinander® zwischen G und G.
"Der Punkt z ist der Mittelpunkt der Strecke zwischen den Punkten A
und B zwischen P x P und P.
Schreiben Sie die Relation als Menge auf und benutzen Sie dabei mathema-
tische Symbole !

Hausaufgaben zum Abgeben Abgabe zu Beginn der Vorlesung am Dienstag
in einer Woche !

4.5 Seien M = {a«,,7,d,e} eine Menge und R = {(«, ), (a,7)},S =
{(B,9), (7,a)} Relationen auf M. Veranschaulichen Sie diese Relationen als
Tabelle und als Pfeildiagramm. Untersuchen Sie, ob es Aquivalenzrelationen,
Ordnungsrelationen auf M bzw. Abbildungen aus M in M sind ?

Geben Sie die inversen Relationen R_1, S_; und die Kompositionen Ro.S,
SoR, R.ioR, R.10S_1, S.10R_; an. Veranschaulichen Sie diese als

Pfeildiagramm.

4.6 Schreiben Sie die Definition auf, dass ”Q eine Aquivalenzrelation auf der
Menge S ist“ ! Geben Sie ein Beipiel an !

Aufgaben zum weiteren Uben

4.7 Schreiben Sie die Definition auf, dass ”p eine Abbildung von der Menge
F'in die Menge Z mit Definitionsbereich D, = F'ist“! Geben Sie ein Beispiel
an !

4.8 Untersuchen Sie, ob und was fiir eine Relation das Symbol C mit der
Bedeutung ”Teilmenge sein” auf der Potenzmenge P(M) einer Menge M
darstellt. Geben Sie diese Relation fiir das Beispiel M = {&, (} (Buchstaben
xi und zeta aus dem Griechischen Alphabet) an und veranschaulichen Sie es.

4.9 Sei M = {1,2,3}. Welche Eigenschaften besitzen folgende Relationen ?
Ry = {(17 1)7 (L 2)7 (27 1)7 (27 2)a (37 3)7 (27 3)a (L 3)}
Ry ={(1,2),(1,3),(2,3)}, R3=Mx M
4.10 Es sei Ny die Menge aller natiirlichen Zahlen und der 0. Wir definieren
die Relation R C Ny x Ny durch:

(n,m) € R genau dann, wenn n und m durch 5 geteilt den gleichen Rest
ergeben.

Begrunden Sie, dass R eine Aquivalenzrelation auf Ny ist. Geben Sie die
zugehorigen Aquivalenzklassen an. Wie viele sind es insgesamt ?
Diskutieren Sie den Fall, wenn 5 durch eine natiirliche Zahl k ersetzt wird.



Aufgabenblatt 5: Abbildungen

5.1 Gegeben ist die Menge
R={(z,y) ERxR:-5<a<5Ay=0>—-2}.

Priifen Sie nach, dass R eine Relation auf R ist, und dass diese Relation eine
Abbildung aus R in R ist. Veranschaulichen Sie R in der Ebene.
Geben Sie den Definitionsbereich, Wertebereich dieser Abbildung an.
Entscheiden Sie, ob diese Abbildung injektiv, surjektiv, bijektiv ist.
Bestimmen Sie die inverse Relation R_; und entscheiden Sie, ob R_; eine
Abbildung ist. Wenn ja, geben Sie ihren Definitionsbereich, Wertebereich an
und entscheiden Sie, ob diese Abbildung injektiv, surjektiv, bijektiv ist.
Geben Sie die Mengen R(A), R_;(B) fir A = [0,5], A = {0,5}, B =[1, 2],
B = {1, 2} an und veranschaulichen Sie diese, zusammen mit R, in der Ebene.
Es ist tiblich, die obige Abbildung als

fR=Rzw 2?2 2c[-55

anzugeben, Funktion zu nennen, den Definitionsbereich mit Dy, den Wer-
tebereich mit Wy zu bezeichnen und R selber Graph der Funktion f zu
nennen.

52 Mit f:Z — Z,x — —x,x € Z ist eine Abbildung gegeben. Schreiben
Sie diese als eine Relation R auf Z auf ! Untersuchen Sie, ob diese Abbildung
injektiv, surjektiv, bijektiv ist. Geben Sie die Komposition R o R und die
Inverse R_; an !

5.3 a) Durch z +— 2 -z, x € R ist eine Abbildung aus R in R gegeben.
Schreiben Sie diese als eine Relation auf ! Untersuchen Sie, ob die Abbildung
injektiv, surjektiv, bijektiv ist. Begriinden Sie, dass es sich um eine einstellige
Operation auf der Menge R handelt.

b) Durch (z,y) — x-y,x,y € R ist eine Abbildung aus R x R in R
gegeben. Schreiben Sie diese als eine Relation auf ! Untersuchen Sie, ob die
Abbildung injektiv, surjektiv, bijektiv ist. Begriinden Sie, dass es sich um
eine zweistellige Operation auf der Menge R handelt.

5.4 Sei M eine Menge, und durch (A, B) — AN B, A,B € P(M), ist eine
Abbildung aus P(M) x P(M) in P(M) gegeben. Begriinden Sie, dass es sich
um eine zweistellige Operation auf der Menge P (M) handelt und dass diese
Operation kommutativ ist !

Hausaufgaben zum Abgeben Abgabe zu Beginn der Vorlesung am Dienstag
in einer Woche !




5.5 Gegeben ist die Menge
R={(r,y) ERxR:0<x<5Ay=21"-2}.

Beantworten Sie die gleichen Fragen wie in der Aufgabe 5.1.

5.6 Mit = — %,x € Q mit x # 0, ist eine Abbildung aus Q in Q gegeben.
Schreiben Sie diese als eine Relation R auf Q auf ! Untersuchen Sie, ob diese
Abbildung injektiv, surjektiv, bijektiv ist. Geben Sie Dy und Wy an. Geben
Sie die Komposition R o R und die Inverse R_; an ! Untersuchen Sie, ob
diese zwei Relationen Abbildungen sind oder nicht.

Aufgaben zum weiteren Uben

5.7 Gegeben ist die Menge

R={(z,y) ERxR:-5<a<5Ay=0-2}.

Beantworten Sie die gleichen Fragen wie in der Aufgabe 5.1.

5.8 Durch (z,y) — = — y,z,y € R ist eine Abbildung aus R x R in R
gegeben. Schreiben Sie diese als eine Relation auf ! Untersuchen Sie, ob die
Abbildung injektiv, surjektiv, bijektiv ist. Begriinden Sie, dass es sich um
eine zweistellige Operation auf der Menge R handelt. Zeigen Sie, dass diese
Operation nicht kommutativ ist.

5.8 Durch (z,y) — z-y,z,y € Q ist eine Abbildung aus Q x Q in Q
gegeben. Schreiben Sie diese als eine Relation auf ! Untersuchen Sie, ob die
Abbildung injektiv, surjektiv, bijektiv ist. Begriinden Sie, dass es sich um
eine zweistellige Operation auf der Menge R handelt. Zeigen Sie, dass diese
Operation kommutativ ist.

5.9 Sei M eine Menge, und durch (A, B) — AU B, A, B € P(M) ist eine
Abbildung aus P(M) x P(M) in P(M) gegeben. Begriinden Sie, dass es sich
um eine zweistellige Operation auf der Menge P (M) handelt und dass diese
Operation kommutativ ist !

5.10 Sei A eine Menge von Aussagen mit der Eigenschaft, dass p,q € A =
p A q € Aimmer wahr ist. Durch (p,q) — p A q, p,q € A ist eine Abbildung
aus A x A in A gegeben. Begriinden Sie, dass es sich um eine zweistellige
Operation auf der Menge A handelt und dass diese Operation kommutativ
ist !

5.11 Sei M eine Menge, und F (M) die Menge aller Abbildungen aus M in
M. Uberpriifen Sie, dass die Komposition eine zweistellige Operation auf der
Menge F (M) darstellt !

10



Aufgabenblatt 6: Gruppen

6.1 Begriinden Sie nur mit Benutzung der Axiome der reellen Zahlen, dass
R mit 4+ eine kommutative Gruppe bildet. Begriinden Sie, dass C mit + eine
kommutative Gruppe bildet und dass N mit + keine Gruppe bildet.

6.2 Begriinden Sie, dass Q \ {0} mit - eine kommutative Gruppe bildet.
Begriinden Sie, dass {x € Q : x > 0} mit - auch eine kommutative Gruppe
ist und dass Q mit - keine ist.

6.3 Die Menge R x R x R sei durch R3 bezeichnet und werde Raum genannt.
Wir betrachten folgende vier Abbildungen von R3 auf R®: die Drehung um
180° um die y-Achse (wir nennen diese Abbildung D), die Spiegelung an
der zz-Ebene (), die Spiegelung am Punkt (0,0,0) (C), und die identische
Abbildung (I, I(x) = z fir + € R3). Bestimmen Sie die Kompositionen
DoD,SoS,CoC,DoS, SoD, DoC,CoD,SoC,CoS,Iol,[oD, [0S,
IoC, Dol, Sol und Col. Begriinden Sie, dass die Menge M = {D,S,C, I}
mit Komposition o eine Gruppe ist, und fassen Sie die Rechenregeln fiir diese
Gruppe in einer Tabelle zusammen!

6.4 Auf der Menge Z bildet “= modulo 6” eine Aquivalenzrelation und be-

Wir definieren i @ j als die Aquivalenzklasse des Elementen i + j (i, =
0,1,2,3,4,5). Geben Sie 3 @ 3 an. Begriinden Sie, dass @ eine zweistellige
Operation auf der Menge Zg ist. Fassen Sie die Rechenregeln in einer Tabelle
zusammen. Geben Sie das neutrale Element und zu jedem Element sein
Inverses an. Begriinden Sie, dass Zg mit @ eine kommutative Gruppe bildet.

Diskutieren Sie den allgemeinen Fall Z,, fiir eine natiirliche Zahl n gréfer
als 1.

Auf der Menge Zg betrachten wir dhnlich eine Operation Multiplikation
®. Begriinden Sie, dass diese eine zweistellige Operation auf der Menge Zg
ist. Fassen Sie die Rechenregeln in einer Tabelle zusammen. Gibt es ein
neutrales Element beziiglich der Operation ©® ? Wenn ja, listen Sie alle
Elemente auf, die kein Inverses haben, und geben Sie zu jedem anderen
Element sein Inverses an. Begriinden Sie, dass Zg \ {0} mit ® keine Gruppe
ist.

Hausaufgaben zum Abgeben Abgabe zu Beginn der Vorlesung am Dienstag
in einer Woche !

6.5 Begriinden Sie, dass die Ebene R x R mit + eine kommutative Gruppe
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bildet.

Begriinden Sie, dass auf der Menge M = {(z1,22) E RxR:0<x; A0 <
xo} die Addition + eine zweistellige Operation ist, sie jedoch keine Gruppe
bilden. Skizzieren Sie die Menge M in einem kartesischen Koordinatensystem
und veranschaulichen Sie diese Addition.

6.6 Gegeben ist die Menge M = {1,2,3}. Geben Sie alle bijektiven Ab-
bildungen von M auf M an, zum Beispiel mithilfe von Pfeildiagrammen,
und benennen Sie jede mit einem Buchstaben. Wieviele sind es insgesamt?
Bestimmen Sie die Komposition je zwei solcher Abbildungen, in beiden Rei-
henfolgen.

Sei S3 die Menge aller bijektiven Abbildungen von M auf M. Fassen
Sie die Resultate fiir die Rechenregeln fiir o in einer Tabelle zusammen.
Begriinden Sie, dass die Menge S35 mit Komposition o eine Gruppe bildet,
wobei die Assoziativitat nur an zwei unten angegebenen Féllen nachzupriifen
ist.

Geben Sie das neutrale Element der Gruppe S3 mit o an! Geben Sie
das inverse Element von R; in dieser Gruppe an, wobei R; als Relation
folgenderweise gegeben ist: R; = {(1,1),(2,3),(3,2)}. Geben Sie Ry o R
und Ry o Ry an, wobei Ry = {(1,2),(2,3),(3,1)}. Priifen Sie nach, dass
Rio(Ri0Ry) = (R1oRy)o Ry und dass Ry o (Ry0 R3) = (Ry0Ry)o R3, wobei
Rs = {(1,3),(3,1),(2,2)}. Markieren Sie die Elemente R, Ry, R3 und die
Resultate Ry o Ry, Ry o Ry in Threr Tabelle !

Aufgaben zum weiteren Uben

6.7 Begriinden Sie, dass Z und Q mit + jeweils eine kommutative Gruppe
bilden, und dass Ny mit + keine Gruppe ist.

6.8 Sei a € R. Gegeben ist folgende Relation F, C R x R: (z,y) € F, genau
dann, wenn y = a - x.

Begriinden Sie, dass F5 und Fj bijektive Abbildungen von R auf R sind.
Berechnen Sie die Komposition F5 o F3.

Sei M die Menge aller F, von oben, d.h. M = {F, : a € R}. Begriinden
Sie, dass die Komposition o eine bindre Operation auf der Menge M \ {Fp}
ist. Beweisen Sie, dass die Menge M\ { F{} mit o eine Gruppe bildet. Warum
bildet die Menge M mit o keine Gruppe?

6.9 Untersuchen Sie die Operation Multiplikation auf der Menge Zs \ {0}
und weisen Sie nach, dass sie eine kommutative Gruppe bilden.

Recherchieren Sie fiir den allgemeinen Fall Z,,\ {0}, wenn n eine Primzahl
ist und wenn n nicht eine Primzahl ist!
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Aufgabenblatt 7: Matrizen

7.1 Fiir die gegebenen Matrizen A, B berechnen Sie A + B, geben Sie die
Matrix C' mit der Eigenschaft A+ C' = O an (hier ist O die Nullmatrix, das
heifit mit der Zahl 0 an jeder Stelle), und geben Sie die Matrix D mit der
Eigenschaft A+ D = B an !

2 1 -1 ~1 40
a)A_<o 2 1)’3_(2 7 o)

2 0 3 -1 -1 0
by A=[11 2|, B=[-2 0 2
2 10 0 3 -3

7.2 Berechnen Sie die Produkte A-B, B- A, A- A, (A-A)-B, A-(A-B),

I . 1 1 1 2
A-(B-A) furdleMatrlzenA—<O _1), B_<3 4>.

7.3 Fiir die Matrizen A, B aus der Aufgabe 7.2. geben Sie die Matrix C
mit der Eigenschaft A - C' = (1) ?), eine Matrix D; mit der Eigenschaft
D, - A = B und eine Matrix Dy mit der Eigenschaft A- Dy = B an !

7.4 Berechnen Sie folgende Produkte

A(Z), ($1 $2)'A, Bz ], ($1 L2 $3)'B7

T3
wobei A die Matrix aus der Aufgabe 7.2, B die Matrix aus der Aufgabe 7.1
b) sind und zy, s, 3 € R.
Hausaufgaben zum Abgeben Abgabe zu Beginn der Vorlesung am Dienstag

in einer Woche !

7.5 Berechnen Sie die Produkte A- B, B- A, A-C und B-C fiir die Matrizen

(a,b,c € R)
20 3 -1 -1 0 a 0 0
A=(1 12|, B=[-2 0 2|, c=(0obo0
210 0 3 =3 0 0 ¢

7.6 Wir betrachten 2 x 2-Matrizen spezieller Form. Sei

a b c d
a=(5 ) =G0
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wobei a,b,c,d € R. Berechnen Sie A- B und B - A. Unter der Annahme,
dass (a,b) # (0,0) ist, priifen Sie nach, dass A-C = E und C'- A = E gelten,

wobei )
C = <a2tb2 _a2+b2) E— (1 0) '
o e ) 01

Aufgaben zum weiteren Uben

7.7 Wir betrachten die Menge aller Matrizen der Form aus der Aufgabe 7.6,

das heifit
M:{A:EIxERAHyER:A:(x y)} .

Wir betrachten die Addition + auf dieser Menge. Priifen Sie nach, dass M
mit + eine kommutative Gruppe bildet!

7.8 Berechnen Sie folgende Produkte (z1, 22, 3,91, y2 € R)!

(1 24) 3 1;‘? (1 24) il (1) (xl)
. - T 42 1 Y2) -
26 0 5 7 5 9 26 0 Lo

7.9 Betrachte folgende Abbildungen der Ebene: Spiegelung an der xz-Achse
(s), Spiegelung am Punkt (0,0) (p). Geben Sie Matrizen S und P an, fiir
welche die Abbildungen s, p folgenderweise aufgeschrieben werden koénnen:
s((z1,22)) = (21 22) -5, p((z1,22)) = (z1 @2)- P, wobei wir die Matrix
(y1 yg) mit dem Punkt (y;,y2) der Ebene identifizieren.

7.10 In Mat(2 x 2,Z3) 16sen Sie folgende Gleichung:
2 1 10
(o) =)

7.11 Gegeben sind die Matrizen (% (1)) und in Mat(2 x 2,Z3).

2 1
1 2
Untersuchen Sie, ob diese Matrizen eine Inverse beziiglich der Multiplikation
haben und falls ja, geben Sie diese an!
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Aufgabenblatt 8: Korper, Vektorraum

8.1 Wir betrachten die Menge

M:{AeMat(2><2,R):HmeR/\EIyGR:A:(fy i)} .

Wir betrachten Addition + und Multiplikation - auf dieser Menge und wir
werden zusammenfassen, dass M mit + und - ein Korper bildet. Geben
Sie das Nullelement und das Einselement an! Geben Sie zu jedem Element
die Inverse beziiglich +, und zu jedem Element, welches verschieden vom
Nullelement ist, die Inverse beziiglich - an! Priifen Sie die Distributivitat
nach! Gibt es X € M mit der Eigenschaft X - X = —F (—F ist die Inverse
des Einselementes E beztiglich +), also eine “Wurzel von minus eins” ?

8.2 Gegeben sei die Menge R® mit Addition von zwei Vektoren a,b € R® und
mit Multiplikation eines Vektors a € R® mit einem Skalar A € R:

a+b=(al,...,a6)+(bl,...,b6):(a1+b1,...,a6+bﬁ),

Ara=(Aay, ..., Aag).
Berechnen Sie fir a = (1.5,—2,—-1.5,2,4,—4), b = (3,1,2,—2,1,—1) und
c=(-1,-0.5,-1.5,2,—1,—2) folgende Vektoren:
a+b —a, a—-0b(dh a+(-D)), 2a+b+c.

Ahnlich betrachten wir den Vektorraum Z§ iiber Zs mit Addition von
zwei Vektoren und Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar A € Zgs.
Berechnen Sie die oben geschriebene Ausdriicke fiir a = (0,0,2,2,1,1), b =
(0,1,0,2,0,0), ¢ = (0,2,2,0,1,1). Sind a, b, ¢ linear unabhéngig ?

8.3 Gegeben ist der Vektorraum R? iiber den Kérper R. Entscheiden Sie, ob
die jeweils gegebenen Vektoren linear abhangig oder linear unabhangig sind,
begriinden Sie Thre Aussagen!

(3,5) und (1.5,2.5); (3,5) und (1.5,—-2.5); (3,5) und (—3,—5);
(3,—5) und (1.5,—2.5);  (2,2), (2,—2), (10,2); (3,5), und (0,0).

Gleiche Frage fiir den Vektorraum Z2 iiber Zs und Vektoren

(2,3) und (3,2), (1,1) und (3, 3), (0,0) und (1,1) .
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8.4 Geben Sie jeweils eine Basis des Vektorraumes R? {iber den Korper R
an, die den gegebenen Vektor (bzw. die gegebenen Vektoren) enthélt:

€1 = (17()’ O)a (_]—a070)a (17070) und (L ]-)0)7 (17273)

Geben Sie die Darstellung (Linearkombination) des Vektors v = (2,3, —1)
jeweils beziiglich der angegebenen Basis an!

Hausaufgaben zum Abgeben Abgabe zu Beginn der Vorlesung am Dienstag
in einer Woche !

8.5 Betrachten wir den Vektorraum R? iiber den Korper R. Geben Sie
die Darstellung (Linearkombination) des gegebenen Vektors beziiglich der
gegebenen Basis an und veranschaulichen Sie alle Vektoren der Aufgabe (also
auch die Vektoren, die die Basis bilden) im kartesischen Koordinatensystem:

a) Vektor (6,1), Basis {(1,0), (0,1)};

b 6,1), Basis {(1,0),(0,1)};

C

Vektor (0,1), Basis {(v2,v2), (—v2,v2)};

) (
) Vektor (
) (
d) Vektor (6,1), Basis {(v2,v2), (—v2,v2)}!

8.6 Zs sei die Menge der Restklassen der ganzen Zahlen bei Division durch
3, schreibe Zs = {0,1,2}. Untersuchen Sie die Vektoren (2, 1), (1,2) als Ele-
mente des Vektorraumes Zg x Z3 iiber den Korper Zs auf lineare Abhéangigkeit!

Aufgaben zum weiteren Uben

8.7 Wir betrachten den Vektorraum Zs x Zs iiber dem Korper Zs. Wieviele
Elemente hat dieser Vektorraum? Priifen Sie nach, dass die Elemente (1,0),
(0, 1) linear unabhéngig sind und eine Basis bilden. Geben Sie die Darstellung
(Linearkombination) des Vektors v; = (2, 1) beziiglich dieser Basis an. Geben
Sie eine Basis an, welche den Vektor v; enthélt! Geben Sie die Darstellung
(Linearkombination) des Vektors (1,0) in dieser neuen Basis an!

8.8 Fiir die Vektoren a, b, c € RS aus Aufgabe 8.2 berechnen Sie

b+e, (a+b)+c, —(b+c), 2a, (=3)b, —=3b, (—2)(b+c), a—(b+c), b—a.

8.9 Fiir die Vektoren a,b, c € Z$ aus Aufgabe 8.2 berechnen Sie

b+c, (a+b)+c, —(b+c), 2a, —2a, —2(b+c), a—(b+c), b—a.
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Aufgabenblatt 9: Lineare GGleichungssysteme

9.1 Schreiben Sie das lineare Gleichungssystem a) mit Hilfe von Matrizen und
Matrizenmultiplikation um, und l6sen Sie es mit dem Gaufy’schen Verfahren!
Schreiben Sie die Gleichung mit Matrizen b) als lineares Gleichungssystem
um, und losen Sie es mit dem Gaufi’schen Verfahren!

a) de —2y +4z =3 111 x 6
2r—4y+3z =3 b) {3 2 1]-|{z2| =110

9.2 Das Gleichungssystem a) fiir unbekannte reelle Zahlen z,y, z, bzw. b) fir
x,y, 2, u,v sind gegeben. Schreiben Sie jeweils das lineare Gleichungssystem
mit Matrizen um! Geben Sie das zugehdrige homogene Gleichungssystem an!
Untersuchen Sie die Losbarkeit des homogenen bzw. inhomogenen Systems
mit Hilfe des GauBschen-Algorithmus! Geben Sie die Losungsmenge des ho-
mogenen Systems an, eine Basis dieses Vektorraumes und die Dimension!
Geben Sie die Losungsmenge des inhomogenen Gleichungssystems an!

a) 2x — 4y + 5z =2 b)u+v—x =-2
Tr— 14y — 8z =0 2ut+y—z =95
u—2y—2z =0

9.3 Losen Sie folgende Gleichungssysteme fiir die Unbekannten z, y, z in dem

Korper Zs mit dem Gauf3’schen Verfahren! Beantworten Sie die Fragen aus
der Aufgabe 9.2!

r+2y+2z =0 r+2y+z2z =1
r+y+z =0 r+yt+z =2
r+y =0 r+y =0

9.4 Diskutieren Sie folgende Gleichungssysteme fiir unbekannte reelle Zahlen
x,y, z jeweils fiir A =1 und A = 2. Geben Sie jeweils die Losungsmenge an!
Beantworten Sie insbesondere folgende Fragen: Gibt es eine einzige Losung?
Gibt es keine Losung? Gibt es mehrere Losungen?

X —y+z =0 A —y+z =-—1
r—Ay+z =0 r—Ay+z =0
r+y+iz =0 r+y+rz =0
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Hausaufgaben zum Abgeben Abgabe zu Beginn der Vorlesung am Dienstag
nach den Ferien !

a) x+dy+2z =3 b) 2x+y+z =0
20 —2y+42 =5 y+z =1
r+y+2z =1 r+2y+2z =0

9.5 Bearbeiten Sie das lineare Gleichungssystem a) fiir die unbekannten reelle
Zahlen z,y, z laut Fragen aus der Aufgabe 9.2 !

9.6 Bearbeiten Sie das lineare Gleichungssystem b) in dem Korper Z; fiir die
Unbekannten z, vy, z € Z3 laut Fragen aus der Aufgabe 9.2 !

Aufgaben zum weiteren Uben

9.7 Bearbeiten Sie folgende lineare Gleichungssysteme wie in der Aufgabe
9.2 fiir die Unbekannten z,y, z bzw. x,y jeweils

a)in R : b) in Zs : c)in C:

r+y+z =6 y+z =0 w+y =1
3r+2y+2z =10 3r+z =1 2+ (2—4d)y =3
20 +3y+4z =20 20 +3y =2

Zusatz: 16sen Sie das Gleichungssystem eventuell mit einer anderen Methode
und vergleichen Sie die einzelne Schritte!

9.8 Bearbeiten Sie folgende lineare Gleichungssysteme fiir die unbekannten
reelle Zahlen z,y, z laut Fragen aus der Aufgabe 9.2:

r—2y+4z =3 r+5y+2z =3 Tr—y+5z =1
20 —4y+3z =1 2w —2y+4z =5 = x4+3y—2z =7
3r—y+52z =2 r+y+2z =1 Br+y+92 =9
9.9 Gegeben ist folgendes lineares Gleichungssystem fiir die Unbekannten
x1, %9, r3 € R und den Parameter b = 1 bzw. b = —3. Geben Sie jeweils die

Losungsmenge an!

T —2I2+3$3 =—4
2331—|-ZL‘2—|—3§3 =2
$1—ZE2+2ZE3 =b

9.10 Diskutieren Sie die Gleichungssysteme in der Aufgabe 9.4 jeweils fiir
die Werte des Parameters A = —1 bzw. A = 0. Geben Sie jeweils die
Losungsmengen an!
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Aufgabenblatt 10: Polynome

10.1 Wir betrachten den Ring Pol(R) und seine Elemente pq, po, p3, gegeben
durch py(z) = —2 + 3z + 2, po(x) = 222 — 42 + 1, p3(2) = /3. Berechnen
Sie p1 4+ p2, p1 + p3, p1 - p2 und p; - p3 ! Geben Sie das neutrale Element
beziiglich 4, und die Inverse zu p; beziiglich + an ! Entscheiden Sie, ob es
ein neutrales Element beziiglich - gibt und falls ja, ob es Inverse zu p; und
zu ps beziiglich - gibt, geben Sie diese an !

Wenn p € Pol(R) mit p(z) = ap,z™ + -+ 4+ a1z + ap und a,, # 0 gegeben
ist, heift n € NU{0} der Grad von p. Wir sagen ausserdem, dass der Grad
von p € Pol(R), wobei p(x) = 0, gleich 0 ist. Bestimmen Sie den Grad von
D1, P2, P3, P1 + P2, p1 - p2 und geben Sie ein Polynom vom Grad 100 an !

Division mit Rest von p durch ¢ bedeutet, dass wir Polynome s und
r (r heiBt Rest) bestimmen, so dass der Grad von r kleiner als der Grad von
q ist und es gilt

p=s-q+r.
Dividieren Sie mit Rest das Polynom p; durch p,, ps durch p;, und p3 durch
p1! Dividieren Sie mit Rest das Polynom p, durch ps, wobei py(z) = z* —
37% + 3x — 1, ps(z) = 2% + 22 — 3.

10.2 Wir konnen jedes Element p € Pol(R) als eine Abbildung aus R in
R, z +— p(x), mit Definitionsbereich R sehen. Die Zahl zq € R heifit eine
(reelle) Nullstelle von p, wenn p(zg) = 0. Bestimmen Sie die Nullstellen
der Polynome p4 bzw. ps aus der Aufgabe 9.1 und schreiben Sie diese Poly-
nome jeweils als Produkt von Polynomen 1. Grades, und Polynomen 2.
Grades, welche keine reelle Nullstelle besitzen, auf! Hinweise: Wenn die Zahl
a € R eine Nullstelle von p ist, dividieren Sie (mit Rest) das Polynom p durch
das Polynom p,, wobei p,(z) =  — a. Es sei vermutet, dass 1 eine Nullstelle
von py ist.

10.3 Wir betrachten den Vektorraum Pol(R) tiber R, und seine Teilmenge
Poly(R) = {p € Pol(R) : Grad von p ist kleiner oder gleich 2} .

Priifen Sie nach, dass Poly(R) ein Vektorraum iiber R ist und geben Sie den
Nullvektor an! Wir betrachten die Elemente vy, v1, v9, v3 € Poly(R) gegeben
durch vg(z) = 1, vi1(z) = z, vo(z) = 2%, v3(x) = 2* + 2z. Priifen Sie nach,
dass vg, vy, v9 linear unabhéngig, vy, ve, vs linear abhéangig sind! Beweisen
Sie, dass {wo,v1,v2} eine Basis von dem Vektorraum Poly(R) iiber R ist!
Geben Sie die Darstellung (Linearkombination) von v3 in dieser Basis an!

10.4 Wir betrachten jetzt Polynome mit Koeffizienten aus dem Korper
Zs, das heifit die Menge Pol(Z,), wobei Addition von zwei Polynomen, Multi-
plikation von zwei Polynomen und Multiplikation eines Polynomes mit einem
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Skalar aus Zs dhnlich wie bei Polynomen mit reellen Koeffizienten definiert
sind, nun sind die Koeffizienten a,, ..., a1, ay Elemente des Korpers Z, und
wir rechnen mit den Rechenregeln fiir den Korper Z,.

Berechnen Sie p + ¢q, p - ¢, 2p, Division mit Rest von p durch ¢ fiir die
Polynome p(x) = 2% + 22 + 1, q(z) = 2% + = + 1. Untersuchen Sie, ob die
Polynome p bzw. ¢ Nullstellen in Zy haben !

Hausaufgaben zum Abgeben Abgabe zu Beginn der Vorlesung am Dienstag
in einer Woche !

10.5 Wir betrachten im Vektorraum Poly(R) iiber R die Vektoren (Poly-
nome) ho(z) = 1, hi(z) = x, ho(z) = L2a? — 2. Uberpriifen Sie, dass diese
linear unabhéngig sind! Geben Sie die Darstellung (Linearkombination) von
p(x) = 2? + 2z + 1 in dieser Basis an!

10.6 Dividieren Sie mit Rest das Polynom p; durch py, p; durch p3 und p-
durch ps fiir die Polynome py, ps, p3 € Pol(R), wobei p; (v) = 2° — 3z* + 223 —
20 + 2 + 1, po(z) = 2 + 23 — 22 + x — 2, p3(r) = 2? + 1. Bestimmen Sie
alle reelle Nullstellen von ps, wobei vermutet wird, dass 1 eine Nullstelle ist.
Schreiben Sie das Polynom py als Produkt von Polynomen 1. Grades, und
von Polynomen 2. Grades, welche keine reelle Nullstelle besitzen, auf!

Aufgaben zum weiteren Uben

10.7 Bestimmen Sie alle reelle Nullstellen von den Polynomen p, ¢ € Pol(R),
wobei p(z) = 2° —42? + 146, q(z) = 2° — 42?4+ 32 +8, und es wird vermutet,
dass —1 jeweils eine Nullstelle ist. Schreiben Sie beide Polynome als Produkt
von Polynomen 1. Grades, und von Polynomen 2. Grades, welche keine reelle
Nullstelle besitzen, auf!

10.8 Wir betrachten Polynome mit komplexen Koeffizienten, also die Menge
Pol(C), und ihre Elemente p;(x) = iz? — i, pa(z) = 2* — i, p3(z) = 2* + 1.
Berechnen Sie p; +pa, p1-p2, ip1 und bestimmen Sie die komplexen Nullstellen
von p; bzw. p3!

10.9 Wir betrachten im Vektorraum Poly(R) {iber R die Vektoren hyg, hy, ho
aus der Aufgabe 10.5, und die Vektoren vy, v;,v9 aus der Aufgabe 10.3.
Schreiben Sie jeweils die Vektoren hg, h1, ho als Linearkombination von vg, v1, v,
und jeweils die Vektoren vy, v1, v9 als Linearkombination von hg, hy, ho auf!

10.10 Bestimmen Sie alle reelle Nullstellen von dem Polynom p(z) = z* +
323 + 22 — 3z — 2, dabei sei vermutet, dass —1 eine Nullstelle ist. Schreiben
Sie das Polynom als Produkt von Polynomen 1. Grades auf!

20



Aufgabenblatt 11: Lineare Abbildungen

11.1 Wir betrachten die Abbildung f : R? — R2, welche folgenderweise
gegeben ist: der Punkt (Vektor) (Zj) = (r oo a) € R? bildet sich auf den

7 Sin o

rcos(a + 30°)
Punkt (Vektor) (r sin(a + 30°)
gegen der Uhrzeigersinne). Geben Sie die Matrix A € Mat(2 x 2, R) an, fiir

welche f folgende Form hat: f ((Zj)) =A- <§> I Beweisen Sie, dass f eine

) ab (Drehung um 30° um den Ursprung

lineare Abbildung aus dem Vektorraum R? iiber R in den Vektorraum R?
iiber R ist!
Beweisen Sie:

(cosa —sina) . (cosﬁ —sinﬁ) B (cos(a+6) —Sin(oz+ﬁ)>

sina cosa sinf cosfB ) \sin(a+ ) cos(a+pf)

und interpretieren Sie das Ergebnis fiir die Komposition von Drehungen um
Winkel o bzw. !

11.2 Wir betrachten den Vektorraum Mat(1 x 3, R) iiber R, den Vektorraum
Poly(R) iiber R und die Abbildung f((a b c¢)) =az®+bz’+¢, (a b c) €
Mat(1 x 3,R). Beweisen Sie, dass f eine bijektive lineare Abbildung ist!
Geben Sie f_; an!

11.3 Gesucht ist eine lineare Abbildung f : R?* — R? mit den Eigenschaften
1

0 0
f 0 — ((1)>, f 1 = (?)7 f 0 = (8> Beweisen Sie,
0 0 1

dass es genau eine Abbildung f mit diesen Eigenschaften gibt und geben Sie
diese an! Bestimmen Sie die Matrix Mat(2 x 3, R) derart, dass f die Gestalt
f(u) = A-u,u € R® hat! Berechnen Sie Kery, Im; und geben Sie jeweils
eine Basis an! Bestimmen Sie die Fixpunktmenge der f !

11.4 Sei die Abbildung f : R? — R durch

A(G) =06 5) ) ) e

gegeben. Beweisen Sie, dass f nicht linear ist! Berechnen Sie f_1({0})
und veranschaulichen Sie diese Menge im Euklidischen Koordinatensystem!
Weisen Sie nach, dass diese Menge als Teilmenge der Ebene und mit der
Struktur des Vektorraumes R? iiber R kein Vektorraum ist!
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Hausaufgaben zum Abgeben Abgabe zu Beginn der Vorlesung am Dienstag
in einer Woche !

11.5 Betrachte die Abbildung f : R?* — R3, welche die Spiegelung an der
xy-Ebene beschreibt. Geben Sie die Matrix A € Mat(3 x 3,R) an, damit
f(z) = Az fir x € R? die Menge von Spaltenvektoren, ist! Beweisen Sie,
dass f linear ist und geben Sie Kery und Imy an, veranschaulichen Sie diese
Mengen in Euklidischen Koordinatensystem!

11.6 Gesucht ist eine lineare Abbildung f : Poly(R) — Pol(R) mit der Eigen-
schaft f(ho) =1, f(hy) = x, f(hy) = 22, wobei h; in der Aufgabe 10.5 gegeben
sind (Hermite Polynome). Begriinden Sie, dass genau eine Abbildung mit
diesen Eigenschaften existiert und geben Sie f(2? 4+ 22 + 1) an! Bestimmen
Sie Im; und geben Sie eine Basis von diesem Vektorraum an! Begriinden Sie,
dass f injektiv ist!

Aufgaben zum weiteren Uben

2
11.7 Gegeben ist die Abbildung f : R? — R? f ((‘;)) = (1 i) : (i),
3

<z) € R?, (eine Scherung). Begriinden Sie, dass f linear ist und ve-

ranschaulichen Sie die Vektoren e; = <(1)> ,ey = (?) sowie ihre Bilder

f(e1), f(ez) im Euklidischen Koordinatensystem !

11.8 Gesucht ist die lineare Abbildung f : R? — R? mit der Eigenschaft
f(e1) = 2eq, f(e2) = 3ea. Geben Sie die Matrix A so an, dass f(u) = A-u
fir u € R? gilt! Veranschaulichen Sie die Vektoran e;, e, sowie ihre Bilder
im Euklidischen Koordinatensystem! (e, es sind wie in der Aufgabe 11.8; f
ist eine Skalierung.)

11.9 Das Rechteck R mit Eckpunkten (2,1),(—=2,1),(—=2,—1),(2,—1) in der
Ebene ist gegeben. Wir betrachten folgende Abbildungen aus R? in R
d, die Drehung im Punkt (0,0) um Winkel o gegen den Uhrzeigersinn, fiir
a € [0,27), sz die Spiegelung an der Gerade, die durch (0,0) geht und mit
der positiven z-Achse einen Winkel (3 einschliefit, fir 5 € [0,7). Listen
Sie diejenige von den oberen Abbildungen f auf, fiir welche f(R) = R gilt!
Geben Sie jeweils eine Matrix A derart an, dass f(u) = A - u gilt!

Die Menge, welche diese Abbildungen f enthélt, sei durch Sym(R) be-
zeichnet. Bestimmen Sie fiir f,g € Sym(R) jeweils die Komposition f o g
und fassen Sie die Rechenregeln in einer Tabelle zusammen! Begriinden Sie,
dass Sym(R) mit o eine Gruppe bildet, sie heifit die Symmetriegruppe des
Rechteckes R.
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Aufgabenblatt 12: Lineare Abbildungen und
Matrizen, Wiederholung

12.1 Wir betrachten den Vektorraum Poly(R), seine Basen Bg = {1, z, 2%}
(Standardbasis) und By = {ho, h1, ha}, ho, hi1, hy aus der Aufgabe 10.5, und
die Identitatsabbildung i(p) = p fiir p € Poly(R). Geben Sie die Abbildungs-
matrix der Abbildung ¢ beziiglich der Basen Bgs und By (bzw. By und By,
By und Bg, Bs und Bg) an!

Die Abbildung f aus der Aufgabe 11.6 betrachten wir als eine Abbildung
f i Polo(R) — Poly(R). Geben Sie die Abbildungsmatrix der Abbildung f
beziiglich der Basen Bg und By (bzw. By und Bpy, By und Bg, Bg und
Bg) an!

12.2 Wir betrachten den Vektorraum R?* iiber R und die Vektoren h; =
1 1
GiiDm=G1-1-Dmu=(F %00
1

hy = (0 0 7 —\%) Uberpriifen Sie, dass diese Vektoren eine Basis

des R* bilden (Haar-Basis, H)! Geben Sie die Darstellung des Vektors
r = (1,3 1,1 2,9 3,4) € R* als Linearkombination der hq,..., hs an,
d.h. bestimmen Sie die reelle Zahlen A1, ..., Ay mit = A\{hy + Aohs + A3hs +
Ahyg! Veranschaulichen Sie den Vektor x = (xl Ty T3 m4) sowie seine 1.
Approximation A\jhy, 2. Approximation \h; + Asho, und 3. Approximation
Ahi + Aghg + Ashs in der Basis H als Balkendiagramm (auf die z-Achse
1,2,3,4 und auf die y-Achse xy, x5, x3, x4 eintragen).

Veranschaulichen Sie die Approximationen von z in der Standardbasis,
d.h. die 1. Approximation (1,3 0 0 O), die 2. Approximation (1,3 1,1 0 0),
die 3. Approximation (1, 3 1,1 2,9 0) und den Vektor x selbst als Bal-
kendiagramm. (Die Haar-Basis eignet sich besser fiir Datenkompression.)

12.3 Wir betrachten folgende vier Abbildungen des Vektorraumes R? iiber
R: Drehung um 180° um die y-Achse (D), Spiegelung an der zz-Ebene (S),
Spiegelung am Punkt 0 (C), Identitdt (1). Uberpriifen Sie, dass D, S, C, T
lineare Abbildungen von R?® nach R? sind und geben Sie ihre Abbildungsma-
trizen beziiglich den Standardbasen an!

Priifen Sie nach, dass die Menge M = {D, S, C, I} mit Komposition o
eine Gruppe ist, indem Sie die Tabelle fiir diese zweistellige Operation auf der
Menge M angeben und analysieren! (Diese Gruppe kommt im monoklinen
Krystallsystem vor.)

12.4 Wir betrachten die Abbildungen f;, fo : C — C definiert durch
filz+iy) = 20 +3y+i(—3x+2y), folrx+iy) =22+3y+i(2y), x+iyeC.
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Betrachten wir die Menge C als Vektorraum tiber C. Beweisen Sie, dass
f1 eine lineare Abbildung ist und dass fo keine lineare Abbildung ist !

Betrachten wir die Menge C als Vektorraum tiber R. Beweisen Sie, dass
f1 und f5 lineare Abbildungen sind!

Betrachten wir jetzt die Abbildungen gy, go : R* — R? (Spaltenvektoren),
welche die Abbildungsmatrizen A;, Ay beziiglich der Standardbasen haben,

wobei
2 3 2 3
A1_<—3 2)’ AQ_(O 2>'

Begriinden Sie, dass ¢g; und g, lineare Abbildungen des Vektorraumes R?
iiber R sind und stellen Sie einen Zusammenhang zwischen f; und g; fest!

Hausaufgaben zum Abgeben Abgabe zu Beginn der Vorlesung am Dienstag
in einer Woche !

12.5 Wir betrachten die Abbildung f : R* — R* gegeben durch

f((z1 22 a3 :704)):(“%2 xB\J/rgz‘l V. 563\;;4)

mit Definitionsbereich R* und den Vektorraum R* iiber R. Geben Sie die
Abbildungsmatrix der Abbildung f jeweils beziiglich der Basen Bg (Stan-
dardbasis) und Bg, H (Haar-Basis) und H, an!

12.6 Die Abbildung f : C — C definiert durch f(x + iy) = 2z + 3y +
i(=3z), x+iy € C, wird untersucht. Ist f eine lineare Abbildung, wenn
wir die Menge C als Vektorraum tiber C betrachten? Und wenn wir C als
Vektorraum iiber R betrachten? Geben Sie die Abbildungsmatrix (beziiglich
Standardbasen) einer Abbildung g : R? — R? an, fiir welche f = j_;0go0 j,

mit j : C — R?, j(z +iy) = (;j), gilt.

Aufgaben zum weiteren Uben

12.7 Sei f die Abbildung aus der Aufgabe 12.1. Priifen Sie nach, dass f
bijektiv ist! Begriinden Sie, dass die Inverse Abbildung f_; und die Kom-
position f o f lineare Abbildungen sind und geben Sie die entsprechenden
Abbildungsmatrizen beziiglich der Standardbasen an!

12.8 Wir betrachten die Abbildung f : R* — R? aus der Aufgabe 12.5.
Geben Sie ihre Abbildungsmatrix beziiglich der Basen By und Bg an! Be-
griinden Sie, dass f eine bijektive Abbildung ist! (Sie heift Transformation

eines Signals und ist im JPEG Bildkompressions-Algorithmus verwendet.)
Geben Sie Abbildungsmatrix der f_; beziiglich der Bg und By an!
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Aufgabenblatt 13: Vektorraum mit
Skalarprodukt

13.1 Betrachten wir den Vektorraum R? iiber R und folgende drei Abbildun-
gen, jeweils mit Definitionsberech R? fi((z1, 1), (T2, ¥2)) = 4T172 + Y19,
fo((z1,11), (22, y2)) = ayat+22u1, f3((21,91), (T2, ¥2)) = 20122 —T1Y2 — Y12+
4y,yo. Beweisen Sie, dass f; ein Skalarprodukt ist und fy nicht! Begriinden
Sie, dass f3 ein Skalarprodukt ist, schreiben Sie f3 mit Hilfe einer 2 x 2-Matrix
um!

Wir betrachten die Vektoren v; = (1,0),vo = (1,1). Berechnen Sie die
Skalarprodukte fi(vy,v9) bzw. f3(v1,v9)! Berechnen Sie die Lénge dieser
Vektoren beziiglich f; (bzw. f;)! Berechnen Sie den Abstand zwischen vy
und vy beziiglich f5 (bzw. f)!

13.2 Die Vektoren v = (1,1) und w = (—1,3) in R? sind gegeben, und der
Vektorraum R? ist mit dem Euklidischen Skalarprodukt, f(((x1,41), (72,42))) =
T1To + Y1Yy2, ausgestattet. Geben Sie die Orthogonalprojektion von v auf
Lin{w} und die Orthogonalprojektion von w auf Lin{v} an! Geben Sie
weiter die Orthogonalzerlegung von v entlang Lin{w} und die Orthogonal-
zerlegung von w entlang Lin{v} an! Skizzieren Sie alle Vektoren (also auch
die Orthogonalprojektionen und beide Terme der Orthogonalzerlegungen) im
Euklidischen Koordinatensystem auf einem karrierten Blatt!

13.3 Gegeben sind drei Punkte A = (0,0), B = (1,0),C = (1,2) € R
Entscheiden Sie, welche zwei von den Vektoren B — A, C — A und B — C
beziiglich des Skalarproduktes f3; aus der Aufgabe 13.1 orthogonal sind und
welche nicht!

Skizzieren Sie das Dreieck mit diesen Eckpunkten auf einem karrierten
Blatt! Da dieses Dreieck ein rechteckiges Dreieck (markieren Sie den rechten
Winkel!)  beziiglich des Skalarproduktes fs ist, gilt fiir es der Satz von
Pythagoras. Formulieren Sie seine Aussage fiir dieses Dreieck, und iiberpriifen
Sie diese Aussage mit Rechnungen !

Berechnen Sie beziiglich f; die Langen der Seiten, und +/dist(A, B)? + dist(B, C)?!
Schlussfolgern Sie, dass die Vektoren (1,0) und (0, —2) beziiglich f5 nicht
senkrecht sind !

13.4 Entscheiden Sie, ob folgende Vektoren in dem gegebenen Vektorraum
iiber R parallel sind oder nicht:

(1,0,0), (0,1,0): (1,1), (—V2,V2), bzw. (0,0), (v/2,v2) in R

10 -17 0 1 -1 -1 1Y\ .
(0 1) : ( 0 _17) ; bzw. (_1 1 ) , (_1 1) in Mat(2 x 2,R).
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Hausaufgaben zum Abgeben Abgabe zu Beginn der Vorlesung am Dienstag
in einer Woche !

13.5 Skizzieren Sie das Dreieck mit den Eckpunkten A = (0,0), B = (1,0),C =
(1,1) € R? auf einem karrierten Blatt. Wir betrachten das Skalarprodukt
f1 aus der Aufgabe 13.1. Ist der Dreieck rechteckig beztiglich f; 7 Wenn
ja, markieren Sie den rechten Winkel, und iiberpriifen Sie die Aussage des
Satzes von Pythagoras mit Rechnungen !
Berechnen Sie beziiglich f; die Léngen der Seiten, und +/dist(A4, B)? + dist(A, C)?!
Beweisen Sie, dass die Vektoren (1,0) und (1,1) beziiglich f; nicht senkrecht
sind !

13.6 Die Vektoren v = (1,1) und w = (—1,3) in R? sind gegeben, und der
Vektorraum R? sei mit dem Skalarprodukt f; aus der Aufgabe 13.1 ausge-
stattet. Geben Sie die Orthogonalprojektion von v auf Lin{w}, die Orthogo-
nalzerlegung von v entlang Lin{w} an und skizzieren Sie alle Vektoren (also
auch die Orthogonalprojektion und beide Terme der Orthogonalzerlegung)
im Euklidischen Koordinatensystem auf einem karrierten Blatt!

Aufgaben zum weiteren Uben

13.7 Beweisen Sie, dass auf dem Vektorraum R3 die Abbildung f(((z1, y1, 21), (T, Yo, 22))) =
T1To + }lylyg + 2129 ein Skalarprodukt bildet ! Beweisen Sie, dass die Vek-

toren (1,0,0),(0,2,0), (0,0, 1) beziiglich dieses Skalarproduktes die Lange 1

haben und dass Sie aufeinander orthogonal sind ! Begriinden Sie, dass diese

Vektoren eine Basis des Vektorraumes R? iiber R bilden !

13.8 Gegeben ist die Abbildung f : R® x R?, f(((z1,y1,21), (72,92, 22))) =
1Ty — T1Yo + Y1T2 + Y1y + 20162129, fir @1, T2, Y1, Y0, 21, 22 € R. Berech-
nen Sie f(((1,0,0),(1,0,0))), f(((1,2,0),(1,2,0))), f(((0,2,0),(0,2,0))) und
f(((1,0,0),(0,2,0)))! Skizzieren Sie das Dreieck mit den Eckpunkten (0, 0, 0),
(1,0,0), (1,2,0) und schlussfolgern Sie, dass f kein Skalarprodukt auf dem
Vektorraum R3 {iber R sein kann !

13.9 Wir betrachten den Vektorraum Poly(R) und die Abbildung f definiert
durch f((p,q)) = aias + biby + cico fir p(x) = a12® + biw + ¢, q(z) =
asx? + by + ¢y € Poly(R). Beweisen Sie, dass f ein Skalarprodukt, dass
{1,z,2?} eine Orthogonalbasis und dass {hg, 1, ha} keine Orthogonalbasis
beziiglich dieses Skalarproduktes ist !

13.10 In dem Vektorraum und Skalarprodukt aus der Aufgabe 13.9 entschei-
den Sie, ob folgende Vektoren Parallel sind oder nicht:

224+ 1und 0; 2°+zundz+1; 1und151; 22+ z und — 22!
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Aufgabenblatt 14: Euklidische Ebene und
Raum

14.1 In der euklidischen Ebene R? ist die Gerade g; = {(v/3,1) + 5(0,1) :
s € R}, gegeben. Bestimmen Sie eine Normalendarstellung von ¢;! Geben
Sie einen Aufpunkt, einen Richtungsvektor und einen Normalenvektor der
Gerade g; an! Kann man einen anderen Aufpunkt, Richtungsvektor bzw.
Normalenvektor fiir die gleiche Gerade angeben?

In R? sind folgende zwei Punkte P = (—1,2), R = (3,0) gegeben. Gesucht
ist die Gerade g, fiir welche P € g, und R € ¢, gilt. Geben Sie eine Param-
eterdarstellung und eine Normalendarstellung der Gerade g an, sowie ein
Aufpunkt, Richtungs- bzw. Normalenvektor!

Untersuchen Sie die Lagebeziehung zwischen den zwei Geraden und berech-
nen Sie den Durchschitt g; N go!

Berechnen Sie den Lotpunkt von P = (v/3,0) auf g, und den Abstand
zwischen P und gs!

Fertigen Sie eine Skizze mit allen Objekten dieser Aufgabe an!

14.2 Betrachtet wird die Menge £ = {(z1, T2, z3) € R : V22, — 1y + 25 =
v2}. Begriinden Sie, dass £ eine Ebene im Raum ist und geben Sie eine
Parameterdarstellung von £ an!

Betrachtet wird weiter der Punkt P = (2, —1,7) im Raum. Uberpriifen
Sie, dass P ¢ £! Gesucht ist eine Gerade, welche senkrecht auf £ ist und
den Punkt P enthalt; berechnen Sie diese und geben Sie sie in einer Param-
eterdarstellung an! Hat es Sinn, eine Normalendarstellung der Gerade zu
suchen?

x

14.3 Sei mit f((z,y,2)) = (-3 2 2)- |y | fir (z,y,2) € R® eine lineare
z

Abbildung f : R® — R gegeben. Beweisen Sie, dass die Menge f_;({0})

(Urbild der {0}) eine Gerade im Raum, welche durch (0, 0,0) geht, und die

Menge f_1({4}) (Urbild der {4}) eine Gerade im Raum sind, indem Sie

jeweils eine Parameterdarstellung diesen Geraden angeben!

14.4 Im euklidischen Raum R? ist die Ebene & mit Aufpunkt (—1,2, —2)
und Richtungsvektoren w; = (1,3, 1), we = (1,4, 2) gegeben. Geben Sie eine
Parameterdarstellung an! Kann man eine andere Parameterdarstellung der
gleichen Ebene angeben?

Bestimmen Sie einen Vektor n € R3, welcher orthogonal auf w; und auf
wo ist, und geben Sie eine Normalendarstellung der Ebene £ an!
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Bestimmen Sie den Durchschnitt der Ebene € mit der x-Achse {(z,0,0) :
z € R} und den Durchschnitt der Ebene £ mit der zy-Ebene {(z,y,z) €
R3: 2z =0} ! (Ist die z-Achse bzw. die xy-Ebene in dieser Aufgabe mit
Parameter- oder mit Normalendarstellung gegeben?)

Berechnen Sie den Lotpunkt von O = (0,0,0) auf £ und den Abstand
zwischen O und &!

Aufgaben zum weiteren Uben

14.5 Gegeben sind die Ebenen & = {(z,y,2) € R® : 2 — 2y + 2z = 1} und
E ={(r,y,2) € R?: x — y = 3}. Bestimmen Sie die Menge & N &!

Geben Sie eine Parameterdarstellung der Ebene & an, einen Richtungsvek-
tor, einen Aufpunkt und einen Normalenvektor! Geben Sie drei Punkte in
&1 an, welche die Ebene &; eindeutig bestimmen!

14.6 Sei die Abbildung f : R — R durch f(z) = =22 4+ 7 fir x € R
gegeben. Begriinden Sie, dass die Menge G (der Graph von f) eine Gerade
in der Ebene R? ist! Geben Sie ein Richtungsvektor, ein Aufpunkt, ein
Normalenvektor, eine Parameter- und eine Normalendarstellung von G an!

2

R? — R gegeben. Begriinden Sie, dass die Menge f_({0}) (Urbild der {0})
eine Gerade in der Ebene, welche durch (0,0) geht, und die Menge f_;({4})
(Urbild der {4}) eine Gerade in der Ebene sind! Geben Sie jeweils eine
Normalendarstellung und eine Parameterdarstellung dieser Geraden an!

14.7 Sei mit f(x,y) = (—3 1) . @C) fir (z,y) € R? eine Abbildung f :

14.8 Sei f : R — R? eine lineare Abbildung. Beweisen Sie, dass der Werte-
bereich W; eine Gerade im Raum ist!

14.9 Ist die Teilmenge der Ebene {(z,y) € R? : zy = 1} eine Gerade oder
nicht 7

14.10 Sei durch f(z) = (2x,—2z),x € R, eine Abbildung f : R — R?
gegeben. Untersuchen Sie, ob die Mengen W; C R? bzw. G; C R? eine
Gerade in der Ebene bzw. im Raum sind!

14.11 In der Ebene R? ist eine Gerade g und ein Punkt P gegeben: (—1,2) €
g, (0,0) € g, P = (3,0). Geben Sie einen Richtungsvektor und eine Parame-
terdarstellung der Geraden g an! Berechnen Sie den Lotpunkt von P auf g!
Fertigen Sie eine Skizze mit g, P und dem Lotpunkt an!

28



Sommersemester

Aufgabenblatt 15: Dreiecke

15.1 Im Vektorraum V = R? iiber R mit dem Euklidischen Skalarprodukt
sind zwei Elemente gegeben: P = (—2,5) und @ = (1,1). Geben Sie fol-
gende Objekte als Teilmengen von V' an: die Strecke zwischen P und Q);
der Mittelpunkt dieser Strecke; die Mittelsenkrechte dieser Strecke. Veran-
schaulichen Sie diese Mengen im Euklidischen Koordinatensystem!

15.2 Ein Dreieck in der Ebene ist gegeben mit den Eckpunkten A = (0,0), B =
(1,0),C = (¢, yc) (zc,yc € R). Das Dreieck sei nicht entartet. Berechnen
Sie die Mittelpunkte M4, Mg, Mo der Seiten! Geben Sie die Gerade g4 an,
welche durch A und M4 geht, die Gerade gg, welche durch B und Mpg geht
und die Gerade g¢, welche durch C' und M geht! Berechnen Sie g4 N gp!
Beweisen Sie, dass g4 N gp C go ist!

Der Punkt S mit {S} = ga N gp heifit Schwerpunkt des Dreieckes.
Schlussfolgern Sie aus den obigen Rechnungen folgende Aussagen:

e Die Geraden g4, g und go schneiden sich in einem Punkt.

e Der Punkt S teilt die Strecke zwischen A und M, im Verhaltnis 2 : 1,
wobei der langere Teil bei dem Eckpunkt und der kiirzere Teil bei der
Seite liegt.

e Diese Aussagen gelten fiir ein beliebiges, nicht entartetes Dreieck in der
Ebene.

Fertigen Sie eine Skizze an!

15.3 Seien v, w € R? zwei linear unabhingige Vektoren. Sei v; ein positives
Vielfaches von v und sei w; ein positives Vielfaches von w. Beweisen Sie
folgende Aussage:

v—wl|v-—w &

Welchen Satz aus der Schule erkennen Sie hier?

15.4 Gegeben ist eine Stecke der Lange 1. Beschreiben Sie die Konstruktion
mit Lineal und Zirkel der Strecken mit Langen

11 2
3, =, =, =, V2, V3.



Hausaufgaben

15.5 In dem Dreieck ABC mit A = (0,0), B = (zp,y5),C = (zc,yc) be-
trachten wir die Hohe aus dem Punkt C. Es sei Ho der Fulpunkt dieser Hohe
auf der Gerade durch A und B. Geben Sie eine Formel fiir die Berechnung
der Lange der Strecke C Ho an!

15.6 Das Dreieck mit Eckpunkten A = (1,1), B = (—1,2),C = (—2,1) ist
gegeben. Geben Sie die Gerade he an, welche durch C' geht und senkrecht
auf der Seite AB steht! Berechnen Sie den Punkt D so, dass ADBC' ein
Drachenviereck ist (d.h. die Dreiecke AC'B und AD B sollen kongruent sein)!
Fertigen Sie eine Skizze an und beschreiben Sie die Konstruktion mit Hilfe
eines Lineals und Zirkels des Punktes D!

Aufgaben zum weiteren Uben

15.7 Beweisen Sie mit der analytischen Geometrie, dass die Hohen (als Ger-
aden) eines Dreieckes sich in einem Punkt schneiden!

15.8 Leiten Sie her die Formel fiir die Flache eines Dreieckes mit Hilfe der
analytischen Geometrie!
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Aufgabenblatt 16: Abbildungen

16.1 Sei f : R? — R? gegeben durch f((z,y)) = 3z + 1y, —20—3y), (z,y) €
R2. Schreiben Sie f mithilfe einer Matrix auf! Untersuchen Sie, ob f injektiv,
surjektiv, bijektiv ist! Geben Sie das Bild der Einheitsquadrats ) mit den
Eckpunkten O = (0,0),e; = (1,0),e2 = (0,1), (1, 1) an und veranschaulichen
Sie die Mengen @ und f(Q) im Euklidischen Koordinatensystem!

16.2 Sei a € [0, 27) eine gegebene WinkelgroBe und f : R? — R?,

()= (on ) (o) (2)ew

Beweisen Sie, dass f orthogonal ist! Sei weiter a = . Geben Sie f(e;) und
f(ea) an und skizzieren Sie diese Vektoren im Euklidischen Koordinatensys-
tem! Berechnen Sie die Fixpunktmenge Fix(f) = {u € R? : f(u) = u} und
veranschaulichen Sie diese Menge im Fuklidischen Koordinatensystem!

Welche Bewegung der Ebene konnte durch die Abbildung f dargestellt
werden?

Aufgaben zum Abgeben

16.3 Gesucht ist die lineare Abbildung f : R? — R?, welche den Vektor
ep auf sein Dreifaches und den Vektor e, auf sein Drittel bildet. Geben Sie
diese Abbildung sowie ihre Abbildungsmatrix beziiglich der Standardbasis
B = {ey1,es} an! Entscheiden Sie, ob f orthogonal ist oder nicht! Berech-
nen Sie f(Q) (Q aus der Aufgabe 16.1) und skizzieren Sie @ und f(Q) im

Euklidischen Koordinatensystem!

16.4 Sei f : R? — R? eine Abbildung der Form f((z,y)) = (by + anx +
a2y, bg +ao1x + CLQQy), (l’, y) c R27 (bl, bg, aii, 12.a921, 429 sind gegebene reelle
Zahlen). Schreiben Sie f mithilfe von Matrixmultiplikation und Matrixad-
dition auf und beweisen Sie, dass das Bild einer Gerade unter f wieder eine
Gerade oder ein Punkt ist! Geben Sie ein Beispiel einer solchen Abbildung f
und einer Gerade g C R? an, bei der die Menge f(g) genau einen Element hat
und veranschaulichen Sie g sowie f(g) im Euklidischen Koordinatensystem!

Hausaufgaben

16.5 Sei 3 € [0, 7) eine gegebene Winkelgrofe und f : R? — R?

()= (e men)-(0). (5)em
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Beweisen Sie, dass f orthogonal ist! Berechnen Sie fiir § = § die Vektoren
f(e1) und f(e2) und veranschaulichen Sie diese Vektoren im Euklidischen
Koordinatensystem!

16.6 Die Abbildung f : R* — R?, f((z;y)) = (z + 0, Ty ; v), (z;y) € R?
ist gegeben. Berechnen Sie die Fixpunktmenge Fix(f) = {(z;y) € R? :
f((z;y)) = (x;y)} und begrinden Sie, dass sie eine Gerade ist! Veran-
schaulichen Sie diese Gerade im FEuklidischen Koordinatensystem! Berech-
nen Sie f(Q) (Q aus der Aufgabe 16.1) und skizzieren Sie @) und f(Q) im
Euklidischen Koordinatensystem! Begriinden Sie, dass f nicht orthogonal
ist!

Aufgaben zum weiteren Uben

16.7 Sei die lineare Abbildung f : R? — R? durch f((x,y)) = (2x—3y, 3y+z)
gegeben. Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix von f beziiglich der Stan-
dardbasis | Berechnen Sie f(e;), f(e2) und untersuchen Sie, ob f orthogonal
ist oder nicht! Skizzieren Sie die Mengen @ (aus der Aufgabe 16.1) und f(Q)!

16.8 Sei P C R? ein Parallelogramm mit einem Eckpunkt O = (0,0). Un-
tersuchen Sie, ob eine lineare Abbildung f : R? — R? existiert, fiir welche
f(Q) = P ist (@ aus der Aufgageb 16,.1) ! Kann es mehrere solcher Abbil-
dungen geben?
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Aufgabenblatt 17: Parallelogramme

17.1 Sei f : R? — R? gegeben durch

=01 1)) () ew.

Berechnen Sie die Flache des durch f(e;), f(e2) aufgespannten Parallelo-
grammes! Ist f orthogonal?

17.2 Fiir die Abbildung f : R? = R?, f((z;y)) = (x+0,7y ; y), (x;y) € R?,
berechnen Sie die Flache des durch ey, e5 aufgespannten Rechteckes und die
Flache des durch f(ey), f(e2) aufgespannten Parallelogramms! Skizzieren Sie
beide Mengen!

Beweisen Sie, dass f nicht langentreu ist, aber die Lange jeder Strecke,
welche zu Fix(f) parallel ist, unter f erhalten bleibt! (f heift Scherung mit
der Achse z.)

Aufgaben zum Abgeben

17.3 Wir definieren sinaw = /1 — (cos«)? fiir a € [0,7]. Beweisen Sie,
dass fiir o € (0,%) die Zahl sin(a) gleich dem Quotient der Lénge der
gegeniiberliegenden Kathete und der Lange der Hypothenuse eines rechtwin-
kligen Dreieckes mit der Winkelgrofie o ist! Berechnen Sie sin von 0 = 0°, & =
30°, 7 = 45°,2 = 60°, 5 = 90° und fassen Sie die Resultate in einer Tabelle

zusammen!

17.4 Sei m > 0 eine gegebene Zahl und wir betrachten die Abbildung
[ R = R? f((x,y)) = (mz,my), (x,y) € R*. Zeigen Sie, dass fiir je-
den Vektor v € R? || f(v)|| = m|jv]| und fiir jedes Parallelogramm P C R?
mit einem Eckpunkt (0,0) F(f(P)) = m>F(P) gilt! Geben Sie die Abbil-
dungsmatrix der Abbildung f beziiglich der Standardbasis an!

Hausaufgaben

17.5 Beweisen Sie, dass die Abbildung f : R? — R? gegeben durch

en=( %) () ()<

nicht orthogonal ist, und berechnen Sie die Flache des Parallelogramms f(Q)
(@ ist der Einheitsquadrat mit Eckpunkt (0,0))! Begriinden Sie, dass f nicht
langentreu ist!
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17.6 Berechnen Sie das Produkt der Matrizen Dz Dz, wobei Dg = <COS g —sin ﬂ)

sinf3 cospf
fur g € [0, 2] ist!
Fir o € (m,27) definieren wir den Wert sin(a) als —sin(a — ) und fir
die restlichen «a € (—00,0) U [27, +00) sin(a) so, dass sin : R — R eine 27-
periodische Abbildung (d.h. sin(z + 27) = sin(z) fir alle x € R gilt) wird.
Fiillen Sie folgende Tabelle mit reellen Zahlen aus:

ain ° —90 | —60 | —45 | =30 | 0 | 30 | 45 | 60 | 90 | 120 | 135
a in Bogenmaf3 5

cos()

sin(«)

150 | 180 | 210 | 225 | 240 | 270 | 300 | 315 | 330 | 360 | 390 | 405

Aufgaben zum weiteren Uben

17.7 Berechnen Sie das Produkt der Matrizen D, - Dg fiir beliebige a, 8 €
[0, 27], wobei diese Matrizen wie in Aufgabe 17.5 definiert sind! Priifen Sie
nach, dass die Menge

{Dy:ae€0,2m)}

mit Matrixmultiplikation eine Gruppe bildet! Geben Sie das neutrale Ele-
ment und zu jeden Element D, sein Inverses an!

17.8 Sei g((z,y)) = (1,2) + (3x,3y), (z,y) € R% Beweisen Sie, dass die
Fixmunktmenge von g aus genau einem Element Z besteht! Geben Sie das
Bild der Strecke {(¢,(1 —t)) : t € [0,1]} unter der Abbildung g an, und
veranschaulichen Sie beide Mengen, sowie Z, g(e1), g(e2) im Euklidischen
Koordinatensystem! Beweisen Sie, dass fiir jeden Vektor u € R? g(u) — Z =
3+ (u—2) gilt! (g heifit zentrische Streckung mit Faktor 3 und Zentrum
Z.)

Stellen Sie g als Komposition einer linearen Abbildung (zuerst) und einer
Verschiebung (danach) beziehungsweise als Komposition einer Verschiebung
(zuerst) und einer linearen Abbildung (danach) dar!
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Aufgabenblatt 18: Orientierung

18.1 Gegeben ist die folgende Konstruktion: Seien V,v,Q € R? gegeben, so
dass sie die folgende Bedingung erfiillen: @ — V,v sind linear unabhangig.
Das geordnete Paar (V,v) € R? x R? soll die Gerade g = {V +tv : t € R}
reprasentieren; sei n ein Normalenvektor und {P € R? : (P —V,n) = 0} eine
Normalendarstellung dieser Gerade. Falls (Q —V,n) > 0, sei H = {P € R?:
(P—V,n) >0} und falls (Q —V,n) < 0,sei H={P €R?*: (P—-V,n) <0},
da @ € g, sind damit alle Falle abgedeckt.

Priifen Sie nach, dass Q € H und g C H gelten! Priifen Sie fiir V =
(1,2),v = (1,-1),Q = (v/2,0) die Bedingung der Konstruktion nach und
fithren Sie die Konstruktion durch! Veranschaulichen Sie die Mengen {Q}, g, H
im Euklidischen Koordinatensystem!

Sei (V,v) C R? x R? ein geordnetes Paar von Vektoren so, dass V, v linear
unabhéngig sind. Priifen Sie nach, dass fiir V, v, Q = (0,0) die Konstruktion
durchfiihrbar ist und fertigen Sie eine motivierende Skizze an!

Die Menge H heifit die durch V, v, ) gegenebene Halbebene. Mit welchem
Begriff aus der Geometrievorlesung kann man die Menge H benennen?

18.2 Definition: Seien zwei geordnete Paare von jeweils zwei linear un-
abhingigen Vektoren gegeben: (vy,v9) € R? x R?, vy, v, linear unabhangig,
(uy,u9) € R? x R?, uy,uy linear unabhangig. Sei f : R? — R? die lineare
Abbildung, welche f(v1) = uy, f(ve) = ug erfiillt, und sei A € Mat(2 x 2;R)
die Abbildungsmatrix der Abbildung f beziiglich der Standardbasis. Wir
sagen, dass (v1,vy) und (uq,us) gleichorientiert sind, wenn det A > 0, und
dass sie entgegen orientiert sind, wenn det A < 0.
Untersuchen Sie, ob folgende Paare gleichorientiert sind:

(e1,e2) und (e1,e2); (er,e2) und (—eq,ez);  ((1,1),(1,—1)) und ((0,1),(1,1)) .

Begriinden Sie, dass die beschriebene Abbildung f existiert und dass sie
eindeutig ist! Begriinden Sie, dass der Fall det A = 0 nicht vorkommt!

Aufgaben zum Abgeben

18.3 Beweisen Sie folgende Aussage:

Wenn (vq,v2) und (u1, us) gleichorientiert sind und (uy, us) und (wy, ws)
gleichorientiert sind, dann sind auch (vy,vy) und (wq,ws) gleichorientiert.

Was fiir eine Relation stellt Gleichorientierung auf der Menge {(v, w) : v,w €
R? linear unabhingige Vektoren } C R? x R? dar?

35



18.4 Eine lineare bijektive Abbildung f : R? — R? nennen wir orien-
tierungstreu, wenn (ey,e2) und (f(e1), f(e2)) gleichorientiert sind. Un-
tersuchen Sie, ob die Abbildungen aus den Aufgaben 16.7 und 16.2 orien-
tierungstreu sind oder nicht!

Hausaufgaben

18.5 Untersuchen Sie, ob folgende geordnete Paare von Vektoren aus R?
gleichorientiert oder entgegen orientiert sind:

(e1,e2) und (eg,e1);  (e1,ez) und (2e1,3e2);  ((1,1),(1,—1)) und ((1,0), (1,1)) .

18.6 Untersuchen Sie, ob folgende Abbildungen orientierungstreu sind oder
nicht:

() () 25 C)o(C) - (37). ) e

Aufgaben zum weiteren Uben

18.7 Sei {by,by} irgendeine Basis von R? und f : R? — R? eine orien-
tierungstreue lineare Abbildung. Begriinden Sie, dass (b1, b2) und (f(b1), f(b2))
gleichorientiert sind!

18.8 Beweisen Sie, dass fiir eine orientierungstreue Abbildung f auch die
inverse Abbildung f_; orientierungstreu ist! Beweisen Sie, dass fiir orien-
tierungstreue Abbildungen f, g auch die Komposition f o g orientierungstreu
ist! Schlussfolgern Sie, dass die Menge

{f: die Abbildung f : R* — R? ist linear, bijektiv, orientierungstreu}
mit Komposition eine nichtkommutative Gruppe bildet!

18.9 Uberlegen Sie, wie man die Definitionen aus den Aufgaben 18.2, 18.4
auf den allgemeinen Fall R” anpassen konnte!

36



Aufgabenblatt 19: Determinante

19.1 Berechnen Sie die Determinante folgender 2 x 2-Matrizen und inter-
pretieren Sie die Resultate fiir die Abbildungen, welche die aufgelisteten Ma-
trizen als Abbildungsmatrizen beziiglich der Standardbasis haben!

1 2 1 -1 cos(28)  sin(20) cosa —sina
0 1)’ 1 =2 sin(28) —cos(26) )’ sinaw  cosa )’
1 m r 0 r 1 rcosa —rsino

0o 1)/’ 0 r)’ 0 r)’ rsina  rcosao

(e, B € [0,2x],m,r > 0, die letzten beiden fiir Scherstreckung und Drehstreck-
ung.)

19.2 Berechnen Sie die Determinante folgender Matrizen:

10 o 11 1 1 V2.0 00
0 -1 0 1 1 -1 -1 1 b 0 0
0 1 —1 {1 -1 0 0 |’ 1 0 ¢ O
o 0 1 -1 cos(m) v2 1 d
Aufgaben zum Abgeben
19.3 Berechnen Sie
€1 €2 €3
det 1 To I3
Y Y2 Y3

fiir ey, e9,e3, 1,2, 23, Y1,Y2,y3 € R! Interpretieren Sie das Resultat mit
e1 = (1,0,0),es = (0,1,0),e3 = (0,0,1) € R3 und xy, 22, 23,1, 92,93 € R
als einen Vektor v € R3 und beweisen Sie, dass dieser Vektor v senkrecht
beziiglich des Euklidischen Skalarproduktes auf dem Vektor (x1, 29, 73) € R?
ist!

19.4 Beweisen Sie, dass det(A - B) = det(A) - det(B) fiir Matrizen A, B €
Mat(2x2; R) gilt und interpretieren Sie diese Eigenschaft fiir die Flachenédnderung
von Parallelogrammen bei der Komposition von linearen Abbildungen!
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Hausaufgaben

19.5 Priifen Sie nach, dass fiir das lineare Gleichungssystem

a1171 + ajpTe = by

A91T1 + Qg2 = by
unter der Voraussetzung, dass det(A) # 0, gilt das Paar (21, ) mit
det bi arz det air b
ﬂ To = L@ (A _ [ G11 G12 )
det(A) 7 2T det(4) ~\an axn)”

eine Losung ist! Begriinden Sie, dass das lineare Gleichungssystem unter der
gleichen Voraussetzung genau eine Losung besitzt!

xr =

19.6 Berechnen Sie die Determinante der Matrizen

V6
00 & 00 O 5
2 00 £ 0
01 0 bzw. 2
| 0 2 01 O 0
2 10_\@ _ V6

Schlussfolgern Sie, dass die Vektoren (0,0,1),(0,1,0),(ﬁ,0,—ﬁ) € R3,
bzw. die Vektoren (0,0,0,1),(0,0,1,0), (0, 42,0, —¥2), (X8 0,0, - ¥8) ¢ R*
linear unabhéngig sind !

Aufgaben zum weiteren Uben

19.7 Berechnen Sie die Determinante folgender 3 x 3-Matrizen:

-1 0 0 cosa 0 sina 1—2n? —2niny —2nins
0o -1 0|, 0 1 0 , —2ngony 1 —2n3 —2nyng |,
0 0 -1 —sina 0 cosa —2n3n; —2nzny 1 —2n32

1 0 my r 0 0

01 mol, 0 r O

0 0 1 00 r

Beziiglich der Standardbasis reprasentieren diese: Spiegelung am Nullpunkt,
Drehung des Raumes um die y-Achse um Winkel o € [0, 27), Spiegelung an
der Ebene durch (0, 0,0) mit Normalenvektor n = (ny,ng, n3), [|n|| = 1, eine
Scherung, Streckung mit Faktor r > 0.

19.8 Schlussfolgern Sie aus der Aufgabe 19.6, dass die Hermite Polynome

ho(z) = 1,hi(x) = z, he(x) = \/75562 - \/75 als Elemente des Vektorraumes
Poly(R) bzw. hg, hy, he, hs(z) = */Téx:” — Y6 4ls Elemente des Vektorraumes

2
Pol3(R) jeweils linear unabhéngig sind!
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Aufgabenblatt 20: Lineare Abbildungen und
Matrizen - algebraische Strukturen

20.1 Fur A = ZH Zu € Mat(2 x 2;R) definieren wir trA = a1 + ags;
21 Q22

diese Zahl heifit Spur der Matrix A, auf Englisch: trace. Berechnen Sie

1 m )\1 0
trk, trD,, tr(o 1), tr(o )\2),

wobei E die Einheitsmatrix ist, D, in der Aufgabe 20.2 gegeben ist und
a,m, A\, A2 € R gegeben sind!

Priifen Sie nach, dass fir A, B € Mat(2 x 2;R) die Formel tr(A - B) =
tr(B - A) gilt! Beweisen Sie damit, dass die Formel ¢tr(CAC™!) = trA fir
jede invertierbare Matrix C' gilt! (Hinweis: CAC~! = C(AC™!), (AC™HC =
A(CTIC) = AE = A, fiir A,C € Mat(2x2;R), C invertierbar. ) Vergleichen
Sie mit einer Formel fiir det(C AC™1).

20.2 Wir definieren
D, = <Cosa —sma) Sy= (COS(Z@) sin(23) ) ’

sina cos o sin(28) —cos(25)

fir o, € R. Berechnen Sie Dz - Dz und Sq4x I Beweisen Sie mithilfe von
Additionstheoremen fiir Sinus und Kosinus, dass die Formel D, - Sg = Sa45
fiir o, B € R gilt!

Aufgaben zum Abgeben

20.3 Wir definieren E, = 6 2
Berechnen Sie det(E,.-D,)! Priifen Sie nach, dass die Formel E,-D, = D,-E,
gilt!

Eine lineare Abbildung der Ebene, welche eine Matrix E,.- D, mit r > 0 als
Abbildungsmatrix beziiglich der Standardbasis hat, heifit Drehstreckung.
Bestimmen Sie (E,-D,) ™! fiir r > 0, sowie (E,-D,)-(Fs-Dg) fiir r, s, a, 8 € R,
r,s > 0, in der Form einer Drehstreckung! Schlussfolgern Sie, dass die Menge

und D, wie in der Aufgabe 20.2, r, o € R.

M=A{E,.-D,:r>0,a€|0,2r)}

mit Matrixmultiplikation eine kommutative Gruppe bildet! Geben Sie das
neutrale Element in der Form einer Drehstreckung an!
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20.4 Bestimmen Sie die linearen Abbildungen f, g : R? — R2,

(G- Ca2E) ()= () (e

bzw. ihre Abbildungsmatrizen beztiglich der Standardbasis, in der Form
einer Drehstreckung! Warum kann man eine Spiegelung, gegeben mit der
Matrix Sg, nicht als eine Drehstreckung darstellen?

Hausaufgaben

20.5 Beweisen Sie mithilfe von Additionstheoremen fiir Sinus und Kosinus,
dass die Formel Sg, - Sp, = Dy, —s,) fiir 81, B2 € R gilt!

20.6 Bestimmen Sie die linearen Abbildungen f, g : R? — R2,

(6)-(5) (6)-(5) @)

bzw. ihre Abbildungsmatrizen beziiglich der Standardbasis, in der Form
einer Drehstreckung!

Aufgaben zum weiteren Uben

20.7 Sei M eine Menge und wir betrachten Abbildungen f : M — M mit
D; = M. Beweisen Sie, dass die Komposition von zwei injektiven Abbildun-
gen dieser Art wieder injektiv ist, und die Komposition von zwei surjektiven
Abbildungen dieser Art wieder surjektiv ist!

Schlussfolgern Sie, dass die Komposition o auf der Menge

G={f: f:R*— R?linear, bijektiv}

eine zweistellige Operation ist! Begriinden Sie, dass diese Operation assozia-
tiv, aber nicht kommutativ ist!

20.8 Bestimmen Sie fiir G aus der Aufgabe 20.7 die Menge {A € Mat(2 x
2;R) : 3f € G : A ist Abbildungsmatrix der Abbildung f beziiglich der
Standardbasis ist }, sowie ihre Teilmengen, welche durch eine der folgen-
den Einschrankungen fiir die Abbildung f bestimmt sind: flicheninhalttreu;
orientierungstreu; flacheninhalt- und orientierungstreu; orthogonal; orthogo-
nal und orientierungstreu. Benutzen Sie den Begriff Determinante! Welche
dieser Mengen bildet mit der Matrixmultiplikation als zweistellige Operation
eine kommutative bzw. nichtkommutative Gruppe?
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Aufgabenblatt 21: Komplexe Zahlen

21.1 Bestimmen Sie folgende komplexe Zahlen

1 3§ 1—1—2__’_5_3@,’ (2+3?)'(—2—.z)
1—4 1—i (341) - (4 — 49)

in der kartesichen Form a + ib und veranschaulichen Sie diese Zahlen in der
Gauf¥’schen Zahlenebene!

Gegeben seien p,q € R mit (£)* — ¢ < 0. Uberpriifen Sie, dass die zwei
komplexen Zahlen

IR (OR SRS U (O

die Gleichung z -z +p- 2+ g = 0 erfiillen .

21.2 Schreiben Sie folgende komplexe Zahlen in Exponentialform re'®, r >
0, € [0,27), auf:

2 27 2 272 272 27 27 2

Aufgaben zum Abgeben

21.3 Gegeben ist die Drehstreckung f = e; o dz. Bestimmen Sie die Dreh-
streckungen fo f, fo fo f fofofofofl Gegeben ist die Drehstreckung
e1 o dg. Bestimmen Sie die Menge L aller Drehstreckungen g, welche die
Eigenschaft go go go go g = e; ody erfiillen!

Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung 2° = 1 in C. Was ist die
Losungsmenge der Gleichung z° =1 in R bzw. N ?

21.4 Sei M eine Menge. Wir betrachten die Menge G aller Abbildungen
f+M — M mit Dy = M und die zweistellige Operation Komposition o auf
dieser Menge. Beweisen Sie, dass o auf G assoziativ ist! Wir fithren folgende
Notation ein: fiir g € G sei g; = g, g2 = go g und allgemein g, = gogo---og
(n-mal) fiir n € N. Begriinden Sie folgende Rechenregeln: fiir n,m € N
gelten

90 Gm = Gntms  (Gn)m = Gnom -

Wir definieren weiter noch gy als die identische Abbildung i : M — M, fir
alle ¢ € G. Beweisen Sie, dass die oberen Rechenregeln auch fiir n,m €

N U {0} gelten!
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Diskutieren Sie, inwiefern es Sinn macht, die Potenznotation fiir Matrizen
einzufiihren!

Hausaufgaben

21.5 Schreiben Sie folgende komplexe Zahlen in Exponentialform auf:

V3 V3 1 V3. 1 V3.1 V3,
2 T3t o '

L 1
2" 23T g Ty T Ty !

21.6 Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung 2* = 1 in C und ver-
anschaulichen Sie diese Menge in der Gaufy’schen Zahlenebene!

Aufgaben zum weiteren Uben

21.7 Bestimmen Sie folgende komplexe Zahlen

4 — 31
44 3

2 —3i\? 92— 14i 1
14+

— (3 4+ 24)?, (

21.8 Bestimmen Sie jeweils die Losungsmenge folgender Gleichungen:

1-92  3—6i
= Br—Giz+ T4+ 4iz—=14+10i .
341 1+2

21.9 Gegeben sind die komplexen Zahlen z; = 2(cos30° + isin30°), zo =
6(cos 150° + i sin 150°) und 23 = 5(cos 270° + isin 270°). Man berechne:

1
z1-20-23, —, 21:(2-23), 20:25.
<1
21.10 Bestimmen Sie die Losungsmengen der Gleichungen z* = —1 bzw.
2* = —i mit z € C und veranschaulichen Sie diese Mengen in der Gauf3’schen

Zahlenebene!
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Aufgabenblatt 22: Eigenvektoren I

22.1 Zeigen Sie, dass die Abbildung f : R? — R3,

T 2 -1 -1 T T
f Y =10 -1 0 )-|y], y| e R3
z 0 2 1 z z

den Vektor p = (1,0,0) auf sein Zweifaches, den Vektor ¢ = (1,0,1) auf
sein Einfaches und den Vektor r = (0,1, —1) auf sein —1-faches abbildet!
Begriinden Sie, dass B = {p, ¢, r} eine Basis des Vektorraumes R? iiber R
bildet! Geben Sie die Abbildungsmatrix D der Abbildung f beziiglich dieser
Basis an!

Betrachten wir die identische Abbildung i : R®* — R3, i(u) = u fir
u € R3. Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix C; der Abbildung i beziiglich
der Standardbasis {ey,es,e3} (im Definitionsbereich) und der Basis B (im
Wertebereich), sowie die die Abbildungsmatrix Cy der Abbildung i beziiglich
der Basis B (im Definitionsbereich) und der Standardbasis {ej,eq,e3} (im
Wertebereich)! Berechnen Sie A = Cy - D - C;! Welche Beziehung besteht
zwischen C] und Cy 7 Was reprasentiert die Matrix A fiir die Abbildung f?

22.2 Untersuchen Sie, ob es Vektoren, verschieden vom Nullvektor, gibt,

welche durch die Abbildung f ((m)) = (1 5) . <x> , (m) € R? auf ihr
Y 2 4 Y Y

Zweifachen (—1-faches, 0-faches, 6-faches) abgebilden werden und geben Sie
diese an!

Aufgaben zum Abgeben

22.3 Berechnen Sie alle Werte A € R, fiir welche das lineare Gleichungssystem

2 +V2y = Az
V2r+y =)y

mindestens eine, von (0,0) verschiedene Losung (x,y) € R? besitzt! Bes-
timmen Sie eine Basis {v1, v} des Vektorraumes R? iiber R so, dass die

Abbildung f ((‘;)) - (\% \f) : (2") (5;) € R? den Vektor v; auf

sein Vielfaches, und den Vektor v, auch auf sein Vielfaches abbildet! Geben
Sie die Abbildungsmatrix der Abbildung f beziiglich dieser Basis an!

43



22.4 Seien aj,as,b € R? gegeben. Bestimmen Sie alle Werte A € R, fiir
welche das lineare Gleichungssystem

a1x + by = \x
azy = Ay
mindestens eine, von (0,0) verschiedene Losung (x,y) € R? besitzt! Wann

gibt es eine und wann zwei solche A 7 Schlussfolgern Sie, dass in dem ersten
Fall keine Basis {vy, vo} des Vektorraumes R? tiber R existiert, fiir welche die

Abbildung f ((x)) = (a1 b) . (x) , (x) € R? den Vektor v; auf sein
Y U Yy Yy

Vielfaches und den Vektor vy auch auf sein Vielfaches abbildet!

Hausaufgaben

- . z\) _ (2 1 x x 9
22.5 Es sei die Abbildung f ((y)) = (0 _1) . (y) , (y) € R* gegeben.

Entscheiden Sie, ob eine Basis des Vektorraumes R? iiber R existiert, so dass
f jeden Basisvektor auf sein Vielfaches abbildet! Geben Sie gegebenfalls diese
Basis an, und veranschaulichen Sie im Kartesischen Koordinatensystem die
Basisvektoren sowie ihre Bilder unter der Abbildung f!

22.6 Beweisen Sie, dass fiir jede Abbildung f der Form f ((z)) = (a1 b ) .

b a9

<Zj) , (?j) € R? , wobei a;,as,b € R gegeben sind, eine Basis des Vektor-

raumes R? iiber R existiert, so dass f jeden Basisvektor auf sein Vielfaches
abbildet!

Aufgaben zum weiteren Uben

x
22.7 Zeigen Sie, dass bei der Abbildung f : R® — R3, f Y =
z
3 5 3 x T
—4 =9 —6|-{y], |y]| € R3der Vektor p = (1,—2,3) auf sein 2-
6 15 10 z z

faches, die Vektoren ¢ = (3, —6,8) und r = (1, —1,1) jeweils auf ihr 1-faches
abgebildet werden! Begriinden Sie, dass B = {p, q,r} eine Basis des Vektor-
raumes R? iiber R bildet! Geben Sie die Abbildungsmatrix D der Abbildung
f beziiglich dieser Basis an!

Gibt es andere Vektoren, welche auf ihr 2-faches abgebildet werden?
Wenn ja, geben Sie die Menge aller solcher Vektoren an! Welche algebraische
Struktur besitzt diese Menge?
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Aufgabenblatt 23: Eigenvektoren II

23.1 Bestimmen Sie alle reellen Eigenwerte der Matrix A, zu jedem Eigenwert
den zugehorigen Eigenraum und geben Sie zu jedem Eigenraum eine Basis
dieses Vektorraumes iiber R an! Geben Sie eine Basis des Vektorraumes R?
an, welche nur aus Eigenvektoren der Matrix A besteht!

Geben Sie die Darstellung des Vektors ug (als Linearkombination der
Basisvektoren) in dieser Basis an!

Bestimmen Sie eine invertierbare Matrix C' und eine Diagonalmatrix D
so, dass A die Darstellung A = CDC~! hat!

A (05 04 /100
“\-0,2 1,1/ "7 \300

23.2 Bestimmen Sie alle reellen Eigenwerte der Matrix A, zu jedem Eigenwert
den zugehorigen Eigenraum und geben Sie zu jedem Eigenraum eine Basis
dieses Vektorraumes iiber R an! Geben Sie eine Basis des Vektorraumes R3
an, welche nur aus Eigenvektoren der Matrix A besteht!

3 5 3
A=1-4 -9 —6
6 15 10

Aufgaben zum Abgeben

23.3 Seien ag, ay, as, . . ., a, € R gegeben und mit f(r) = a,z" +- - +asx?® +
a1z + ag, * € R, eine Abbildung f : R — R definiert. Begriinden Sie,
dass unter den Voraussetzungen, dass ag,...,a, € Z, dass p € Z, ¢ € N
teilerfremd sind und dass die rationale Zahl £ die Gleichheit f(£) = 0 erfiillt,
a, teilbar durch ¢ und aq teilbar durch p ist.

23.4 Bestimmen Sie, mit Hilfe der Aufgabe 23.3, jeweils moglichst viele
Losungen der folgenden Gleichungen in Z (bzw. in Q, R, C):

23— 922+ 150 —7=0, 22°—2?—8r+4=0, 2+422+52+2=0.

Hausaufgaben

23.5 Bearbeiten Sie die Aufgabe 23.1 fiir

0 1,6 15
fry ’ = '
A (0,3 0,8)’ o (10) '
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23.6 Bestimmen Sie jeweils moglichst viele Losungen der Gleichungen in 7Z,
Q, R bzw. C:

2 — 42’ 2 +6=0, 2°—42*+32+8=0, 22— —42+2=0.

Aufgaben zum weiteren Uben

23.7 Bestimmen Sie das Spekrum der Drehmatrix D,! Begriinden Sie, dass
keine Basis des R? existiert, welche nur aus Eigenvektoren von D, besteht!

23.8 Bestimmen Sie das Spekrum der Spiegelmatrix Sgz! Gibt es eine Basis
des Vektorraumes R?, welche nur aus Eigenvektoren der Matrix Ss besteht?
Wenn ja, veranschaulichen Sie diese Basis im Fuklidischen Koordinatensys-
tem fiir § = 30°, und auch die Bilder der Basisvektoren bei der Spiegelung
sg fur g = 30°!

23.9 Bestimmen Sie die reellen Eigenwerte, die zugehorigen Eigenraume,
jeweils eine Basis dieser Eigenraume, sowie, falls moglich, eine Basis bzw.
eine Orthonormalbasis des Vektorraumes R?, welche nur aus Eigenvektoren
besteht, fiir die Matrizen

2 -1 2 2 3
-1 2 =2, |1 4
2 -2 5 3 6

3 -1 2 -3
3], 0 1 -1
11 1 -1 2

Geben Sie jeweils das komplexe Spektrum der Matrix an!
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Aufgabenblatt 24: Lineare
Differenzengleichungssysteme

24.1 Schreiben Sie folgendes lineares Differenzengleichungssystem in der Form
U1 = A - up mit Hilfe einer Matrix A € Mat(2 x 2;R) fiir den Vektor
ur = (71, yr) € R? (Spaltenvektor) auf:

Ty = 1,44z

. keN,.
U1 = 1,2y 0

Berechnen Sie die Matrizen A%, A'° und geben Sie eine allgemeine Formel
fiir die Berechnung von A*, k € N, an!

24.2 Schreiben Sie folgendes lineares Differenzengleichungssystem in der Form
Ugy1 = A - up mit gegebenen Anfangswert ug auf:

_ V2 V2
Tl = 7$k N Tyk, k? S NO, g = ]_,y() =0.
Y1 = \/Tixk + %iyk

Bestimmen Sie A%, A%, A mit Hilfe von Drehungen der Ebene und veran-
schaulichen Sie fiir £ =0,1,...,10 die Losung (xk, yk) € R? im euklidischen
Koordinatensystem !

Aufgaben zum Abgeben

24.3 Ein Réuber-Beute-Modell von Eulen (O) und Ratten (R, in Tausenden)
in Monatenabsténden (k) sei mit dem Differenzengleichungssystem

Ops1 = 0.50; + 0.4Ry,

Rk+1 = —OQOk + 11Rk7 k < NO ’

gegeben. Schreiben Sie das System in der Form wug,1 = A - uj, mit Hilfe einer
Matrix A fiir den Vektor uy = (O, Rx) (Spaltenvektor) auf!

Finden Sie eine Formel fiir die Anzahl der Eulen und Ratten nach &
Monaten, wenn die Anzahl von Eulen Oy = 100 und die Anzahl von Ratten
in Tausenden Ry = 300 am Anfang der Beobachtung (k = 0) gegeben ist!

0,8 0,5
0,1 1
lineare Differenzengleichungssystem fiir die Unbekannte (zy, yx) mit gegebenem
Anfangswert (1,1) fiir £ = 0 auf!

24.4 Gegeben ist die Matrix A = ( . Schreiben Sie das zugehorige
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Priifen Sie nach, dass die Zahlen A\; = 0,9 + 0,27 und \s = 0,9 — 0,21
Eigenwerte der Matrix A sind und dass die Spaltenvektoren v; = (1 — 2i, 1),
v = (1+214,1) € C? zugehorige Eigenvektoren sind!

7 7

1—24 1—1—2@) c

i1 i
Priifen Sie nach, dass | 4, % %) die Inverse der Matrix C' =
i 14 1 1
. .. 0,9+4+0,2: 0
. _ -1 _ ) )
Mat(2 x 2;C) ist und dass A = CDC! fir D = ( 0 0.9 0722.)

gilt!
Geben Sie die komplexen Zahlen A; und Ay in Exponentialform an!

Hausaufgaben

24.5 Ein Zwei-Phasen-Populationsmodell fiir Jungtiere Ji (bis 1 Jahr) und
erwachsene Tiere Ey (ab dem ersten Jahr) in Jahresabstanden k sei mit dem
Differenzengleichungssystem

Jisr = 1,65,
Ek-i-l = 07 3Jk5 + 07 8Ek7

k € No, gegeben. (Jedes erwachsene Tier bringt im Durchschnitt 1,6 Tiere
pro Jahr auf die Welt. Jedes Jahr tiberleben 30% der Jungtiere und wer-
den erwachsene Tiere, und 80% der erwachsenen Tiere iiberleben im Durch-
schnitt.)

Schreiben Sie das System in der Form wug,; = A - u, mit Hilfe einer
Matrix A fiir den Vektor uy = (Ji, Ex) (Spaltenvektor) auf! Finden Sie
eine Formel fiir die Anzahl der Tiere nach k£ Monaten, wenn die Anzahl
der Jungtiere Jy = 10 und die Anzahl der erwachsenen Tiere Fy = 15 am
Anfang der Beobachtung (k = 0) gegeben ist! Fassen Sie die Anzahl der zwei
Populationen und das Verhéltnis é—’; in den ersten 8 Jahren in einer Tabelle
zusammen!

1,25 —0,75
—-0,75 1,25
zugehorige lineare Differenzengleichungssystem fiir die Unbekannte (xy, yx)
mit gegeben Anfangswert (2,0) fiir £ = 0 auf!

Priifen Sie nach, dass die Zahlen \; = 2 und A\, = 0,5 Eigenwerte der
Matrix A sind und dass die Spaltenvektoren v; = (1,—1),v, = (1,1) € R?
zugehorige Eigenvektoren sind! Schreiben Sie den Vektor (2,0) als Linear-
kombination der Vektoren vy, vy auf und geben Sie eine Formel fiir die Losung
des linearen Differenzengleichungssystems an!

24.6 Gegeben ist die Matrix A = ( Schreiben Sie das
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Aufgabenblatt 25: Linear versus nicht-linear

25.1 Geben Sie jeweils die Losungsmenge folgender Gleichungen an und
entscheiden Sie, ob diese Menge eine Gerade in der Ebene ist oder nicht:

2v4+3y =4 4o — Ty =3 T —2xy = -2

25.2 Gegeben ist die Verschiebung v : R — R, v(z) = v + 3, v € R.
Skizzieren Sie den Graph der Funktion f: R — R, f(x) = cos(x) fir z € R,

sowie von v o f und f ow.

Aufgaben zum Abgeben

25.3 Entscheiden Sie, wieviele Nullstellen in R folgende Polynome in Abhangigkeit
von y € R gegeben, haben, und geben Sie jeweils diese Nullstellen an:

pl)=2"+y* pla)=2"—y*—1, pla)=—-2"+ay+y*+1.

25.4 Begriinden Sie, ob folgende Abbildungen von dem Vektorraum R? iiber
R in den Vektorraum R iiber R linear sind oder nicht:

fl(xvy):x—i_\/iyv f2(x7y):xy7 f3<x7y) :1:27 f4<xvy>: 7(1:73/) GRQ'

<R

Veranschaulichen Sie das Urbild der Menge {4} fiir jede Abbildung im Eu-
klidischen Koordinatensystem und entscheiden Sie, ob dieses Urbild eine Ge-
rade in der Ebene ist oder nicht!

Hausaufgaben

25.5 Gegeben ist die Skalierung s : R — R, s(z) = 3z, z € R. Skizzieren Sie
den Graph der Funktion f: R — R, f(z) = 22 +1 fir x € R, sowie von so f
und f o s.

25.6 Begriinden Sie, ob folgende Abbildungen von dem Vektorraum R iiber
R in den Vektorraum R iiber R linear sind oder nicht:

flx)y=2>—62+9, glx)=|z|, hz)=2+1.

Aufgaben zum weiteren Uben

25.7 Gegeben seien die Abbildungen fi(x,y) = (%x, 3y), fo(x,y) = (x+vy,y)
und die Mengen M; = {(x,y) € R* : |z| < 1 AJy| < 1}, My = {(z,y) €
R?: 2% + y* = 1}. Skizzieren Sie die Mengen M; und M, und geben Sie die
Mengen fi(M), fi(Mz), fo(Mi), f2(M2) an!
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Aufgabenblatt 26: Wiederholung:
Relationen und Gruppen

26.1 Beweisen Sie, dass Ahnlichkeit eine Aquivalenzrelation auf der Menge
Mat(n x n;R) ist!

26.2 Sei R? als Vektorraum iiber R und ausgestattet mit dem Euklidischen
Skalarprodukt angesehen. Wir betrachten die Mengen

GL(R?*) = {f: f:R? linear, bijektiv},
SL(R?) = {f: f:R? linear, bijektiv, flicheninhaltstreu}

mit Komposition o. Beweisen Sie, dass beide Mengen mit o jeweils eine
nicht-kommutative Gruppe bilden! Diese Gruppen heiflen allgemeine bzw.
spezielle lineare Gruppe.

Die lineare Abbildungen sollen mit Hilfe von Abbildungsmatrizen beziiglich
der Standardbasis angegeben werden. Beschreiben Sie jeweils die entsprechende
Menge von Matrizen!

Aufgaben zum Abgeben

26.3 Mit R? als Menge von Spaltenvektoren angesehen, betrachten wir die
Mengen

GA(R?) ={f: f:R* = R? 34 € Mat(2 x 2;R) mit det A # 0,
Jb € R* Vo € R? f(x) = Az + b},

SA(R?) ={f: f:R* = R? 34 € Mat(2 x 2;R) mit det A =1,
dbeR* Vo €R? f(z) = Az + b}

Beweisen Sie, dass beide Mengen mit Matrixmultiplikation - jeweils eine
nicht-kommutative Gruppe bilden! Diese Gruppen heiflen allgemeine bzw.
spezielle affine Gruppe.

26.4 Wir definieren die Relation ~ auf der Menge SA(R?) folgenderweise:
f ~ g genau dann, wenn eine Verschiebung v, so existiert, dass f = v, 0g
(hier ist vy(z) = x + a fir z € R? definiert, a € R?). Beweisen Sie, dass ~
eine Aquivalenzrelation auf der Menge SA(R?) ist!

Was sind die Aquivalenzklassen? Welchen Bezug hat die Menge aller
Aquivalenzklassen zu SL(R?) ? Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge
GA(R?) ?
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Aufgabenblatt 27: Quadriken

Wir betrachten die Euklidische Ebene (d.h. den Vektorraum R? iiber R
mit euklidischen Skalarprodukt). Eine Teilmenge Q C R? heifit Quadrik,
wenn eine symmetrische Matrix A € Mat(2 x 2;R), ein Vektor b € R?
(Spaltenvektor) und eine Zahl ¢ € R existieren, so dass Q = {z € R? :
2T Az + 0Tz + ¢ = 0}.

27.1 Sei Q = (2,1) € R?. Skizzieren Sie die Menge K = {P € R? :
dist(P,Q) = 5} ! Begriinden Sie, dass K eine Quadrik ist!

27.2 Sei die Funktion f : R — R mit f(z) = 2? fir z € R gegeben. Skizzieren
Sie den Graph von f und begriinden Sie, dass diese Menge eine Quadrik ist!

Aufgaben zum Abgeben

27.3 Begriinden Sie, dass die Menge
Q= {(xy,75) € R*: 2 + 22 — 22, + 625 + 6 = 0}
eine Quadrik ist!
27.4 Begriinden Sie, dass jede Gerade in der Ebene eine Quadrik ist!

Hausaufgaben

27.5 Skizzieren Sie die Menge H = {(z,y) € R* : z-y =5} ! Begriinden Sie,
dass H eine Quadrik ist!

27.6 Begriinden Sie, dass die Menge
Q = {(71,72) € R*: 5] — 2129 + 225 + 871 + 219 + 4 = 0}
eine Quadrik ist!

Aufgaben zum weiteren Uben

27.7 Skizzieren Sie die Mengen in den Aufgaben 27.3 und 27.6 ! Nutzen Sie
dafiir die Diagonalisierung der symmetrischen Matrix A.

27.8 Skizzieren Sie die Menge

Q= {(x1,72) €R?*: 22 + 201wy + 25+ 225 +2 =10} !
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