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1 Sprung von elementarer in die hohere Ma-
thematik

Das intuitive Verstiandnis der Mathematik aus der Schule kann auf dem
hoheren Niveau versagen. Folgende Themen sind Beispiele dazu.

e “Ich weiss dass ich nichts weiss.” (Socrates)

“Pour etre libre, nous devons observer les régles et obéir aux loix.”
(Sartre)

Diese sind filosophische Satze. Wir werden solche nicht diskutieren.

e “Ich liige !”

Es hat kein Sinn dariiber zu diskutieren, ob diese Aussage wahr oder
falsch ist. Wenn sie namlich wahr ware, muss sie falsch sein, und wenn
sie falsch wére, muss sie wahr sein. Solche Satze werden wir vermeiden.

e Man kann nicht intuitiv definieren, was eine “Menge” ist. Eine “Defini-
tion” wie
“Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunter-

schiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu
einem Ganzen. ”

werden wir nicht benutzen, da hier nur der Wort “Zusammenfassung”
durch einen anderen Wort “Menge” ersetzt ist. Ausserdem wére dann
moglich,

“die Gesamtheit aller Mengen, die sich nicht selbst als Element
enthalten”,

als eine Menge M zu definieren. Das wiirde aber zu Wiederspruch
fithren (Russell’sches Paradoxon, 1901 entdeckt). Wenn némlich diese
Menge sich selbs nicht als Element enthélt, dann ist sie Element von
sich, und wenn diese Menge sich selbst als Element enthélt, kann sie
nicht Element von sich sein. Es hat also kein Sinn, von diesen Gesamtheit
als von einer “Menge” in der Mathematik zu reden.

e Das Russelsches Paradox in dem Kontext der Aussagen:

You can define the barber as “one who shaves all those, and those
only, who do not shave themselves.” The question is, does the barber
shave himself 7 (Bertrand Russell)



e Zenon 500 v.C. hat den Paradox von Achilles und der Schildkréte for-
muliert. Dies ist nun so lange ein Paradox, wenn man mit unendlich
vielen Zahlen nicht rechnen kann. Ansonst kann man eine Erklarung
in Analysis, mithilfe unendlichen Reihen, geben.

e Das intuitive Verstdandnis von “unendlich” kann zum unakzeptierbaren
Rechnen fithren. Es gibt genauso viele ganze Zahlen wie natiirliche
Zahlen, obwohl man begriinden kénnte, dass es “bis auf eine, zweimal so
viele ganze Zahlen wie natiirliche Zahlen gibt.” Es sollte also “unendlich
ist gleich zweimal unendlich plus eins” gelten, und folglich “unendlich
ist gleich minus eins”. Dies ist offensichtlich ein Unsinn.

e In der Sprache benutzen wir manche Worte uneindeutig. Zum Beispiel
ist “ein” manchmal Zahlwort, manchmal unbestimmter Artikel. In der
Sprache wird es von dem Kontext klar, in Mathematik wollen wir es
festlegen. Auch die Bedeutung von “oder” kann je nach Kontext ver-
schieden sein. Deswegen werden wir die Bedeutung von z.B. “und, oder,
nein” auch definieren.

Das intuitive Verstdndnis der Zahlen und die Fahigkeit mit diesen zu
rechnen wird fiir diese Vorlesung reichen. Die vorkommenden “Aussagen” und
“Mengen” fithren nicht zu Widerspriichen. Wir werden die deutsche Sprache
anwenden und uns in grammatischen Sétzen ausdriicken. Ausserdem werden
wir Abkiirzungen, Notationen und Symbolen benutzen, um unsere Aussagen
kiirzer aufschreiben zu konnen. Als “Beweis” werden wir eine Folge logischer
Folgerungen, die von wahr geglaubten (oder: wahr festgelegten) Aussagen
eine neue wahre Aussage produzieren, nennen. Eine logische Folgerung ist
solche, mit welchen alle einverstanden sind.

2 Logik

Eine Aussage ist ein Satz einer menschlichen oder kiinstlichen Sprache, dem
genau einer der beiden Wahrheitswerte “wahr” (w, 1) oder “falsch” (f, 0)
zugeordnet werden kann.

Beispiele.

e In der 1. Vorlesung GLAAG an der TU Dresden am 13. Oktober 2015
sind mehr als 80 Teilnehmer anwesend.

e 120 ist nicht teilber durch 3.

e Wir konnen die erste Aussage als ¢ abkiirzen, die zweite als r.



Definition Wenn p eine Aussage ist, dann bezeichnen wir durch —p eine
neue Aussage, die folgenderweise definiert ist: wenn p wahr ist, dannn sei —p
falsch, und wenn p falsch ist, dann sei —p wahr. Diese neue Aussage —p heifét
Negation der Aussage p, lese nicht p

Die obere Definition kann man in einer Tabelle zusammenfassen.

. p» | » |
wahr || falsch
falsch || wahr

Beispiele.
[ —|q
e —r

e Die Aussage —(5 = 2) wird durch 5 # 2 gekiirzt.

Definition Wenn p und ¢ Aussagen sind, dann kénnen wir folgende neue
Aussagen definieren:

durch p A ¢ sei die Aussage bezeichnet, die nur dann “wahr” ist, wenn
beide Aussagen p, q gleichzeitig “wahr” sind, und in den restlichen Fallen
(d.h. wenn entweder beide “falsch”; oder eine “falsch” und die andere “wahr”
ist) ist sie “falsch”; diese Aussage heifst Konjunktion der Aussagen p und
¢, den Symbol p A ¢ lese p und q.

durch p V ¢ sei die Aussage bezeichnet, nur dann “wahr” ist, wenn min-
destens eine der beide Aussagen p, ¢ “wahr” ist, und in den restlichen Fall
(d.h. wenn beide “falsch” sind), ist sie “falsch”; diese Aussage heift Disjunk-
tion der Aussagen p und ¢, den Symbol p V ¢ lese p oder g.

Die obere Definitionen kann man in Tabellen zusammenfassen.

pla|prglpVa]|pVe]

w | w w W f
w | f f W W
flw f W W
f |1 f f f

Beobachtungen:

e Wir konnen leicht iiberpriifen, dass die Aussagen p A ¢ und g A p stets
die gleiche Wahrheitswerte haben, das bedeutet, dass bei Konjuktion
von zwei Aussagen kommt an die Reihenfolge nicht an. Wir sagen, dass
A kommutativ ist. V ist auch kommutativ.



e Wenn p, ¢ und r Aussagen abkiirzen, dann ist p/Aq wieder eine Aussage,
und man kann die Konjunktion der pAg und r bilden. Diese bezeichnen
wir durch (p A ¢) Ar. Man kann leicht iiberpriifen, dass die Aussagen
(pAg)Arund pA (g Ar) stets die gleiche Wahrheitswerte haben. Wir
sagen, dass A assoziativ ist. V ist auch assoziativ. Klammer setzen
ist deswegen nicht notig.

e Man kann leicht iiberpriifen, dass die Aussagen (p Aq)Vr und pA (qV
r) nicht stets die gleiche Wahrheitswerte haben. Klammer setzen ist
deshalb wichtig !

Definition Wenn p und ¢ Aussagen sind, dann kénnen wir folgende neue
Aussagen definieren:

Implikation, p = ¢, lese p impliziert ¢,

Aquivalenz, p < ¢, lese p ist Aquivalent zu ¢, zusammengefasst in der
folgenden Tabelle.

(plalr=alpeq]
W W w w
w | f f f
f|lw W f
f|f W W

Satz (Rechenregeln fiir Aussagen) Seien p, q,r Aussagen. Dann haben
folgende Aussagen stets den Wahrheitswert “wahr”:

i) pAg & qADp,
pVq < qVp (A Vsind kommutativ);

i) (pAg)Ar & pA(gAT),

pVq)Vr & pV(gVr), (A, Vsind assoziativ);

) )
(pVa) )
i) (pAg)Vr & (pVr)A(gVr),
(pVq@)Ar < (pAr)V(gAr), (Distributivitit zwischen A, V);
iv) =(pVq) & (—p)A(=9),
-(pAq) & (—p)V(—q), (De Morgan’sche Regeln);

v) (p = q) < (—q¢= —p) (Beweis einer Implikation durch den Prinzip
Widerspruch).



Beweis von ii) mithilfe Wahrheitswerttabelle

Definition Wenn eine Aussage p stets den Wahrheitswert “wahr” hat, nen-
nen wir sie Tautologie, und wenn sie stets den Wahrheitswert “falsch” hat,
nennen wir sie Wiederspruch.

Beispiele

e Wir konnen leicht iiberpriifen, dass die Aussage pV (—p) eine Tautologie
ist, und die Aussage p A (—p) ein Wiederspruch ist.

e “5 = 2”7 ist ein Wiederspruch, (p A ¢) Ar < p A (g Ar) ist eine
Tautologie.

Denke an eine natiirliche Zahl, nennen wir diese n. “n ist gerade” ist
keine Aussage, solange man nicht prézisier, was n ist. Diese Ausdruck heifst
(einstelliges) Pradikat, n heift ihre (einzige) Variable, und wenn man n
fixiert, wird es eine Aussage. Beziechnen wir diese Aussage durch p(n). Wenn
man n nicht fixiert, wird “ jede natiirliche Zahl n ist gerade ” eine Aussage
(die tibrigens falsch ist), und auch “ es gibt mindestens eine natiirliche Zahl
n die gerade ist” auch eine Aussage (die tibrigens wahr ist). Wir werden fiir
solche Aussagen Abkiirzungen einfiihren.

Definition Sei p(x) ein Prédikat mit Variable x aus einem gegebenen Be-
reich. Die Aussage “ Fiir alle x aus dem Bereich ist p(x) wahr” wird durch

Va : p(x)

abgekiirzt, und die Aussage “Es gibt mindestens ein x aus dem Bereich fiir
welche p(z) wahr ist” wird durch

Jdz : p(z)

abgekiirzt. Die Aussage “Es gibt genau ein x aus dem Bereich fiir welche
p(z) wahr ist” wird durch
Alx : p(x)

abgekiirzt. Das Symbol V heifst Allquantor, und 3 heifst Existenzquantor.
Beispiele.

e Sei p(z) der Priadikat 2z* = 5 mit Variable x aus dem Bereich der
reellen Zahlen, die Aussage

dz : p(z)

ist wahr, und bedeutet, dass die Gleichung 222 = 5 mindestens eine
Losung in dem Bereich von reellen Zahlen hat.



e Der gleiche Pradikat mit Variable aus dem Bereich der natiirlichen
Zahlen, dann ist die Aussage Jx : p(x) falsch.

e Der gleiche Pradikat mit Variable im Bereich der reellen Zahlen, dann
ist die Aussage Vx : p(x) falsch. 3!z : p(x) ist auch falsch.

Wenn p(z,y) ein zweistelliges Préadikat ist (d.h. hat zwei Variablen z,v),
dann ist Va : p(z,y) ein einstelliges Pradikat mit Variable y, aus dem man
wieder eine Aussage mithilfe V konstruiren kann. Wir schreiben diese als

Vy(Va : p(x,y))

auf. Man kann sich dariiber tiberzeugen, dass die Aussage

Vy(Va @ p(z,y)) < Va(Vy : p(z,y))

stets wahr ist. Deswegen kann man in diesem Fall auf Klammersetzen und
auf die Reihenfolge verzichten. Dagegen haben die Aussagen

Jy(Vr : p(z,y)) und Vy(Jz : p(,y))

nicht stets den gleichen Wahrheitswert (untersuche z.B. den Fall wenn p(x)
der Pradikat x + 3y = 2 ist mit Variablen x, y aus dem Bereich der rationalen
Zahlen). Es ist iiblich, auf den Klammersetzen zu verzichten. Aber die
Reihenfolge ist entscheidend !

Satz (Rechenregeln fiir Pradikate) Wenn p(z) ein Priadikat mit Variable
x ist, dann sind folgende Aussagen stets wahr:

-(Vz : p(x)) & Jx: —p(z)

—(Jz : p(x)) & Vr:-p(z)

Beweis: logisch.
Beispiele.

e bestimme —(Yy(Va : p(x,y)))
e bestimme —(3y(Va : p(z,y)))

e bestimme —(3lz : p(x))



3 Mengen

In diesem Kapitel werden wir mit zwei Objekten arbeiten: Mengen und
Elementen, wobei eine Menge auch Element sein kann, und ein Element auch
Menge sein kann. Die Menge ist die Gesamtheit seiner Elemente, und wenn
ein Element x in einer Menge M erhalten ist, schreiben wir x € M, lese x ist
Element der Menge M. Wenn eine Menge durch auflisten ihrer Elemente
gegeben ist, schreiben wir die Elemente in einem ge.. Klammer, z.B. {2, 3}
ist die Menge, die aus den zwei Zahlen 2 und 3 als Elementen besteht. Auf
die Reihenfolge kommt es nicht an, also {3, 2} wire die gleiche Menge. Wenn
wir diese Menge als M bezeichnen, kénnen wir schreiben 2 € M, 3 € M und
M ={2,3}.

Definition Seien M;, M; Mengen. Wir sagen, dass die Menge M; Teil-
menge der Menge M, ist , wenn jedes Element der Menge M; auch Ele-
ment der Menge M, ist. Anders gesagt, wenn folgende Aussage wahr ist:

Vo € Ml X e M2 s
, oder wenn folgende Aussage stets wahr ist:
rEM =x €M, .

Abkiirzung: M, C M.

Beispiele

e Die Gesamtheit aller natiirlichen Zahlen ist eine Menge, wir bezeichnen
diese als N. Man kann dies als N = {1,2,3, ...} schreiben.

e Bezeichne Ny die Gesamtheit der geraden natiirlichen Zahlen, N; die
Gesamtheit der ungeraden natiirlichen Zahlen. Dann sind Ny, N; Men-
gen. Die Gesamtheit von der zwei Mengen N;, N, als Elementen ist
wieder eine Menge, nennen wir diese M. Also ist M = {Ny, No},
Ny € M, Ny € M, 4 € Ny, 3 € Ny, 3 ¢& Ny (das ist Abkiirzung fiir
~(3€ Ny)), {1} C M, {N.} C M, {2} ¢ M, M C M.

e Wir bezeichnen durch {} die Gesamtheit, die kein Element enthélt;
diese ist eine Menge, sie heifst leere Menge, und eine andere Bezeich-
nung fiir sie ist (). Es gilt: 2 € (), ) € M, wobei M beliebige Menge
ist.

e Sei M eine Menge. Die Gesamstheit aller Teilmengen der M ist wieder
eine Menge, und heifst Potenzmenge der Menge M, bezeichnet

durch P(M).
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e Wenn M eine Menge ist, und p(z) ein Priadikat mit Variable x aus dem
Bereich M, dann ist die Gesamtheit diejeniger x aus M, fiir welche die
Aussage p(x) wahr ist, wieder eine Menge. Wir geben diese Menge als

{z € M :p(x)}

an. Zum Beispiel wird Ny = {z € N : x ist eine ungerade Zahl } wegen
diesen und der ersten Punkt eine Menge sein.

Definition Seien A, B Mengen. Dann ist die Gesamtheit aller Elementen,
die entweder in der Menge A oder in der Menge B enthalten sind, wieder
eine Menge und heifst Vereinigung der Mengen A und B, wir bezeichnen
diese durch AU B. Mit Symbolen ausgedriickt:

r€AUB & ((r€A)V(reB)).

Die Gesamtheit aller Elementen, die in A und gleichzeitig in B enthalten
sind, ist wieder eine Menge, und heiftt Durchschnitt der Mengen A und
B, bezeichnet AN B. Mit Symbolen ausgedriickt:

reANB & ((r€eA)AN(zreB)).

Die Gesamtheit aller Elementen, die in A enthalten sind und gleichzeitig
nicht in B enthalten sind, ist wieder eine Menge, und heifst Differenz der
Mengen A und B, bezeichnet A\ B. Mit Symbolen ausgedriickt:

r€A\B & ((zre AN (x¢gB)).
Besipiele

Eine Menge kann zweierlei gegeben sein, z.B. {2,3} = {3,2}. Wenn
wir nicht sofort wissen, dass durch M; und M, die gleiche Menge gegeben
ist, schreiben wir die Aussage M; = M, auf und werden beweisen miissen,
dass diese Aussage wahr ist. Dabei ist Gleichheit der Mengen A, B
folgenderweise definiert:

A=B< (ACB)AN(BCA).
Satz (Rechenregeln fiir Mengen) Seien A, B,C' Mengen. Dann sind

folgende Aussagen wahr:

11



i) AUB=BUA,
ANB=BNA (U, Nsind kommutativ);
i) (AN)NC=AnNn(BNC),
(AUB)UC =AU (BUC(C), (N, Usind assoziativ);
i) (ANB)UC =(AUC)N(BUC),
(AuB)NC = (AnC)u(BNC(C), (Distributivitit zwischen N, U);

)

iv) C\(AUB)=(C\A)N(C\B),
C\(ANnB)=(C\A)U(C\ B), (De Morgan’sche Regeln);

v) (ACB) & (¢ ¢ B=x ¢ A) (Beweis einer Teilmengenrelation durch
den Prinzip Widerspruch).

Beweis von ii)
Definition Zwei Mengen M und N heifien disjunkt, wenn M N N = ().

Definition , M x N: Die Gesamtheit aller Paare, deren erstes Glied
Element der M und zweites Glied Element der NN ist, ist eine Menge, heifst
Kartesisches Produkt der Mengen M, N und ist bezeichnet durch M x
N. Wenn wir den Paar mit ersten Glied a und zweiten Glied b durch (a,b)
bezeichnen (die Reihenfolge ist entscheidend !), dann kénnen wir diese mit
Symbolen aufschreiben:

MxN={(z,y):x e MANye N} .

Beispiele.

Veranschaulichung der Operationen U, N, \ und Rechenregeln mit Venn-
Diagrammen, Veranschaulichung der Operation x mit kartesichen Ko-
ordinatensystemen.

Beachte die formale Ahnlichkeit:
fiir Aussagen p,q,V, A, 0, =, < und
fiir Mengen M, N,U,N,\, C, =.

12



4  Zahlen

4.1 Natiturliche Zahlen

Wir wollen die Gesantheit von 1,2,3, usw. beschreiben. Die natiirliche
Zahlen ist die Menge, welche mit folgenden Eigenschaften gegeben ist:

e 1 ist Element dieser Menge,

e jedes Element n dieser Menge hat den Nachfolger n 4+ 1 welcher auch
Element dieser Menge ist,

e 1 ist kein Nachfolger,

e jedes Element dieser Menge, der vercshieden von 1 ist, ist Nachfolger
von genau einem Elementen dieser Menge.

Die Menge der natiirlichen zahlen wird durch N bezeichnet. Wir konnen
addieren (+), multiplizieren (-) und vergleichen (=, <). Fiir z,y € N sind
x+y und z-y natiirliche Zahlen, x < y und x = y sind Aussagen die entweder
“wahr” oder “falsch” sind.

Wir kénnen subtrahieren, aber nur so weit, dass es eigentlich Addition
ist: wenn x < y, finde z mit x + 2z = y, diese z nennen wir y —z. Wir kdnnen
dividieren, aber nur wenn es eigentlich Multiplikation ist: fiir z,y, wenn es z
gibt, so dass z - z = y, dann diese z nennen wir y : z und sagen, dass y durch
x teilbar ist.

Rechenregeln fiir Addition: kommutativ, assoziativ, 0 ist neutral;

Rechenregeln fiir Multiplikation: kommutativ, assoziativ, 1 ist neutral,

0-z=0

Rechenregeln zwischen Addition und Multiplikation: Distributivitét;
Rechenregeln fiir Vergleichen:

o (z<yNy<z)=x<z (Transitivitit);
o (0 <1;

e fiir z,y es gilt genau eine von der folgenden Aussagen: © =y z <
y y<uwx.

Bezeichne x < y, wenn entweder z = y oder x < y ist.
Rechenregeln zwischen Vergleichen und Addition:

(a<bAhc<d) = at+c<b+d, (a=bANc=d) = a+c=b+d

13



Rechenregeln zwischen Vergleichen und Multiplikation:

0<a<bANO0<c<d) = a-c<b-d, (a=bAc=d) = a-c=b-d

4.2 Ganze Zahlen

Ergédnze Ny mit Symbolen: fiir n € N sei x so dass n + x = 0, bezeichne
diese = durch —n, sie ist Inverse zu n beziiglich Addition und Neutrale
0. Die Menge wird durch Z bezeichnet. Wir kénnen dann sofort addieren,
multiplizieren; zum Vergleichen ordnen wir sie: ... < -2 < -1 <0< 1<
2 < ... Rechenregeln von oben werden erhalten, —n = (—1) - n.

4.3 Rationale Zahlen

Ergédnze Z mit Symbolen: wenn k # 0, dann sei x so dass k -z = 1,
bezeichne diese x durch %, sie heifst Inverse zu k beziiglich Multiplikation
und Neutrales 1. Um Multiplizieren zu kénnen, muss man dann auch weit-
ere Symbole einfiihren: %’ =p- %. Die Menge wird durch Q bezeichnet.
Q= {§ :p € Z,q € N}, wobei % und ’;—z bezeichnen derselben Elemenet
der Menge Q genau dann, wenn p; - g = p2 - ¢1 (Gleichheit von zwei ganzen
Zahlen).

Rechenregeln: Addition von Briichen, Vergleichen von Briichen, und die
Rechenregeln von oben sind erhalten.

Die rationale Zahlen kann man an einem Zahlenstrahl veranschaulichen
(Anfangspunkt 0, Einheit 1 und Richtung < miissen gegeben sein), und als
“Léngen” mithilfe Lineal und Zirkel und gegebene Einheitslange konstruiren.

Satz Es gibt keine rationale Zahl x € Q mit der Eigenschaft x - x = 2.

Beweis mit Widerspruch. Wenn z eine rationale Zahl wére, die z - x = 2
erfiillt, dann konnen wir schreiben =z = p—g mit pg € Z und ¢y € N. Wenn
po und ¢y beide durch 2 teilbar sind, vereinfachen wir den Bruch ’q’—g = ’q’—i
(p1=po:2,q1 = qo:2), es gilt immer noch dass p; € Z, ¢ € N. Wenn p;
und ¢; beide durch 2 teilbar sind, vereinfachen wir weiter. Das tun wir so
lange es moglich ist. Nach einigen Schritten konnen wir unsere Zahl = als §
schreiben, wobei p € Z, ¢ € N sind und mindestens eine von p, ¢ ist nicht
durch 2 teilbar.

Mit Hilfe der Rexchenregeln stellen wir die Aussage = - © = 2 dquivalent
um:

pPp_ 5

q q
pp= 2-q-q

14



Diese letzte Zeile bedeutet Gleichheit von zwei ganzen Zahlen. Da die Zahl
an der rechte Seite offensichtlich durch 2 teilbar ist, muss auch die Zahl an
der linke Seite, also p-p, durch 2 teilbar sein. Dann ist auch p durch 2 teilbar,
weil falls p ungerade wére, wiirde p - p auch ungerade sein, was nicht wahr
ist. Also ist p durch 2 teilbar, damit ist p - p durch 2 - 2 = 4 teilbar, damit
2-q-q durch 4 teilbar, damit ¢ - ¢ durch 4 : 2 = 2 teilbar. Daraus folgt, dass
q durch 2 teilbar ist.

Zusammengefasst, wir haben bekommen dass sowohl p auch ¢ durch 2
teilbar sind. Das ist aber ein Widerspruch. Folglich kann solche Zahl x nicht
existieren. O

4.4 Reelle Zahlen

Wir ergdnzen Q mit Symbolen: z.B., x mit der Eigenschaften z > 0 und
z - x = 2, bezeichne diese z durch v/2. Der obiger Satz sagt, dass /2 keine
rationale Zahl ist. Um rechnen zu kénnen, man muss viel mehr Symbole
hinzufiigen. Die reelle Zahl v/2 kann man konstruiren (mit Lineal, Zirkel,
Einheitsldnge), die reelle Zahl = (“Lénge” einer Halbkreislinie mit Radius 1)
kann man nicht konstruiren. Die Menge wird durch R bezeichnet. Die reelle
Zahlen kann man an einem Zahlenstrahl veranschaulichen (Anfangspunkt 0,
Einheit 1, und Richtung < miissen gegeben sein); zusétzlich zu Q sind es die
“verstopfte Locher®.
Rechenregeln fiir reelle Zahlen: alle Rechenregeln von oben gelten.

Satz Es gibt keine reelle Zahl x € R mit der Eigenschaft z - x = —1.

Beweis mit Widerspruch. Sei x eine reelle Zahl mit der Eigenschaft x-x =
—1. Es gibt drei Félle: 0 <2, 0=z, z < 0.

Wenn z = 0 wére, dann miisste —1 = x - x = 0 sein und damit 0 =
1+ (—1) = 140 = 1 sein, was offensichtlich falsch ist. Also kann nicht z =0
sein.

Wenn 0 < x wére, dann miisste 0 = 0-x < x - = —1 sein, und damit
1=140<1+(—1) =0 sein, was ein Widerspruch ist. Also kann nicht
0 < z sein.

Wenn z < 0 wére, dann miisste 0 = = + (—z) < 0 + (—z) = —=x sein,
damit 1 = —(-1)=(-1)- (-1)=(-1)-z-z=x-(—2) <0-(—z) = 0 sein,
was wieder unmoglich ist.

Also kann solches x nicht existieren.
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4.5 Komplexe Zahlen

Wir wollen R mit einem Symbol ergdnzen: = mit der Eigenschaft z-x = —1,
bezeichne diese  durch i. Um rechnen zu kénnen, braucht man noch mehr
Symbole. Wenn man die Rechenregeln fiir Addition, Multiplikation behalten
will, werden die Rechenregeln fiir < verloren, wenn man Rechenregeln fiir
das Vergleichen behalten will, werden die Rechenregeln zwischen Addition,
Multiplikation und Vergleichen verloren.

Ein moglicher Modell: die Menge R x R, fiir ihre Elemente definieren wir
eine neue Addition :

(w1,91) @ (22, 12) = (21 + T2, Y1 + ¥2),

und eine neue Multiplikation ®:

(z1,91) © (22, 92) = ((v1 - 22) — (y1 - Y2), (¥1 - Y2) + (22 - Y1)

Hier hat die Klammer zwei Bedeutungen. Oft verzichten wir auf Klam-
mersetzen und einigen uns, dass Multiplikation vor Addition ausgefiihrt wird.
Rechenregeln fiir Addition: kommutativ, assoziativ, (0,0) ist neutral (heifst
Nullelement), beachte, dass

(:an) D (—ZL‘, _y) = (070) )

Rechenregeln fiir Multiplikation: kommutativ, assoziativ, (1,0) ist neutral
(Einselement), beachte, dass

x —Y
(l’,y) © (1'2 +y27 .1'2 "‘3/2) - (L())

sobald x, y nicht beide gleich 0 sind;
Rechenregeln zwischen Addition und Multiplikation: Distributivitét;
Rechenregel fur (0, 1) (heift imaginére Einheit): (0,1) ® (0,1) = (—1,0).

Fiir die bessere Schreib- und Lesbarkeit fiihren wir neue Bezeichnungen
ein: x statt (z,0), x + iy statt (x,y), i statt (0,1); + statt &, - oder nichts
statt ®, Potenznotation. Dann der Rechenregel fiir die imaginédre Einheit
bedeutet: i = —1, und der Satz von oben besagt, dass i keine reelle Zahl ist.

Die Menge der komplexen Zahlen wird durch C bezeichnet, und mit der
obigen Notationen

C={z+iy:zeR ANyeR}={z:TxeRIyeR: z=x+1y} .

Ausserdem konnen wir die Menge der reellen Zahlen als 7 Teilmenge* der
Menge der komplexen Zahlen sehen, wenn wir R mit R x {0} identifizieren.
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Satz Fiir komplexe Zahlen gilt das Distributivgesetz, d.h. fiir beliebige
21, 29, 23 € C ist folgende Aussage wahr:

Zl'(22+23)221'22+21'23.

Bewelis.

4.6 Die Ebene

Wir bilden wieder die Menge R x R, und veranschaulichen uns diese als zwei
senkrecht aufeinander stehende Geraden mit Pfeilen und Elementen 0, 1, und
nennen ihre Elemente (z,y) Punkte mit Koordinaten x und y (in dieser
Reihenfolge), oder Vektoren mit Anfangspunkt (0,0) und Endpunkt (z,y).
Wir fiihren (Addition von zwei Vektoren)

(w1,91) @ (22,42) = (21 + 22,91 + ¥2)

ein, und die ausgezeichnete Elemente O = (0,0) heift Nullvektor oder
Nullpunkt, e; = (1,0),e2 = (0, 1) heiken Basisvektoren in Kartesischen
Koordinatensystem. Weiter fithren wir noch fiir » € R, (z,y) € R x R
den Element r ® (z,y) = (r - x,r - y) ein (Multiplikation eines Vektors mit
einem Skalar) . Der Eifachheit wegen schreiben wir + statt @ und r(z,y)
statt r © (x,y)).

Bemerkungen: Keine Multiplikation von zwei Vektoren, kein Vergleichen
von Punkten. Alphabetische Ordnungs méoglich, werden wir aber nicht be-
nutzen.

Als Mengen kann man C und R x R gleich setzen, aber als Struktur
nicht. Die Veranschaulichung der Menge C als R x R durch das kartesisches
Koordinatensystems heifst Gauss’sche Zahlenebene.

4.7 Zahlensysteme

Wir wollen natiirliche, reelle Zahlen mit Symbolen ausdriicken, da z.B. 1,
141, 1+1+1, usw. fiir natiirliche Zahlen zu aufwandig ist.

Romische Zahlen: mit Symbolen z.B. I, V., X, L, C driicken wir die
Zahlen Eins, Fiinf, Zehn, Fiinfzig, Hundert aus und mit Kombinationen z.B.
V+I=VI, V-I=IV kénnen wir die restliche Zahlen ausdriicken.

Dezimaler System: Symbole 0,1, 2, ...,9 heifsen Ziffern, mit Kombinatio-
nen der Ziffern 9 +1 = 10,99 + 1 = 10 - 10 = 100, usw. driicken wir die
restliche Zahlen aus, "Zehn* heifit Basis, Bedeutung:

163=1-102+6-10+3-1,
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Notation (163);0.

Binérer System: Symbole 0, 1 sind die Ziffern, Kombinationen 141 = 10
(bedeutet zwei), 11+ 1 = 100 (bedeutet "zwei mal zwei* also vier), 111+1 =
1000 (bedeutet "zwei mal zwei mal zwei“, also acht), usw., Basis ist "zwei“,
Bedeutung;:

(1101)y = (1-2° +1-2240-2+1-1)19 = (13)10 .

Wenn man die Zeit in Minuten und Sekunden angibt, arbeitet man in
einem System mit Basis Sechzig, und benutzt die Ziffern der dezimalen
Zahlensystem.
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4.8 Axiome der natiirlichen Zahlen

Die Menge der natiirlichen Zahlen, bezeichnet durch N, ist diejenige Menge,
welche folgende Eigenschaften hat:

(A1) Jedes Element dieser Menge hat einen Nachfolger, welcher auch Ele-
ment dieser Menge ist.

(A2) Es gibt ein Element dieser Menge, welcher kein Nachfolger ist. Nennen
wir diese 1.

(A3) Jedes Element dieser Menge, der verschieden von 1 ist, ist Nachfolger
von genau einem Elementen dieser Menge.

(I) (Mathematische Induktion) Wenn K C N eine Teilmenge der natiir-
lichen Zahlen ist, welche folgende Eigenschaften erfiillt:

i) 1 ist Element der Menge K (d.h. 1 € K),

ii) mit jedem Element k der Menge K ist der Nachfolger von k,
genannt k + 1, auch Element der Menge K (anders gesagt, die
Aussage

kFeK=k+1leK

stets wahr ist),

dann enthélt K schon alle natiirliche Zahlen, d.h. K = N.

Alle andere Rechenregeln der natiirlichen Zahlen kann man aus diesen 4
Eigenschaften herleiten. Wenn man an diesen 4 Eigenschaften glaubt, kann
man alle Rechenregeln begriinden. Deswegen heifsen diese 4 Eigenschaften
die Axiome der natiirlichen Zahlen.

Aufgabe Beweise, dass fiir alle natiirliche Zahlen n gilt ! 12 +22 432 +. .. 4
n2 _ n(n+1)(2n+1)
6

Losung Beweis.

Wir testen zuerst, ob fiir z.B. n = 3 die Aussage wahr ist. Das ist nicht
notig fiir den Beweis.

Wir betrachten die Menge K = {n € N : [, = r,,}. Mithilfe mathematis-
che Induktion wollen wir zeigen, dass K = N ist. Dazu muss man iiberpriifen,
dass K die Eigenschaften i) Induktionsanfang und ii) Induktionsschritt
hat.
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4.9 Axiome der reellen Zahlen

R ist eine Menge,

0 und 1 sind zwei ausgezeichnete Elemente der R,

+, - sind gesehen als binédre Operationen auf R,

gegeben ist eine Teilmenge P C R mit 0 ¢ P und 1 € P (ihre Elemente
heifen positive reellen Zahlen),

und folgende Eigenschaften (Axiome) gelten:
(G1+) Vz,y,zeR: (z+y)+z=a+ (y+ 2),
(G24) Ve eR: 2+ 0=,

(G3+) Ve eR:I—xzeR:x+ (—x) =0,
(G4+) Ve,y e Rz +y=y+ z;

(GlL) Vz,y,zeR:(x-y)-z=x-(y-2),
(G2) Ve eR:z-1=ux,
(G3)VeeR:z#40=3LecR:z- 2 =1,
(G4

)

)

)

JVr,yeRiz-y=y-x;

(K9) Vo,y,ze R: (x+y)-z2=(z-2)+ (y- 2);
)

(A1) fiir jedes = € R ist genau eine der folgenden drei Aussagen wahr:

x € P, xr =0, —x € P,

(A2) Vz,yeR: (z€eP NyeP) = (xz-yeP Nx+y€eP)

(S) fiir jede nichtleere Teilmenge M C R welche nach oben beschriankt
ist (d.h. Jzg e R:Vy € M : y < xp), existiert eine kleinste obere
Schranke z);, € R, d.h. ein Element x);,, € R welcher folgende
Eigenschaften erfillt:

(s1) Yy € M :y < zp, und
(s2) Vo e Rixy <apys = Ty € My £ xy.
(Wir schreiben x < y firy—x € Pundz <y firz=yVazx <y.)

Diese 12 Eigenschaften (Rechenregeln) heifsen Axiome der reellen Zahlen
und alle andere Eigenschaften der reellen Zahlen, auch die iibrige Rechen-
regeln, kann man aus diesen Axiomen mit Hilfe logischer Folgerungen her-
leiten.
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5 Relationen

Wir werden hier Beziehungen zwischen Mengen untersuchen. Wir haben
schon gesehen, dass zwei Objekte in einer bestimmten Beziehung (Relation)
stehen (oder nicht stehen) konnen, z.B. % = %, 2<3, My C My, x e M.

Definition Seien M, M; Mengen. Eine Teilmenge von M; x My heifst
(bindre, zweistellige) Relation zwischen M; und M, (in dieser Rei-
henfolge). Notation R C M; x M.

Mogliche Veranschaulichungen: Aufzéhlen, in Euklidischen Koordinatensys-
tem (als Tabelle oder Graph), Pfeildiagramm. Spezieller Fall ist wenn M; =
M.

Definition Sei R C M; x My eine Relation zwischen M; und M,. Dann ist
{(y,z) :y € My ANz € My A (x,y) € R}
eine Relation zwischen M, und M, die sogenannte inverse Relation zu

R, bezeichnet durch R_;.

Definition Seien M, My, M3 Mengen, R C M; x M, eine Relation zwischen
My und M5 und S C M, x M; eine Relation zwischen My und M;. Dann ist

{(m1,m3) € My x Mz : Ims € My so dass (m1,m2) € R A (mg,m3) € S}

eine Relation zwischen M; und M3, die sogenannte Komposition von R
(zuerst) und S (danach) (in dieser Reihenfolge !), bezeichnet durch So R.

Beispiele.

e Seien M; und M, beide die Menge von Schiilern in einer Schule. Re-
lationen sind: "in die gleiche Klasse zu gehen®, "schwerer sein“, "Person
A weifl wie Person B heifit“. Diese Beziehungen konnen wir auch auf
der Menge M; der Schiiler und Menge M, der Lehrer als Relationen

zwischen M; und M, betrachten.
e Fir M; = M, = N sind =, <, <, Teilbarkeit, = modulo 2 Relationen.

e Fiir M, die Menge aller Punkte in der Ebene und M, die Menge aller
Geraden in der Ebene ist "Punkt liegt auf der Gerade* eine Relation
zwicschen M und M,.

e Fir M; und M, die Menge der Familienmitglieder ist "Vorfahr zu sein*
eine Relation. Der Familienstammbaum ist eine weitere mogliche Ver-
anschaulichung (vergleiche mit Pfeilendiagramm).
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Definition Seien M Menge, R eine Relation zwischen M und M. Die Re-
lation R heifst Aquivalenzrelation auf M, wenn folgende Eigenschaften
gelten:

i) Vo € M: (z,z) € R (reflexiv);
ii) Vo,y € M: (z,y) € R= (y,x) € R (symmetrisch);
iii) Va,y,z € M: ((z,y) € RA(y,2) € R) = ((z,2) € R) (transitiv).

Bemerkung. Wenn man eine Aquivalenzrelation auf einer Menge hat,
lasst sich diese Menge in disjunkte Teilmengen zerlegen, sogenannte Aquiva-
lenzklassen. Umgekehrt, wenn eine Menge in disjunkte Teilmengen zerlegt
ist, kann man die zugehorige Aquivalenzrelation auf der Menge einfiihren.
Beispiel: N = {n : n ist gerade} U {n : n ist ungerade} fiir "= modulo 2”.

Definition Seien M Menge, R eine Relation zwischen M und M. Die Rela-
tion R heifst Ordnungsrelation auf M, wenn folgende Eigenschaften gelten:

i) Vo € M: (z,z) € R (reflexiv);

ii) Vo,y € M: ((z,y) € RA(y,z) € R) = x = y (antisymmetrisch);
ili) Va,y,z € M: ((z,y) € RA(y,2) € R) = ((x,z) € R) (transitiv);
(iv) Vz,y € M: (z,y) € RV (y,z) € R (total).

Wenn nur die Eigenschaften i), ii) und iii) erfiillt sind, heift R Teilordnung
auf M.

Bemerkung: Wenn man auf einer Menge M eine Teilordnungsrelation R
hat, eine Teilmenge I von M und ein Element m € M gegeben sind, kann
man entscheiden, ob m obere Schranke fiir I beziiglich R ist (oder nicht),
d.h. ob folgende Aussage wahr ist (oder nicht):

Vkel:(k,m)€ER.

Beispiel: Fiir die Menge R und die Ordnungsrelation <, m =3 € R, [ =
{r € R:0 <z Az <1} (Abkiirzung fiir diese Menge sei (0,1)). Dann ist
3 eine obere Schranke fiir (0,1). Auch 1 ist eine obere Schranke fiir (0,1).
1 ist keine obere Schranke fiir (0,2), die Teilmenge I = N C R besizt keine
obere Schranke.

Definition Seien M, N Mengen, R eine Relation zwischen M und N. Die
Relation R heifst Abbildung aus M in N (oder Funktion aus M in N),
wenn folgende Eigenschaft erfiillt ist:
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1) ( (x7y1> S R/\(l’,yz) € R) = Y1 = Yo.
Wir nennen M Bereich der Variable und N Bereich der Werte von R.

Beispiele:

e aus der Schule bekannte Funktionen sind Abbildungen aus R in R,
der Graph der Funktion entspricht der Veranschaulichung der Menge
R C R x R im Kartesischen Koordinatensystem.

e = V. A,N,U,n+ n+l,+, - bilden auch Abbildungen aus einer geeigneten
Menge in eine geeignete Menge.

e Wenn die Relation R C M; x M, eine Abbildung ist, oft bezeichnen wir
sie durch f statt R und schreiben f : My — M, statt R C My x Mo,
y = f(z) statt (z,y) € R.

Definition Sei R C M; x M, eine Relation zwischen M; und M,. Fir
Teilmengen A C My, B C M, definieren wir die Mengen
R(A) = {mg € My:3my € A: (my,ms) € R},
Rfl(B> = {m1 S Ml . ng € B: (ml,mg) € R} .
Wenn R eine Abbildung ist, genannt f (also statt (x,y) € R schreiben wir
y = f(x)), heifit die erste Menge Bild der Menge A unter der Abbildung
f, bezeichnet f(A), die zweite Menge Urbild der Menge B unter der
Abbildung f, bezeichnet f_;(B). Weiter heifen
Dy={x e M :3JyeM:(x,y) € R},
Wr={y € My: 3z € M : (x,y) € R},

Definitionsbereich, bezeichnet Dy, bzw. Wertebereich, bezeichnet W,
der Abbildung f.

Definition Sei f eine Abbildung aus M; in M,. Die Abbildung f heifst
injektiv von M, (man sagt auch injektiv von den ganzen M;) wenn folgende
Eigenschaften erfiillt sind:

1) Vo, € Df Vo € Df : f(l’l) = f(x2> = T1 = Ty,
ii) Dy = M.

Die Abbildung f heift surjektiv auf M, (man sagt auch surjektiv auf die
ganze M) wenn
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i) Wy = M.

Die Abbildung f heifst bijektiv von A, auf M, (man sagt auch bijektiv
von den ganzen M; auf die ganze M) wenn folgende Eigenschaften erfiillt
sind:

i) Vr; € Df Vaq € Df : f(.’ll'1) = f(xQ) = I = To,
i) Dy = M,
i) W) = M,.

Also f ist bijektiv genau dann, wenn sie injektiv und gleichzeitig surjektiv
ist.

Beobachtung: Dy = f_1(Ms), Wy = f(Dy) = f(M).
Beispiele

e Sei My = R und My, = R, f(z) = 2% Als Relation geschrieben:
R ={(z,y) :z € RAy € RAy = 2?}. Diese Relation ist eine
Abbildung. Dy =R = M;, Wy ={y € R:y > 0} # M,. Folglich ist f
nicht surjektiv, insbesondere auch nicht bijektiv. Da f(—1) = f(1) ist,
ist f nicht injektiv.

e Sei M; = {z € Rjz > 0}, My = R, f(z) = 2%, Dann ist D; =
{r e Ryx >0} = My, Wy = {2 € Riz > 0} # M,. Also f ist nicht
surjektiv, und insbesondere nicht bijektiv. Auferdem ist f injektiv.

e Sei My = {z € Rz >0}, My = {z € Rz > 0}, f(z) = 2°. Dann ist
Dy ={zx € Ryx > 0} = My, Wy ={zx € R;z > 0} = M,. Folglich ist
f surjektiv. Aufserdem ist f injektiv, folglich ist f bijektiv.

Beispiel

e Betrachte A = [1,2], B = [-1,1], f(z) = 2% aus R in R. Dann ist
f(A)=11,4], f_1(B) =[0,1].

Bemerkung: Jede Abbildung ist eine Relation (eine spezielle). Als Relation
hat sie eine Inverse, die wieder eine Relation ist (zwischen den vertauschten
Mengen). Diese kann, aber muss nicht unbedingt eine Abbildung sein. Wenn
sie es ist, heif’t sie inverse Abbildung.
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Satz Wenn die Relation R C M; x M, eine Abbildung (aus M; in My) ist
und diese Abbildung injektiv ist, dann ist die inverse Relation R_; auch eine
Abbildung (aus M, in My).

Beweis. Wir schreiben die inverse Relation zu R auf:
Ry ={(y,x): (x,y) € R} .
Zu zeigen ist, dass
(y,x1) € R.y N (y,22) E Ry = a1 =13 .

Seien (y,z1) € R_yund (y,22) € R_;. Dannsind (z1,y) € Rund (x9,y) € R.
Da R injektiv ist, folgt x1 = x9. Damit ist R_; eine Abbildung. O

Satz Wenn die Relationen R C M; x My und S C My x Ms Abbildungen
sind, dann ist die Relation S o R eine Abbildung aus M; in Msj.

Also die Komposition zweier Abbildungen ist eine Relation, welche wieder
eine Abbildung ist, und heift Komposition von zweier Abbildungen
(Reihenfolge ist wichtig). Ein Beweis des Satzes findet man in [Brill, Satz
4.7].

Zur Notation. Wenn wir fir R C My x My f : My — Ms und fir S C
My x M3 g : My — Mj schreiben, ist go f : My — M3, und (my,m3) € SoR
bedeutet mz = (g o f)(mq), wobei (g o f)(m1) = g(f(mq)) ist. Deswegen ist
die Notation S o R fiir die Komposition, wo zuerts R dann S durchgefiirt ist,
praktisch.

Wir haben auch schon zu zwei Objekten gleicher Art ein neues Objekt
der selben Art hinzufiigt, z.B. zu Mengen A und B die Menge A N B; zu
Aussagen p und ¢ die Aussage p V ¢; zu Zahlen z und y die Zahl x + y.

Definition Sei M eine Menge. Eine Abbildung aus M x M in M mit Defi-
nitionsbereich M x M heifst zweistellige (binire) Operation auf M.

Beispiele:

e M =R, (x1,25) — x1 + x2; geschrieben als Abbildung f: R x R —
R, f((z1,22)) = 1 + xq, geschrieben als Relation R = {((z1,22),y) :
r1 € RAze € RAy € RAYy = 21+22} C (RxR)xR. Addition ist eine
zweistellige Operation auf R. Auch auf N, und anderen Zahlenmengen.

e Multiplikation ist eine zweistellige Operation auf R; auch auf C.
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Sei M = P(N), wobei N eine Menge ist. N, U sind zweistellige Oper-
ationen der Potenzmenge P(N) einer menge N.

A, V sind zweistellige Operationen auf einer geiegneten Menge von Aus-
sagen.

Sei M = {f : f ist eine Abbildung aus N in N }, wobei N eine Menge
ist. Wir wissen, dass fiir f,g € M ist go f € M. Also ist die Kompo-
sition eine zweistellige Operation auf der Menge M.

Definition Sei M eine Menge. Eine Abbildung aus M in M mit Definitions-
bereich M heifst einstellige Operation auf M.

Beispiele:

Auf M =R ist f(z) = —z (Inverse beziiglich Addition) eine einstellige
Operation.

Auf M =R\ {0} ist f(z) = 1 (Inverse beziiglich Multiplikation) eine
einstellige Operation.

Sei M = P(N), wobei N eine Menge ist. Fiir AC Nist N\ AC N
(Komplement der Menge A in der Menge N). Es geht um eine
einstellige Operation auf M.

— ist eine einstellige Operation auf einer geeigneten Menge der Aus-
sagen.

Sei M = {R: R C N x N} die Menge aller Relationen zwischen N und
N, wobei N eine Menge ist. Dann ist R — R_; (“Inverse beziiglich
Komposition”) eine einstellige Relation auf M.
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6 Gruppe

Wir haben verschiedene Mengen mit verschiedenen zweistelligen Operatio-
nen betrachtet. Wir untersuchen diese auf folgende Eigenschaften: ob die
Operation assoziativ ist, ob sie kommutativ ist, ob es ein neutrales Element
gibt und ob jedes Element ein Inverses besitzt. Beispiele sind: R mit Ad-
dition +, das sind die Eigenschaften die als Axiome (G1+), (G2+), (G3+),
(G4+) der reellen Zahlen aufgelistet sind.

Definition Sei M eine nichtleere Menge und < eine zweistellige Opera-
tion auf M. Die Struktur M mit < heift kommutative Gruppe (auch
Abelsche Gruppe) falls folgende Eigenschaften erfiillt sind:

i) fiir alle a,b € M gilt aOb = b<a
(Kommutativitét der Operation < auf der Menge M);

ii) fir alle a,b,c € M gilt (aOb)Oc = ad(bOc)
(Assoziativitdt der Operation ¢ auf der Menge M);

iii) es existiert ein e € M sodass fiir alle a € M gilt: a®e = a und eCa = a
(e heifst neutrales Element der Menge M beziiglich der Operation <);

iv) fiir jede a € M existiert ein b € M sodass adb = e
(b heikt inverses Element zu a beziiglich < ).

Falls nur ii), iii) und iv) erfillt sind, heift die Struktur Gruppe (oder
nichtkommutative Gruppe), und falls nur die Eigenschaft ii) erfiillt ist, heifst
M mit & eine Halbgruppe.

Beispiele:

e R mit + ist wegen der Axiomen (Gl+), (G2+), (G3+), (G4+) der
reellen Zahlen eine kommutative Gruppe.

e R mit -: Eigenschaften i), ii) sind wegen der Axiomen (G1.) und (G4.)
erfiillt. Mit e = 1 ist Eigenschaft iii) wegen Axiom (G2.) erfiillt. Wir
untersuchen iv). Fiir a € R mit a # 0 gibt es wegen Axiom (G3.) eine
Inverse b = % Fiir a = 0 € R gibt es aber keine Inverse, weil wenn es
cine Inverse b gébe, wire 1 =1 .4 =1.0= 0 (siche Satz unten), und
das ist ein Widerspruch. Folglich ist R mit - nicht eine Gruppe, weil
nicht jedes Element einen Inversen hat.

e M = R\ {0} mit -. Zuerst ist zu nachpriifen, ob - eine zweistellige
Operation auf der Menge M ist. Seien a,b € M. Dann sind a,b € R
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und damit a-b € R. Zu zeigen ist, dass a-b # 0 ist. Daa € M, ist a # 0
und folglich besitzt nach Axiom (G3.) einen Inversen . Genauso fiir b

a

ist + € R. Mithilfe Axiomen (G1.)-(G4.) fiir reelle Zahlen bekommen

I=11=(a- ) (b 3) = Ca)lby) = ~(aby)) = —((ab)3)
= (@) = 7) (a-b).

Wenn jetzt a - b = 0 wire, wirde man auf der rechte Seite wegen
den Satzes unten 0 bekommen und den Widerspruch 1 = 0. Also ist
a-b+# 0und damit a - b € M. Zusammengefasst, - ist eine zweistellige
Operation auf der Menge M. Webgen Axiomen (G1.)-(G4.) sind die
Eigenschaften i)-iv) erfiillt. Folglich ist R\ {0} mit Multiplikation eine
kommutative Gruppe. Wir haben dies aus den Axiomen der reellen
Zahlen hergeleitet.

e C\ {0} mit - ist eine kommutative Gruppe. Wir werden dies be-
weisen, wobei nur die Rechenregeln fiir reelle Zahlen benutzt werden.
Die Assoziativitdt lassen wir ohne Beweis, da dieser lange Rechnungen
braucht.

SatzVyeR:y-0=0
Beweis. Aus Axiomen der reellen Zahlen.

y- 0= 0+0=y-0+(y-0+(-y-0)=(-0+y-0)+(~y-0)
=y (04+0)+(-y-0)=y-0+(-y-0)=0

e 73 = {0,1,2}, definiere i ® j = k, wobei k durch i + j € k bestimmt
ist. Rechenregeln in der folgenden Tabelle zusammengefasst:

El

Ol DO | ==

= Dl Dol Dol

ol —| ol P
N | |

Man muss Assoziativitat nachpriifen, ansonst liest man aus dieser Tabelle
ab, dass Zz mit @ eine kommutative Gruppe ist.
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e Z3\ {0} = {1,2} mit ®: Man kann folgender Tabelle entnehmen, dass
es eine kommutative Gruppe ist.

|

DO = S| =

=Nl Ol |

ol ol 2| <

o M ={f, g}, wobei f(1) =1, f(2) =2,9(1) = 2,9(2) = 1 sind bijektive
Abbildungen aus {1,2} auf {1, 2}, mit Komposition o:

9]
g
f

-

Q@ [
Q [

Diese ist eine kommutative Gruppe. Man beobachtet, dass strukturell
sind die Gruppen S, mit o und Z3z \ {0} mit ® “identisch”, man sagt
homomorph.

e Sei M die Menge der Ziige auf dem Rubik-Wiirfel, und betrachten wir
die Komposition. Die Menge M hat unendlich viele Elemente. Es ist
einzusehen, dass Komposition von zwei Ziigen wieder ein Zug ist, dass
diese zweistellige Operation auf M nicht kommutativ ist, dass sie as-
soziativ ist. “Nichts tun” ist das neutrale Element. Mit angepasster No-
tation kann man die Ziige aufschreiben, und Inverse Elemente berech-
nen.

e Drehungen einer Matratze mit Kopfteil und zwei Schichten, Komposi-
tion als bindre Operation. Tabelle:

| o | Ds | Dy [ Dy | D |
Ds || Dy | Dy | Dy | D3
Dy || Dy | Dy | D3 | Do
Dy || Dy | D3 | Dy | Dy
Dy || D3 | Do | Dy | Dy

Es ist eine kommutative Gruppe.
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e Ny mit + ist eine kommutative Halbgruppe. Die ganze Gruppentabelle
kann man nicht aufschreiben, da die Menge Ny unendlich viele Elemente
hat:

O DN | =
U | W DN DN
| O | W[ W

Die gleiche (!) Tabelle, aber die Zahlen in bindren Zahlensystem
kodiert, lautet:

s | (s | (10); | (1), | (100); |
(10)2 || (10)2 | (11)2 | (100)q | (101), ’
(11); | (11); | (1005 | (101), | (111),

Satz (Rechenregeln fiir Gruppe) Sei G mit < eine Gruppe. Dann gelten:
i) Wenn a<®b = e (d.h. b ist Inverses zu a), so gilt auch bla = e.

ii) e ist eindeutig bestimmt (das heift, es gibt nur ein Element mit den
gegebenen Eigenschaften).

iii) Das inverse Element zu a ist eindeutig bestimmt, wir bezeichnen es mit
a_q.

iv) Fiir alle a € G ist (a_1)_1 = a.
v) Fiir alle a,b € G gilt (a®b)_1 = (b_1)O(a-q).

vi) Fiir alle a,b € G hat die Gleichung ax = b genau eine Losung = € G,
und zwar z = a_;<b.

Beweis

i) Nehmen wir an, dass ab = e. Zu b gibt es ein Inverses ¢: bOc = e.
Es gilt weiter ¢ = eCc = (aCb)Oc = ad(bOc) = ale = a. Folglich ist
bGa = bdc =e.
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ii) Wenn f auch ein neutrales Element wére, dann gilt
VaeG: alf=a

und insbesondere auch fiir a = e, also e f = e. Dann wegen i) gilt auch
fOe =e. Da aber e neutrales ist, gilt fCe = f. Damit e = fOe = f.
v) Wir berechnen

(aOb)O(b_1Ca_q1) = ((aCb)Ob_1)Ca_ = (aO(bOb_1)Ca_y
= (ae)Ca_1 =ada_y =e

vi) Zuerst priifen wir nach, dass das Element a_; b € G Losung ist. Wir
setzen ein und rechnen:

al(a_10b) = (aCa_,)0b=eOb=1,

folglich ist a_;<b eine Losung.

Zunéchst priifen wir nach, dass es keine andere Losung geben kann. Sei
x € G eine Losung, d.h. es gilt a®Oz = b. Sei a_; die Inverse zu a (diese ist
eindeutig wegen iii) ). Wir rechnen:

a_10b = a_10(afr) = (a-10a)Cx =eQr =1 .

Also muss ¢ = a_;<b sein.
Fiir den Rest siehe [Brill, Satz 8.1].

Notation: fiir Addition schreibt man + statt <, 0 statt e und —a statt
a_1; fiir Multiplikation schreibt man - statt <, 1 statt e und a=! oder % statt
a_y1; fiir Komposition schreibt man o statt <, i oder I (identische Abbildung)
statt e und a_; bleibt a_;.

Anwendung: vi) sagt, wie man Gleichungen 16st: 2-z =3 als z =271 . 3,
24r=3alsz=(-2)+3, for=galsx= f_10g (f, g Abbildungen). Bei
der Zusammenstellung des Rubik-Wiirfels geht es um die Gleichung alx = e,
aber a ist nicht bekannt, nur seine finale Wirkung auf dem Rubik-Wiirfel!
Diese Aufgabe ist also wesentlich schwieriger, als die obige Gleichungen.
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7 Matrizen

Bezeichne R™ das kartesische Produkt von n Stiick Mengen R, n € N, also
R! =R,R*=R xR, R® = (R x R) x R, usw. und wir schreiben z.B. die
Elemente von R? als (x1, z9, z3) (statt ((z1,z2),23)).

Definition Seien m,n € N. Eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten,
von reellen Zahlen ist eine Abbildung von {1,2,...,n} x {1,2,...,m} in
R. Wegen Veranschaulichung werden wir statt des Auflistens von den Werten
f((i,4)) furi € {1,2,...,m}, 7 € {1,2,...,n} folgendes Schema schreiben:

ay1 ara ... A1 n
21 as 2 ce as n

)
am,l am72 Ce am,n

wobei a; ; = f((4,7)) reelle Zahlen sind, und kiirzen mit A, schreiben a;; =
(A); ;. Wir bezeichnen die Menge aller dieser Matrizen durch Mat(m x n, R).
Wenn n = m ist, dann heifft A quadratische Matrix.

Insbesondere kann man einen Vektor (x1,x) der Ebene mit einer 1 Zeile
und 2 Spalten-Matrix (xl xg) identifizieren und Zeilenvektor nennen, und
die Matrix (il) Spaltenvektor.

2

Die Menge R darf durch eine andere Menge ersetzt werden, z.B. fiir C

bekommen wir Matrizen von komplexen Zahlen.

Definition Seien n,m € N. Fir A, B € Mat(m x n,R) definieren wir die
Matrix C folgenderweise:

(C)ij=(A)i;+ (B, i€{1,2,....m}, je{l,2,...,n}.
Diese Matrix heifst Summe von A und B und ist durch A + B bezeichnet.
Satz Sein,m € N, A, B € Mat(m x n,R). Es gilt:

i) A+ B € Mat(m x n,R); folglich ist + eine zweistellige Operation auf
der Menge Mat(m x n,R).

ii) + ist assoziativ,
iii) + ist kommutativ,

iv) die Matrix O, mit (0);; =0 firallei € {1,2,...,m}, j € {1,2,...,n},
ist neutrales Element beziiglich +, heift Nullmatrix;
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v) jedes Element besitzt eine Inverse beziiglich +,

vi) die Gleichung A + X = B fiir gegebene A, B und unbekannte X €
besitzt die einzige Losung X = (—A) + B, wobei —A die Inverse zu A
beziiglich + bezeichnet.

Beweis. 1) klar, iii) folgt aus der Definition und Kommutativitiat der + fiir
reelle Zahlen, iii) &hnlich, iv) klar, v) klar, vi) folgt aus dem Satz iiber Rechen-
regeln fiir Gruppen, da nach i)-v) ist Mat(m x n, R) mit + eine kommutative
Gruppe.

Definition Seien n,m, k € N. Fiir A € Mat(m x k,R), B € Mat(k x n,R),
definieren wir die Matrix C' folgenderweise:

(C)i,j = (A)Ll'(B)17]“"(14)1'72'(B)QJ“F...+(A)i7k-(B)k7j, 1€ {172,...,7’)1}7 ] - {1,2,...,n} .

Dann ist C' € Mat(m x n,R), heifst Produkt von A (links) und B
(rechts), bezeichnet A - B.

Satz Sei m,n,k € N, A € Mat(m x k,R), B € Mat(k x n,R). Es gelten
folgende Aussagen:

i) A- B € Mat(m x n,R);

ii) - ist eine zweistellige Operation auf der Menge Mat(n x n,R), welche
assoziativ ist.

iii) In allgemeinen ist - nicht kommutativ.

iv) Die Matrix E, mit (E);; = 0 wenn ¢ # j und (E);; = 1, i,j €
{1,...,n}, ist neutrales Element der Menge Mat(n x n,R) beziiglich -
und heiflt Einheitsmatrix.

v) Falls A eine Inverse beziiglich - besitzt (sei diese durch A~! bezeichnet,
A heifst dann invertierbar), dann besitzt die Gleichung A- X = B fiir
gegebene A, B € Mat(n x n,R) und unbekannte X € Mat(n x n,R)
die einzige Losung X = A~ - B.

vi) fiir A € Mat(m x k,R), By, By € Mat(k x n,R) gilt
A-(By+By)=(A-By)+ (A-By),
und fiir Ay, As € Mat(m x k,R), B € Mat(k x n,R) gilt
(A1 + A2)-B=(A1-B)+ (Ay- B)

(Distributivitat zwischen - und +).
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Zu Beweis:

i) ist klar;

Zu ii): dass - eine zweistellige Operation auf der gegebenen Menge ist,
folgt aus i) fiir den speziellen Fall n = m = k. Die Assoziativitdt ist ohne
Beweis, weil lang (siehe [777]).

Zu iii): Es reicht ein Beispiel zu finden, wo A- B # B - A.

Zu iv): folgt aus einfachem Nachrechnen.

Zu v): Multipliziere die Gleichung mit A~ von links.

Zu vi): man muss beide Gleichungen nachpriifen, da - nicht kommutativ
ist. Siehe [777].

7.1 Gauss-Algorithmus

Ziel ist zu bestimmen, ob eine gegebene quadratische Matrix beziiglich Mul-
tiplikation eine Inverse besitzt oder nicht.

Sei A € Mat(n x n,R). Wir schreiben die Einheitsmatrix £ rechts neben
A auf, und haben ein Schema A|E. Wir Formen das ganze Schema A|E mit
elementaren Zeilenumformungen solange um, bis wir auf der linke Seite (d.h.
an der Stelle von A) die Einheitsmatrix £ bekommen. Wenn das geht, steht
auf der linke Seite (d.h. an der Stelle von F) die Inverse zu A beziiglich
Multiplikation. Wenn das nicht méoglich ist, hat A keine Inverse beziiglich
Multiplikation.

Elementare Zeilenumformungen sind:

(EZU1) Vertauschen von zwei Zeilen,
(EZU2) eine Zeile mit einer Zahl A # 0 (A € R) multiplizieren,

(EZU3) ein Vielfaches (A-faches, A € R) einer Zeile zu eine andere Zeile ad-
dieren.

Diese Zeilenumformungen entsprechen der Multiplikation der umformenden
Matrix mit einer Matrix Z spezieller Gestalt von links. Beispielweise seien

100 5 00 100
le 0 01 5 ZQZ 010 y Zgz 210
010 001 001

Multiplizieren mit Z; von links wirkt als Vertausch der 2. und 3. Zeile,
also als eine EZU1. Dabei ist die Matrix Z; aus der Einheitsmatrix durch
Vertauschen von der 2. und 3. Zeile entstanden.

Multiplizieren mit Z5 von links wirkt als Multiplizieren der 1. Zeile mit
5, also als eine EZU2. Die Matrix Z, ist aus der Einheitsmatrix durch Mul-
tiplizieren der 1. Zeilen mit 5 entstanden.
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Multiplizieren mit Z3 von links wirkt als Addieren des 2-faches der 1. Zeile
zur 2. Zeile, also als eine EZU3. Die Matrix Z3 ist aus der Einheitsmatrix
so entstanden, das man das 2-faches der 1. Zeile zur 2. Zeile addiert hat.

Zu beachten ist, dass diese Matrizen 71, Z,, Z3 jeweils eine Inverse beziiglich
Multiplikation haben:

100 100 100
001 001]={010
010 010 001
500 £ 00 100
010 01 0]=(010
001 001 001
100 1 00 100
2 10 -2 1 0]=1010
001 0 01 001

Beweis, dass man mit dem Gauss-Algorithmus die Inverse bekommt:
Gegeben ist die Matrix A. Am Anfang haben wir die Matrix A links, die
Matrix E rechts. Nach der ersten Umformung haben wir links Z; - A, rechts
Z1-FE, nach dem zweiten Schritt links Z5- Z;- A, rechts Zy- Z; - E/, nach dem k-
ten Schritt links Zy-... Zy-Z1- A, rechts Z.-... Zy- Z1 - E, wobei alle Matrizen
Z; den speziellen Gestalt einer EZU haben. Wenn Z, - ... Zy - Z; - A = F,
dann sei B = Zy-...Zy- 7. Es gilt B-A = E. Nach dem Satz Rechenregeln
fiir Gruppe, Teil i), folgt aus B+ A = F, dass A- B = F ist. Das bedeutet,
dass B die Inverse zu A beziiglich Multiplikation ist. Dabei B ist gerade die
Matrix, welche rechts entstanden ist: 7, -... 2y - Z,- E=B-FE = B.

7.2 Ausblicke

Man kann die ganze obige Theorie auch dann durchfiihren, wenn die Menge
R durch der Menge C ersetzt ist. Wenn R durch eine allgemeine Menge M
ersetzt ist (z.B. durch eine Menge von Personen, oder Namen), man kann
immer noch Matrizen definieren, aber ihre Addition, Multiplikation nicht
mehr.

Definition Fir A € Mat(n x m,R) und A € R definieren wir eine neue
Matrix, bezeichnet durch A - A, durch

()\'A>i,j:)\'Ai,j; 1€ {1,2,...,n},j € {1,2,...,777,}
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Diese heifst A-faches der Matrix A und - heifst Multiplikation einer Matrix
mit einem Skalar.

Man kann eine reelle Matrix A mit einem komplexen Skalar A € C mul-
tiplizieren, aber man muss beachten, dass das Resultat A - A eine komplexe
Matrix wird!

Auch weitere Operationen mit Matrizen sind in Anwendungen benutzt.
Das komponentenweise Produkt von zwei Matrizen heifst Hadamard-Produkt

(A ® B)%] = (A)Z,] . (B)Lj) 1€ {1,2, Ce ,m},j c {1,2, Ce ,’I’L}

und ist in verlustbehaftete Datenkompression, wie JPEG, benutzt.
Das Min-Plus-Matrixmultiplikation von zwei Matrizen ist folgender-
weise definiert: fiir A, B € Mat(n x n,R) definiere die Matrix H durch

(H);; = die kleinste der Zahlen a; 1+b; j, ajo+b2j, ..., ain+by;, 4,7 €{1,2,...

Dann ist H € Mat(n x n,R). Dieses Produkt ist zur Berechnung des
kiirzesten Weges benutzt.
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8 Korper

Wir bauen weitere algebraische Strukturen auf. Leitmotiv ist R (auch Q, C)
mit zwei bindren Operationen + und -.

Definition Sei K eine Menge und seien + und - zwei bindre Operationen auf
K. Die Struktur K mit + und - heift Korper, wenn folgende Eigenschaften
erfiillt sind:

i) K mit + ist eine kommutative Gruppe, mit neutralem Element 0;
ii) K\ {0} mit - ist eine kommutative Gruppe mit neutralem Element 1;

iii) Es gilt das Distributivgesetz zwischen + und -

Va,bce K: a-(b+c¢)=(a-b)+ (a-c).

Falls stattdessem nur die Eigenschaften
i) K mit + ist eine kommutative Gruppe, mit neutralem Element 0;
ii") K mit - ist eine Halbgruppe;
iii’) Es gilt das Distributivgesetz zwischen + und -:

Va,b,ce K: a-(b+c¢)=(a-b)+(a-c), (a+b)-c=(a-c)+(b-c)

gelten, dann heifst K’ mit + und - ein Ring.

Der Bequembheit wegen wird - immer vor + ausgefiihrt und auf Klammer-
setzen verzichtet. 0 wird Nullelement und 1 wird Einselement genannt.

Beispiele:
e Q R, C mit 4+ und - sind jeweils Korper.

e 7 mit + und - ist ein Ring.

Zs mit 4+ und - ist ein Korper; siehe Tabellen fiir +, -.

Ist p Primzahl, dann ist Z, mit + und - ein Kérper (ohne Beweis).

Allgemein ist Z, mit 4+ und - ein Ring.
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e Der wesentlicher Unterschied zwischen einem Korper und einem Ring
ist, ausser eventuell fehlende Kommutativitat, dass man in einem Kor-
per fiir jedes a # 0 eine Inverse beziiglich der Multiplikation finden
kann und in einem Ring nicht.

e Die Menge reeller 2 x 2-Matrizen spezieller Gestallt
{A € Mat(2 X 2,R : (A)l,l = (A)Q’Q VAN (A)LQ = —(A)le}

mit + und - ist ein Korper (siehe Ubung). Diesen Korper kann man
mit dem Korper C mit + und - identifizieren. Man sagt, dass diese
zwei Korper sind isomorph.

Satz (Rechenregeln fiir Koérper) In jedem Kérper K mit + und - gelten
folgende Aussagen:

i) Fiir jedes a € K ist 0-a = 0.

ii) Die Inverse zu a € K beziiglich + ist (—1) - a, wobei —1 die Inverse zu
1 beziiglich + ist. Also: —a = (—1) - a.

iii) Nullteilerfreiheit:

Va,be K: a-b=0= (a=0Vb=0).

Ausserdem gelten natiirlich die Rechenregeln fiir Gruppen.

Beweis i) ohne Beweis; man konnte den Beweis fiir reelle Zahlen anpassen,
siehe [Brill, Satz 8.8].

ii) ohne Beweis, als Ubung empfohlen.

iii): Wenn a = 0, dann sind wir fertig. Wenn a # 0, dann sei a™! €
K die Inverse zu a beziiglich - (diese existiert nach der Eigenschaft ii) in
der Definition). Wegen i) gilt, der Vorasssetzung a - b = 0, Assoziativitét,
Eigenschaft der inverse und der Einselement gilt:

0O=a'-0=a'(a-b)=(a"-a)-b=1-b=0.

Folglich ist in diesem Fall b = 0 und die Aussage ist bewiesen. O

38



9 Vektorraum

Leitmotiv: die Ebene R? mit Addition von zwei Vektoren v,w € R? und
Multiplikation eines Vektors v € R? mit einem Skalar A € R.

Definition Seien V' und K nichtleere Mengen. Seien + und - zweistellige
Operationen auf K, @ : V x V — V eine zweistellige Operation auf V' und
® : K xV — V eine Abbildung (alle diese Abbildungen schreiben wir als
Operationen). Die Struktur V' mit K,®,® heikt Vektorraum iiber K,
wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind:

i) K mit 4+ und - ist ein Korper, bezeichne O sein Nullelement und 1
sein Einselement;

ii) V mit @ ist eine kommutative Gruppe, sein neutrales Element sei durch
Oy bezeichnet, die Inverse zu v durch —uv;

iii) es gelten fiir \,u € K, v,w € V folgende Gleichheiten:
AO (@ w) = (ADv) & (Ao w),

A1) Ov=(A00) @ (o),
A p)©v=20(LOW),
1l ©v=w.

Die Elemente von V heifsen Vektoren, die Elemente von K heiften Skalare,
@ heiflt Addition von Vektoren, ® heifst Multiplikation eines Vektors

mit einem Skalar. 0y heifst Nullvektor.
Der Bequemheit wegen wird & mit + bezeichnet, © mit - bezeichnet
oder weggelassen. 0y und auch Ox werden als 0 bezeichnet. Also +,- und 0

haben je nach Kontext verschiedene Bedeutungen! Zur Unterscheidung sind
Vektoren oft mit 7, v, v bezeichnet, jedoch nicht immer.

Beispiele:
e Die Ebene R? iiber R ist ein Vektorraum.

e R” {iber R ist eine Vektorraum (n € N). Man kann R durch einen
anderen Korper, z.B. C oder Z3 ersetzen, es wird immer noch ein Vek-
torraum (iiber den entsprechenden Korper).

e Mat(m x n,R) tiber R ist eine Vektorraum. Man kann R durch Q,C
oder Z, (p Primzahl) ersetzen, es wird immer noch ein Vektorraum.
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e C iiber R ja, C iiber C ja, R iiber C nicht !
e R iiber Q ja, R iiber R ja, Q iiber R nicht, Q tiber Q ja. !

e M = {f : f ist eine Abbildung von [0, 1] C R nach R}, definiere Ad-
dition, Multiplikation mit Skalar aus R. Dann ist M ein Vektorraum
iiber R.

Satz (Rechenregeln fiir Vektorridume) In einem Vektorraum V iiber K
gelten fiir v € V und A € K folgende Aussagen:

i) O -v =0y und A -0y = Oy,
i) —v=(—1g) v,
i) A-v=0y = (A=0xgVov=0y).
Ausserdem gelten natiirlich die Rechenregeln fiir Gruppen und Korper.

Ohne Beweis (Ahnlich wie bei Korper), siehe [Brill, Satz 10.1].

Definition Sei V' ein Vektorraum iiber K, und seien vy, ...,v, € V (n € N).
Jedes Element von V' der Form

Ap-vr e Aoy

mit Ay, ..., A\, € K heifst eine Linearkombination der Vektoren v, ..., v,.
Die Menge aller Linearkombinationen von vy, . .., v, heifst die lineare Hiille
der Vektoren vy, ..., v, und wird durch lin(vy,ve, ..., v,) bezeichnet. Also

lin(vy,...,00) ={ A -v1+-F Xyt A1, A, € K}
={veV:I,...,. €K :v=X N v+ -+, -v,}CV.

Wir setzen lin() = {0,}

Beobachtung: Die lineare Hiille ist mit der Struktur (die Operationen)
aus V' ein Vektorraum iiber den Koérper K, wir sagen, dass es ein Unter-
vektorraum des V' ist.

Satz Sei ein System von n Vektoren vy, ..., v, in einem Vektorraum V iiber
K gegeben, und wir betrachten folgende Umformungen des Systems:

(U1) Vertauschen von zwei Vektoren.

(U2) Ersetzen eines Vektors durch sein A-faches mit A # 0.
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(U3) Ersetzen eines Vektors v; durch v; + Av;, wobei A € K.

Dann gilt: Die lineare Hiille des originalen Systems ist gleich der linearen
Hiille des neuen Systems.

Zu Beweis: Beachte, dass die Riickumformungen sind wieder der obigen
Form. Fiir (U1), (U2) ist die Aussage des Satzes klar. Fiir (U3) folg sie aus
der Rechenregeln,

)\i(vi + )\’Uj) + )\jUj = \iv; + ()\z)\ + )‘j)vj )

und dass die Gleichung M\ + \; = 1 in dem Korper K eindeutig 1osbar fiir
die Unbekannte \; ist. Durch das mehrfaches benutzen von (U3) kann man
einen Vektor v; durch die Summe von v; und einer Linearkombination von
den restlichen Vektoren ersetzen.

Definition Sei V' ein Vektorraum iiber K, sei n € N und seien vq,...,v, €
V. Wir sagen, dass die Vektoren vy, ..., v, linear unabhéngig sind, falls
folgende Aussage wahr ist:

VAL A € K i Aor 4+ Ayt = Op = (A; = 0 A+ A Ay = O).

Sonst sagen wir, dass die Vektoren vy, ...v, linear abhangig sind. Also,
vy, . ..U, sind linear abhédngig genau dann, wenn

N, ERK Mo+ Mo, =00 A Jie{1,2,...,n} N £ Ok .

Beispiele
e in R? {iber R: (1,2,3),(0,2,3),(0,0,3) sind linear unabhiingig.

e in C! {iber R: (i), (1) sind linear unabhéngig.
, (1

(
e in R? iiber R: (1,2,3),(1,2,3),(1,0,3) sind linear abhéingig.
(
e in C! {iber C: (i), (1) sind linear abhéingig.

Satz Seien vy, vs,...,v, Vektoren eines Vektorraumes, n € N. Diese Vek-
toren sind linear abhingig genau dann, wenn mindestens einer von ihnen sich
als eine Linearkombination der restlichen darstellen lasst.

Beweis. Der Vektorraum sei V', der Kérper K genannt.
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Seien vy, ..., v, € V linear abhéingig. Dann existieren Skalare A1,..., \, €

K so, dass
/\1’Ul+.../\n1}n:0\/ s

und nicht alle Skalare A\, gleich O sind. Diese letzte Eigenschaft bedeutet,
dassesi € {1,...,n} mit \; # O existiert. Wir kénnen dann v; als Linear-
kombination den restlichen Vektoren folgenderweise darstellen:

-1 -1 -1 -1
V; = _>‘i )\1"01 — = )\1 )\i_lvi_l — )‘z )\Hlviﬂ — = /\z )\nvn .

Sei jetzt der Vektor v; darstellbar als Linearkombination den restlichen
n — 1 Vektoren vy,...,v;_1,v;41,...,v,. Das bedeutet, dass es n — 1 Stiick
Skalare i1, ..., fi—1, fbit1, - - - » fbn, €Xistieren, sodass

U = U1 s A i—1Vie1 T fip1 Vi T i Up
Dann haben wir die Linearkombination

(—p)vr + -+ (=pi)vicr + Ly + (i) vigr + -+ (=) vn = Oy

in welcher nicht alle Koeffizienten (—p1), ..., (—pi—1), 1e, (—ptix1)y -, (—ptn)
gleich Og sind, ndmlich der i-ter Koeffizient ist 1x # Ox. Damit sind die
Vektoren vy, ..., v, nicht linear unabhéngig. O

Satz Sei ein System von n Vektoren vq,...,v, in einem Vektorraum V'
gegeben, und wir betrachten folgende Umformungen des Systems:

(Ul) Vertauschen von zwei Vektoren.
(U2) Ersetzen eines Vektors durch sein A-faches mit A # 0.
(U3) Ersetzen eines Vektors v; durch v; + Av;.

Das originale System ist genau dann linear unabhingig, wenn das neue Sys-
tem linear unabhéngig ist.

Im Vektorraum R" iiber R kann man mit dem folgenden Verfahren entschei-
den, ob gegebene Vektoren vy, ..., v, linear unabhéangig oder linear abhéngig
sind: Bilde die m mal n Matrix aus Koordinaten (Koordinaten als Zeilenvek-
tor) der Vektoren, bringe mit Gauf-Verfahren auf Zeilenstufenform (d.h.
in jeder Zeile mindestens eine 1, links und unten davon 0, von einer Zeile
zur darunter stehenden nimmt die Anzahl der Nullen links von der 1 um
mindestens eins zu). Wenn das geht, sind die Vektoren linear unabhéngig,
wenn das nicht geht, sind sie linear abhéngig. Insbesondere, fiir n < m sind
sie linear abhéngig.
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9.1 Basis

Definition Sei V' ein Vektorraum iiber dem Korper K. Eine Teilmenge
B C V heikt (algebraische) Basis des Vektorraumes V', wenn folgende
Eigenschaften erfiillt sind:

i) fiir jedes v € V existiert eine natiirliche Zahl n, und es existieren n
Elemente aus B, by, bs, ..., b,, und es existieren n Elemente aus dem
Korper K, A, ..., \,, sodass

U:)\lb1+)\nbn

ii) fiir alle n € N und alle by,...,b, € B und alle \y,...,\, € K gilt:

Beobachtung: Wenn die Menge B endlich viele Elemente hat, bedeutet die
ii), dass diese Vektoren linear unabhéngig sind, und i), dass die lineare Hiille
von diesen Vektoren schon das ganze V ist. Ein Basis ist also eine “kleinste”
Teilmenge des Vektorraumes, die den ganzen Vektorraum “erzeugt”.

Beispiele:

e R™iiber R: B = {(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)} ist Basis
e Mat(m x n,R) tiber R: es gibt eine Basis mit n - m Elementen

e C!iiber R: B = {1,i} ist eine Basis

e Ciiber C: B = {1} ist eine Basis

))1 {( ) )7( ’0)7( 72)} Lln((o 1)) = { 0

e Z2iiber Z3: Lin((1,0)) = 2 0 (
= ( ’O> ( ’ )7(070)’(0’ ) (0 2)7( ’O)}:Z?’,;{

Lln((l 0),(0,1))

ist eine Basis.

0
{

e M = {f: f ist eine Abbildung von N nach R}, Elemente (anders geschrieben)
(a1, as, ... ) heifen unendliche Folgen reeller Zahlen. Definiere Ad-
dition, eine bindre Operation auf M, koordinatenweise, und Multiplika-
tion einer Folge mit einer reellen Zahl (koordinatenweise). Damit ist
M ein Vektorraum iiber R.

My = {(a1,a2,...) € M : 3n € N sodass Vm € N: (m >n = a,, =0)}
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mit oben gegebenen Operationen ist Vektorraum iiber R.
B =1{(1,0,0,...),(0,1,0,...),(0,0,1,0,...),...}

ist (algebraische) Basis von M. B ist keine algebraische Basis von M,
da z.B. das Element (1,1,...) € M sich nicht als Linearkombination
von endlich vielen Elementen der Menge B darstellen lésst !

o M ={f: f ist eine Abbildung von R in R mit D; = R der Form f(z) =
a+br,x € R, wobei a,b € R} ist ein Vektorraum iiber R;

B = {fl)fQ} )
wobei fi(z) =1 und fy(x) = z fir z € R, ist eine Basis.

Es gilt: Wenn By und B; zwei Basen eines Vektorraumes V iiber K sind,
dann haben sie “genauso viele Elemente”. Das kann man z.B. so ausdriicken,
dass es eine bijektive Abbildung zwischen von der Menge B; auf die Menge
By gibt. Der Beweis obiger Aussage ist aber nicht elementar und wir werden
uns damit nicht beschéftigen. Die Zahl, welche die Anzahl der Elemente
einer Basis beschreibt (falls endlich), heifft Dimension des Vektorraumes.
Wenn die Basis unendlich viele Elemente hat, sagt man, dass der Vektorraum
unenedlich-Dimensional ist. Dass jeder Vektorraum eine (algebraische)
Basis besitzt, ist eine Aussage, deren Beweis nicht elementar ist.
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10 Lineares Gleichungssystem

Beispiel 1. Gesucht sind x1, x5, 23 € R so, dass die Gleichungen

—x1 + 2r9 + 13 = —2,
31’1 - 8.1‘2 - 2(133 = 4,
1 +4x3 = -2

gelten. Wir schreiben zuerst die Aufgabe um. Seien

-1 2 1 -2 T
A= 3 -8 —2|cMat(3x3,R),b=[ 4 | €eR® o= |2, | €R?,
160 4 -2 T3

dann kann man das obere System von drei Gleichungen als eine Gleichung
fiir Vektoren schreiben:

A-x=b.

Mit dem Gauls’schen Algorithmus bekommen wir, dass die Losungsmenge als
Teilmenge des R?

—~
le»—‘N)

}
1

ist. Bei dem Gaufs’schen Algorithmus kann man aufhoren, sobald die Matrix
Alb auf eine Zeilenstufenform gebracht ist.

Beispiel 2. Bestimme alle z € R® so, dass A-x = b, A-x = d beziehungsweise
A- = Ogs, wobei

3 -1 0 5 1 1 1
0 0 -5 4 2 2 2
A= 0 0 0 10 b= 3 bzw. d = 3
0O 0 0 0O 4 0

Beachte, dass die Matrix A schon in Zeilenstufenform ist. Die entsprechende
Losubngsmengen sind:

14 1 _1 1 1
3 3 3 3 3
0 1 0 1 0
@,{ 2 425 | O | 425 % P T9,T5 € R}, {IQ 0 |+z5 % P X9,T5 € R},
3 0 0 0 0
0 0 1 0 1
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Seien n,m € N, by,...,b,, € Rund a;; € R (i € {1,2,...,m}, j €
{1,2,...,n}) gegeben. Die Aufgabe ist die Unbekannte zi,...,z, € R zu
finden, so dass folgende Gleichungen erfiillt sind:

1171 + a2 122 + - + a1 %, = by,
2121 + A29%2 + -+ - + Ao pTy = by,
Am,171 + Q222 + -+ AmnTn = bm

Das ist ein lineares Gleichungssystem in R.

by
Matrix- und Vektorschreibweise: mit b = | . | € R" (als Spaltenvek-
b
T1
tor gesehen), und A = (a;;) € Mat(m x n,R), = = [ . | € R* und
Tn

Matrixmultiplikation-Notation ist das obere System umgeformt als

A-z=0b.

Definition Wenn b = 0, dann heifst das System homogen, wenn b # 0,
dann heiftt es inhomogen und in diesem Fall heifst das System Ax = 0 das
zugehorige homogene System. Die Menge

Los(A,0) = {z € R": Az =0}

heiftt Losungsmenge des homogenen Systems, und die Menge
Los(A,b) = {x € R" : Az = b}

heifst die Losungsmenge des (inhomogenen) Systems.

Satz (iiber der Losungsmenge eines linearen homogenen Gleichungssys-
temes) Die Losungsmenge einen linearen homogenen Gleichungsystemes in
dem Korper K fiir n Unbekannten ist, als Teilmenge von K™, ein Vektorraum
iiber K, also ein Unterraum von K.

Beweis. Es reicht zu nachpriifen, dass fiir z,y € Los(A,0) und A € K

gelten
x +y,\x € Los(A,0) .

Wir rechnen mit Rechenregeln fiir Matrizen:

A-(z4+y)=A4A-2+A-y=04+0=0,A-(Mz)=XA-2)=A-0=0.
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Damit gelten die oberen Aussagen. Die restliche Eigenschaften in der Defi-
nition eines Vektorraumes sind automatisch erfiillt. O

Satz Sei ein lineares Gleichungssystem mit einer Matrix A gegeben. Wir
betrachten Umformungen der Matrix A durch endlich vielen EZUs und beze-
ichnen A die so erhaltene Matrix. Dann gilt

Los(A,0) = Los(4,0) .

Beweis. Jede Umformung entspricht der Multiplikation von links mit
einer Matrix Z; bestimmter Form, welche zusétzlich invertierbar ist. Insge-
samt entspricht die ganze Umformung der Multiplikation von links mit einer
Matrix Z = Z, - --- - Z; welcher invertierbar ist. A = ZA, Z7'A = A. Es
gelten:

Ar=0=ZAx=20=0, Ar=0=Z'"Az=2"'0=0.

Damit ist B
x € Los(A,0) < x € Los(4,0) .

4

Satz (iiber der Losungsmenge eines linearen inhomogenen Gle-
ichungssystemes) Sei A € Mat(m x n,R), b € R™ gegeben. Die Menge
Los(A, b) ist entweder leer, oder hat mindestens ein Element x, € Los(A,b)
und in diesem Fall gilt

Ls(A,b) = {zs+x:x € Los(A,0)} .

Beweis: Es reicht den Fall ze betrachten, wenn es ein z; € Los(A,b)
gibt. Sei y € Los(A,b). Dann ist A(y — z5) = Ay — Azs = b—b = 0, also
y — x5 € Loss(A,0) und somit y = 25 +y — x5 € {zs + 2 : x € Los(A4,0)}.

Sei jetzt y € {xs+ x : x € Los(A,0)}. Dann gibt es x € Los(A,0) mit
y =xs+x. Es folgt Ay = A(xs+ ) = Azs+ Az = b+ 0 = b, und deswegen
ist y € (A,b). O

Satz Sei ein lineares Gleichungssystem mit einer Matrix A und rechte Seite b
gegeben. Wir betrachten Umformungen der Matrix A|b durch endlich vielen

EZUs und bezeichnen E\E die so erhaltene Matrix. Dann gilt

Los(A, b) = Los(A, b) .

Anwendung: Gegeben ein Gleichungssystem, wir kénnen diese umformen
und von den neuen System die Losungsmenge einfacher berechnen. Das
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ist der Fall, wenn man die entsprechende Matrizen mit Hilfe von Gaufs-
Algorithmus auf eine Matrix in Zeilenstufenform bringt. Auf die Eiheits-
matrix zu bringen, wenn es geht, ware ideal, die Zeilenstufenform ist aber
auch gut genug. Dieser Weise kann man auch eine Basis der Losungsmenge
(diese heifit Fundamentalsystem) des homogenen Systems finden, bzw. ein
xs € Los(A, b) (diese heift spezielle Losung des inhomogenen Systems).
Eine allgemeine Losung des homogenen Systems ist dann eine Linearkombi-
nation des Fundamentalsystemes, und eine allgemeine Losung des inhomoge-
nen Systemes ist Summe der speziuellen Losung und der allgemeinen Losung
des zugehorigen homogenen Systemes.

Bemerkung: Man kann R durch einen anderen Kérper K ersetzen. Dann
sind a;j, b; € K, man sucht Elemente x; € K, und man rechnet mit den
Rechenregeln des Korpers K. Die Mengen K™, K™ sind als Vektorrdume
iiber K zu sehen.
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11 Polynome
Wir definieren die Menge

Pol(R) ={p : p ist ein formaler Ausdruck
p(z) = ap2™ + ap_12" -+ ayx + ap mit n € Ny, a, €R,... a9 € R},

ihre Elemente heifsen Polynome mit reellen Koeffizienten. Wir definieren
die bindre Operationen Addition von zwei Polynomen folgenderweise: fiir
p,q € Pol(R), p(z) = apa"™ + -+ + a1x + ag, q(x) = bpx™ + -+ + byx + by,
wir bezeichnen zuerst bei [ die gréfere der Zahlen n,m, und der formaler
Ausdruck

(al + bl)l’l —+ ... (CLl + bl)l’ + ((ZO + bo)

nennen wir p @ gq. Wir definieren die binédre Operationen Multiplikation
von zwei Polynomen folgenderweise: fiir p,q € Pol(R), p(z) = a,a™ +
<o+ arxr+ ag, q(x) = bpx™ + -+ -+ bix + by, wir bezeichnen zuerst [ = n - m,
und der formaler Ausdruck

(A - b)) 4 (apbm—1 + Gp1bp) 2™ ™ (a1bo + agby)x + (ag - bo)

nennen wir p ® q. (Berechne p(z) + ¢(z) bzw. p(z) - ¢(x) als ob x € R
ware und forme das Resultat in einen Polynom um, um p @ g bzw. p ® q zu
bestimmen.) Der Einfachheit halber werden wir statt @ nur +, und statt ©
nur - oder ghar nichts schreiben.

Satz Pol(R) mit 4+ und - ist ein kommutativer Ring.

Wir definieren Multiplikation eines Polynomes mit einer rellen
Zahl (Skalar) folgenderweise: fiir p € Pol(R), p(x) = a,z" + ... a1 + ay,
und A € R

A-ap)z" + -+ (A-a)z+ (X ap)

und nennen diese A - p. Der Einfachheit halber lassen wir die Notation - weg.

Satz Pol(R) mit Addition von zwei Polynomen und Multiplikation eines
Polynomes mit einem Skalar ein Vektorraum iiber R.

Bemerkung: Wir kénnen den Korper R durch einen anderen Korper er-
setzen, und die obigen Aussagen bleiben giiltig.
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12 Lineare Abbildungen

Wenn wir eine Abbildung f aus der Menge M; in die Menge M; haben,
und diese bijektiv ist, konnen wir sagen, dass M; und M, genauso viele
Elemente haben. Wenn die Mengen M, M, zusétzlich eine algebraische
Struktur haben, kénnen wir untersuchen, ob die gegebene Abbildung diese
Struktur tibertragt. Zum Beispiel, wenn M; mit ¢ eine Gruppe, und Ms mit
¢ eine Gruppe ist, ob f(21Oy;) = f(21)Of(y1) fir alle x1,y; € My gilt. In
der Geometrie war es wichtig, ob eine Abbildungen den Abstand (und andere
geometrische Objekte) respektiert und bijektiv ist, diese hat man Bewegung
genannt.

In diesem Kapitel werden wir nur Abbildungen zwischen Vektorraumen
iiber dem (gleichen!) Korper betrachten.

Definition Sei K ein Korper, sei U mit (Vektoraddition) @y und (Skalar-
multiplikation) - ein Vektorraum iiber K, sei V' mit (Vektoraddition) @y
und (Skalarmultiplikation) -y ein Vektorraum iiber K, und sei f : U — V
eine Abbildung mit Definitionsbereich U. f heift lineare Abbildung, falls
sie folgende Eigenschaften erfiillt:

i) fiir alle uy,us € U gilt f(ug Gy ug) = f(ur) ®v f(ua2),
ii) fiir alle w € U und fiir alle A € K gilt f(A -y u) = Xy f(u).

Beispiele.
e R? ist ein Vektorraum iiber R; fg, fp : R> — R? seien gegeben:

fs ((:;)) = (_xy), Spiegelung an der z-Achse. fg ist eine lineare
Abbildung.

fr ((i)) = (g), Projektion auf die z-Achse. fp ist eine lineare Ab-
bildung.

Allgemein, fiir A € Mat(2 x 2,R) sei f4 : R?> — R? gegeben durch
fA((z)) =A- (5) Dann ist f4 eine lineare Abbildung. Fiir A =

<(1) _01) bekommen wir fg, fir A = (é 8) bekommen wir fp.

e R ist ein Vektorraum iiber R; betrachte folgende Abbildungen f: R —
R:
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f(z) =2x,x € R: f ist eine lineare Abbildung.

f(z) =2x 4 3,z € R: f ist keine lineare Abbildung (diese wird affine
Abbildung heifen).

f(z) = 2% x € R: f ist keine lineare Abbildung (diese wird quadratis-
che Abbildung heifen).

Allgemein, fiir a € R ist f,(x) = az,z € R, eine lienare Abbildung.
o f:R? R, f ((;)) = x ist eine lineare Abbildung. Allgemein, fiir

A€ Mat(l x 2,R) sei fa : R® = R gegeben: fA((g)) =4 (5) fa

ist eine lineare Abbildung aus R? (Menge von Spaltenvektoren) in R.

Anderseits, fiir B € Mat(2x1,R) sei fp : R? — R gegeben: fp( (z)) =

(x y) - B, f4 ist eine lineare Abbildung aus R? (Menge von Zeilenvek-
toren) in R.

f(z) = (2 —3z),z € R, ist cine lineare Abbildung aus R in R?
(Zeilenvektoren).

Satz (Eigenschaften linearen Abbildungen)

a) Wenn f : U — V lineare Abbildung ist, dann gelten f(0,) = Oy,
f(—u) = —f(u) fir w € U, wobei Oy € U den Nullvektor in U und
0y € V den Nullvektor in V' bezeichnet.

b) Wenn f: U — V und g : V — W lineare Abbildungen sind, dann ist
go f:U — W eine lineare Abbildung.

c¢) Wenn f : U — V eine bijektive lineare Abbilung ist, dann ist f_;
V' — U auch eine lineare, bijektive Abbildung.

Beweis: Fiir einen beliebigen u € U gilt: f(u) =
folglich ist Oy = —f(u) + f(u) = —f(w) + (f (u) + f
f(0r) =0y + f(0r) = f(Or). Weiter gilt f(—u) = f
—f(u). Damit ist der Teil a) bewiesen.

c) ist ohne Beweis, siche [Brill, Satz 11.3].

O
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Definition Seien U,V Vektorrdume tiber R und f : U — V eine lineare
Abbildung. Die Menge

{ucU: f(u) =ot = f1({0})

heift Kern (Nullmenge) der Abbildung f und wird durch Kery bezeichnet.
Die Menge

We=f(U)={veV:3uecUmit f(u) =v}

heifst Bild von f und wird durch Im; bezeichnet.
Wenn M eine Menge ist und f: M — M eine Abbildung ist, dann heifst
die Menge
{veM: flv)=uv}

die Fixpunktmenge der f. Wenn eine Menge A C M die Eigenschaft
f(A)=A

hat, sagen wir, dass A invariant unter f ist, oder dass die Abbildung f
lasst die Menge A invariant.

Beispiele

e Kern der Spiegelung fg ist { (8) }, Bild der Spiegelung fs ist die Ebene,

Kern der Projektion fp ist die y-Achse, Bild der Projektion fp ist
die x-Achse. Die Fixpunktmenge der Spiegelung ist die x-Achse, die
Fixpunktmenge der Projektion ist die x-Achse.

e A € Mat(m x n,R, f(z) = A-x, v € R" (Spaltenvektoren), dann
ist Kery = Los(A,0). Ausserdem gilt: b € Im; genau damm, wenn
Los(A,b) # 0.

e In Krystallographie bestimmt man bijektive Abbildungen, welche die
gegebene Figur invariant lassen. Diese Menge mit der Operation Kom-
position bildet eine Gruppe, die sogenannte Symmetriegruppe der
Figur.

Satz (liber Kern und Bild einer linearen Abbildung) Seien U und
V' Vektorrdume iiber den Kérper K und sei f : U — V eine lineare Ab-
bildung. Dann ist Kers, als Teilmenge von U und mit der Struktur von U,
ein Vektorraum tiber K (Uterraum von U). Imy, als teilmenge von V und
mit der Struktur von V, ist ein Vektorraum tiber K (Unterraum von V).

52



Wenn zusétzlich U und V' endlich dimensional sind (d.h. besitzen jeweils
eine Basis mit endlich vielen Elementen, deren Anzahl die Dimension des
Vektorraumes heifst), dann gilt die Dimensionsformel:

Dim Kery +DimIm; = Dim U .

Beweis der ersten Aussage. Um zu beweisen, dass Ker; ein Vektorraum
ist, gentligt es zu zeigen, dass fiir uy,us € U und A € K gelten

flug +u2) € Kery,  f(Auy) € Kery .

Wir berechnen: f(u; + uz) = f(u1) + f(u2) = Oy + 0y = Oy, f(Auy) =
Af(u1) = A0y = Oy, damit ist diese Aussage bewiesen.

Der Rest der Aussagen ist ohne Beweis, da der Beweis der Dimensions-
formel lang ist. Siehe [Muthsam, Lineare Algebra und ihre Anwendungen,

Satz 4.4.1]. O

Anwendung

e In der Situation A € Mat(m x n,R), f: R* - R™ mit f(x) = A - x,
r € R™ (Spaltenvektoren) heifst die Zahl Dimension des Bildes der f
Rang der Matrix A. Aus der Dimensionsformel bekommen wir

Dim Los(A,0) = n — Rang(A) .

e In der gleichen Situation aber im speziellen Fall m = n, ist f : R* —
R™, und es gilt die Beobachtung: wenn f injektiv ist, dann muss f schon
bijektiv sein, und wenn f surjektiv ist, dann muss f schon injektiv sein.

e In unendlich dimensionalen Fall gilt die obere Beobachtung nicht. Be-
trachte f((a1,as,...)) = (az,a3,...), g((a1,a2,...)) = (0,a1,az,...)
h((al, as, . .. )) = (al, as, . .. ,aloo)

Satz Seien U, V' Vektorrdume iiber K, sei B eine Basis von U (B C U), und
sei die Abbildung f : B — V mit Definitionsbereich B gegeben.
Dann existiert genau eine Abbildung f : U — V mit der Eigenschaften

i) f ist linear, und

ii) f(b) = f(b) fiir alle b € B.

Beweis.
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12.1 Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen Vek-
torraumen endlicher Dimension und Matrizen

Fiir diese Abschnitt sei U ein Vektorraum iiber K mit Basis {uq, ug, ... u,},
und V' ein Vektorraum tiber K mit Basis {vy,va,..., 05} (m,n € N).

Satz

a) Sei A € Mat(m x n, K). Dann ist die Abbildung f : U — V definiert
durch f(Z?Zl Ajuj) = > v, wobel fiir A, ..., A\, € K die Skalare
1, - - i € K durch folgende Matrixmultiplikation gegeben sind:

L An
eine lineare Abbildung.

b) Sei f : U — V eine lineare Abbildung. Dann existiert eine Matrix
A € Mat(m x n, K) so, dass f mit dieser A den obigen Gestalt hat.

Beweis. a) Da {uq,...,u,} eine Basis ist, fiir jedes u € U existieren
Skalare A1, ..., A, € K so, dass u = 37 | A\ju;.

Sind u,u € U, dann existieren Ay,..., A\, € K und Ay,..., A, € K so,
dass u=3"7 | \ju; und @ = 37| Aju;. Wir berechnen

m

fw) + f(u) = ZMM + Zﬁﬂ’z‘ = Z(Mz + Hi)vi
i=1 i=1

=1

wobel i, ..., b DZW. iy . .. by AUS A, ..., A\, bzw. Xl, e ,Xn durch das
Matrixmultiplikation oben entstanden sind, und in der zweiten Gliechheitze-
ichen Rechenreglen in einem Vektorraum benutzt sind. Wir berechnen jetzt
f(u + w). Dazu schreiben wir zuerst mit Hilfe von Rechenregeln in einem
Vektorraum w+u = > (Aj + Xj)uj. Dann benutzen wir die Rechenregeln
fiir Matrixmultiplikation

(A1 + Xl) A1 X1 1 [
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und bekommen

m

f(u"‘ﬂ):Z(Nri‘ﬁi)vz':f(u)ﬂLf@)‘

i=1
Ahnlich priift man nach, dass fiir v € U und ¢ € K gilt f(cu) = cf(u).

Damit ist f linear.

b) Da f(u) fiir alle u € U gegeben ist, ist insbesondere f(u;) € V' gegeben.

Da {vy,...,v,} eine Basis von V ist, existieren Skalare a1 1,a21,...,am1 €
K, sodass
m
f(ul) = E CLZ‘J * U;.
i=1
Ahnlich sind f(uz) usw. bis f(u,) € V gegeben, also existieren a; 2, a2, ..., am2 €
K, usw. bis a1, a2, ... ,0m, € K so, dass

flug) = Z a2 - vy, usw. bis  f(u,) = Zai,n S
i=1

i=1

Bilde die m x n-Matrix von Elementen aus K:

aia aro ... a1n
as 1 as o ... a9

A= ’ ’ ™1 € Mat(m xn,K) .
m,1 Am2 .. Qmn

Schliesslich miissen wir noch nachpriifen, dass diese Matrix passt. Sei dafiir
u € U. Dann existieren Ay, ..., \, € K so, dass u = Z?Zl Ajuj. Wir rechnen
(und benutzen das Einsetzen, die linearitét von f, die Definition von q; ;, die
Rechenregeln in einem Vektorraum und insbesondere die Kommutativitat
der Vektoraddition, und die Definition der Matrixmultiplikation):

f (Z Aj“j) =) Nflu) =Y N v
j=1 j=1 j=1 =1

f(u)

wobel
M1 A

Ji. An
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Damit hat die Matrix A die gewiinschte Eigenschaft.
O

Definition Mit der obigen Notation heifst A die Abbildungsmatrix der
Abbildung f beziiglich der Basen {u,,...,u,} (= By) und {vy,...,v,}
(= By). Bezeichnet wird sie durch Ay g, p, .

Satz Mit der Notation aus der Definition gilt:

a) Seien U,V bzw. W Vektorrdume iiber K mit Basen By, By bzw. By
und seien f: U — V, g:V — W lineare Abbildungen. Dann ist

A.‘]OvaUzBW = Angv,Bw .Af:BUyBV .

b) f ist bijektiv genau dann, wenn Ay g, g, Inverse beziiglich Matrixmul-
tiplikation besitzt und in diesem Fall ist

-1

As_y.By.By = (Af.By.BY)

Ohne Beweis. Siehe [Muthsam, Lineare Algebra und ihre Anwendungen,
Abschnitte 3.3, 3.5 und 4.3|
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13 Vektorraum mit Skalarprodukt:
eine geometrische Struktur

Motivation: Den Vektorraum R? iiber R kann man auf der Euklidischer
Ebene veranschaulichen, aber es ist nicht wichtig, ob diese Ebene gerade,
geddhnt, schreg, eventuell verbaugt ist. Ab jetzt wollen wir unterschied zwis-
chen gedéhte und nicht geddhte, gerade oder schrege Ebene aufnehmen (Die
verbéugte Variante wird in Analysis betrachtet.)

Der Grundbegriff ist eine Abbildung mit speziellen Eigenschaften, welche
Skalarprodukt genannt wird. Aus diesem werden wir die Begriffe Lénge,
Abstand, Winkel ableiten kénnen.

Definition Sei V' ein Vektorraum iiber R, und sei f : V x V — R eine
Abbildung mit Definitionsbereich V' x V. Sie heifst Skalarprodukt auf V,
falls sie folgende Eigenschaften hat:

i) fiir jedes up € V ist die Abbildung v — f((ug,v)) eine lineare Abbil-
dung (als Abbildung zwischen Vektorraumen iiber R) und

ii) fiir jedes vy € V ist die Abbildung u +— f((u,vp)) eine lineare Abbildung
(als Abbildung zwischen Vektorrdumen iiber R) (f mit i) mit ii) heifst
bilinear),

i) Yu,v € V gilt f((u,v)) = ((v,u)) (symmetrisch),

iv) f((Oy,0y)) =0 und fir u € V mit u # Oy ist f((u,u)) > 0 (positive
Definitheit).

Definition Sei V' ein Vektorraum iiber R mit Skalarprodukt f. Fiir v € V
heifst die reelle Zahl v/ f((v,v)) Lange (Norm) des Vektors v beziiglich f.
Fiir P,Q € V heift /f((P — Q, P — Q)) Abstand (Distanz) zwischen P
und Q.

Beispiele

Y1 Y2
heifst Euklidisches Skalarprodukt. Die Lénge ist ... , Abstand ist

o auf R f 11 , <CB2 = 129 + Y12 ist ein Skalarprodukt und

e Sei (al’l a1’2) € Mat(2 x 2,R), und definiere f : R* x R> — R durch

Q21 Q22

G- Go) = () (32)
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Wir rechnen nach, dass f genau dann ein Skalarprodukt ist, wenn
die Bedingungen a;2 = ag; (flir Symmetrie), a;; > 0,a22 > 0 und
(11022 — a5 > 0 (fiir positive Definitheit) erfiillt sind.

e Insbesondere ist f ((Zl) , (?)) = 4x129 + 9y192 ein Skalarprodukt
1 2

auf R? und representiert die ausgedihnte Ebene (in Richtung x mit
Faktor 2, in Richtung y mit Faktor 3). Die Lange des Vektors (1,0) ist
2.

Notation: (u,v) fiir Skalarprodukt, ||v| fir Lénge, dist(P, Q) fiir Abstand.
Auf dem Vektorram R™ (n € N) ist mit f((x,y)) = z1yl + z2y2 + - -+ + Ty Yn,
x,y € R" ein Skalarprodukt definiert (Beweis ist einfach), welcher euk-
lidisch heift. Die zugehorige Lange heifst euklidische Linge, der zuge-
horiger Abstand euklidischer Abstand.

Definition Sei V' ein Vektorraum iiber R mit Skalarprodukt (.,.) und seien
u,v € V. Wir sagen, dass die Vektoren u, v senkrecht (orthogonal) sind,
wenn (u,v) = 0. Notation: u_Llv.

Eine Teilmenge M C V heift orthogonal, wenn je zwei voneinander
verschiedene Elemente der Menge M zueinander orthogonal sind. M heifst
orthonormal, wenn sie orthogonal, und jedes v € M Léange gleich 1 hat.

Definition Sei V' ein Vektorraum iiber R, und u,v € V. Wir sagen, dass die
Vektoren u, v parallel sind, wenn sie linear abhéngig sind. Notation: u || v.

Beobachtung: u || v genau dann, wenn u ein Vielfaches von v ist oder v
ein Vielfaches von u ist.

Satz Sei V' ein Vektorraum tiber R mit Skalarprodukt (.,.) und seien v,w €
V,w # 0y. Dann existiert genau ein Vektor u € V' so,dass

ulw und v-—ulw.

Diesen Vektor v kann man durch die Formel

(v, w)

T w,w)

berechnen und er heifst Orthogonalprojektion von v auf Lin{w} (die lin-
eare Hiille von {w}). Die Zerlegung v = u 4 (v — u) heift Orthogonalzer-
legung von v entlang Lin{w}.
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Beweis. Wenn u existieren wiirde, dann sind u,w linear abhéngig und
folglich gibt es Skalare \;, Ay € R, nicht beide gleich 0, so, dass \ju + Asw =
Oy. Ist Ay = 0, dann ist Asw = Oy und weil w # 0y, folgt mit Rechenregeln
fiir Vektorrdume, dass Ao = 0. Dass kann aber nicht sein, also muss \; # 0
sein. Damit folgt mit Rechenregeln fiir Vektorrdume, dass u = —’A\—fw, d..h.
u muss die Form v = pw mit p € R haben.

Wir suchen also u in der Form u = pw, p unbekannt. Berechne:

(v —u,w) = (v — pw,w) = (v,w) — p{w,w) .

Dieser Term ist genau dann gleich 0, wenn p = g;i”ué (beachte, dass (w, w) #
0, da w # Oy).
Schlieflich, der Vektor
(v, w)
 {w,w)

Y

geniigt den beiden Bedingungen und es ist der einziger Vektor, der diese
Bedingungen erfiillt. O

Satz (Cauchy-Schwarz-Bunjakowski-Ungleichung) Sei V' ein Vektor-
raum iiber R mit Skalarprodukt (.,.). Dann gilt fiir v,w € V:

[{v, W) < v} - [l ,

wobei ||.|| die Lange beziiglich des Skalarproduktes (.,.) ist. Dabei gilt Gle-
ichheit genau dann, wenn v || w.

Beweis. Wir unterscheiden zwei Fille.

Wenn v = 0y, dann ist (v,w) = (Oy,w) = 0 (nach Eigenschaften linearen
Abbildungen), und ||v] - [|w|| = ||Ov] - [[w|| = 0 ||w|| = 0 (nach Definition
der Lénge, Eigenschaft der Skalarprodukt und Rechenregeln in Korper). Fol-
glich gilt die Ungleichung, sogar mit Gleichheit. Auferdem sind Oy, w linear
abhingig. Folglich gilt die Aquivalenz.

Wenn v # Oy, dann ist (v, v) # 0. Forme den Vektor v = w — ?;Z’;v und

der Schreibabkiirzung wegen benenne y = — %fﬁ . Wir rechnen:

0 < () = (w -+ v, w0+ ) = (w0 + ) + g, w + )
(w,w) + pw, v) + p ({0, w) + p(v, v))
= (w,w) + 2u(v, w) + p?{v,v)

o) — ) g gy 4 0
= (w,w) <M><2, >+<v,v>2< ,2>
PP S L S

ol

(v,0)
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2

Die Ungleichung 0 < [Jw||> — &2

ol

aquivalent umgeformt lautet

(v, w)”
——lwl* - flol*

<

was wiederum &dquivalent zu unsere Aussage ist. Dabei gilt in der oberen
Ungleichungen Gleichheit genau dann wenn u = 0Oy ist, und das bedeutet
dass v, w linear abhéngig sind. O

Folgerung Auf R" nehmen wir das euklidische Skalarprodukt. Die zuge-
horige Abstand ist ||(z1,72,...,2,)| = /o7 + 23+ -+ 22. Der Satz be-
sagt, dass fiir beliebige reelle Zahlen zy, ..., x,,y1,...,y, die Ungleichung

a:lyl—ir---—l—:vnyng\/x%+x§+-~-+x%-\/y%+y§+---—|—y,%

gilt, wobei Gleichheit gilt genau dann, wenn eine Zahl A € R existiert mit
entweder x1 = Ay, 2o = A\ya, ..., Ty = Ay, oder y1 = Ax1, Yo = AT, ..., Y, =

ALy,

Vorbereitung: Die Funktion cos ist eine Abbildung f : R — R, welche
in Analysis eingefiihrt wird, und die Zahl 7 € R auch. Fir uns wird es
jetzt gentigend, dass die Abbildung ¢ : [0,7] — [—1,1], g(z) = cos(z) fiir
x € [0, 7], eine bijektive Abbildung ist, g(§ = 0. Folglich existiert fiir jede
y € [—1,1] genau ein Element = € [0,7] mit g(x) = y. Aus der Cauchy-
Schwarz-Bunjakowski-Ungleichung folgt, dass —2%L e [—1, 1], fiir u, v # Oy

l[ol-llwll

Definition Sei V ein Vektorraum iiber R mit Skalarprodukt (., .) und entsprechen-
der Lénge ||.||, und seien v, w € V' von Oy verschiedene Vektoren. Dann heifst

die reelle Zahl a € [0, 7] mit cosa = % Grofie des Winkels zwischen
v und w.

o]

Satz von Pythagoras Sei V ein Vektorraum iiber R mit Skalarprodukt
(.,.), und bezeichne ||.|| die zugehorige Lange. Fiir beliebige v, w € V gilt:
viw & o= wl® = v + [l
Beweis. Seien v,w € V. Wir beweisen zwei Implikationen.
Es gelte v L w. Dann ist (v,w) = 0 und wir berechnen
lo—wl]* = (v—w, v—w) = (v, v)= (v, w)—(w, v)+{w,w) = [[v]]*~0—0+]|w|.

Folglich gilt die Gleichheit.
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Es gelte ||[v—w|* = ||v]|*>+ |Jw]]? . Wir berechnen mit Hilfe Eigenschaften
des Skalarproduktes

lv—w||* = (v—w, v—w) = (v, v) = (v, w)—(w, v)+{v, v) = [[v]]*=2(v, w)+[w]*.

Wir setzen ein und stellen die Gleichung um, um (v, w) = 0 zu bekommen,
und dies bedeutet, dass v L w. O

Anwendung In R? mit euklidischen Skalarprodukt und euklidischer Linge:
Seien A, B,C € R2, betrachte den Dreieck mit Endpunkten A, B,C und
bezeichne durch a € R die Lange der Seite die gegeniiber der Eckpunkt A
liegt, b die Lange der Seite gegeniiber B, und ¢ die Lange der Seite gegeniiber
C.Mitv=C—-A,w=B-Aistv—w=C-B, ||v|| =aq, |v|]| =c |[v-w| =
a, und v L w bedeutet, dass die Gréfe des Winkels bei A ist 7 (also rechter
Winkel)). Eingesetzt in die Aussage des Satzes von Pythagoras bekommen
wir: Mit Worten: Ein Dreieck mit Eckpunkten ist genau dann rechteckig,
wenn fiir ihm die entsprechende Aussage des Satzes von Pythagoras gilt.

Satz Ist V ein Vektorraum iiber R mit Skalarprodukt und B eine Basis von
V', dann existiert mindestens eine Orthogonalbasis (beziiglich des gegebenen
Skalarprodukts) von V', und auch mindestens eine Orthonormalbasis des V.

Beweisidee fiir V' mit Dimension 3. Sei {uj,us,u3} eine Basis von V.
Insbesondere sind wy, wsy, ws verschieden von 0y (ansonst wéren sie linear
abhéngig).

Wir konstruieren zuerst eine Orthogonalbasis. Sei w; = u;. Sei wy =
Uy + A\wq, wobei A € R wird spéter bestimmt. Wir wollen, dass 4wy L wy,

d.h. (wg, wy) =0, d.h. (ug, wy) + AMwy,w —1) =0, d.h. A= .... Also ist
We = Uy — gy wn) w
T (w-Twy)

orthogonal auf w;. Suche ws = u3 + pyw; + pows, wobei py, us € R werden
spater bestimmt. Wir wollen, dass ws L w; und w — 3 L wsy. Diese wird
erreicht durch pu; = ..., us = .... Also ist

W3 = Uz — ... W1 — ... W2

orthogonal auf w; und auf wy. Damit ist die Menge {wy, ws, w3} orthogonal.
Dass sie eine Basis ist, folgt aus der Tatsache, dass

wy 1 0 0 Uy
wa = .. 1 0 | U
W3 e 1 us

mit einer invertierbaren Matrix. Also haben wir eine Orthogonalbasis. Eine

Orthonormalbasis bekommen wir mit v; = Hmu:j_ill’ Vg = IIIuU;EH’ v3 = Hf;—g”.m
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14 FEuklidische Ebene und euklidischer Raum

Fiir diese Kapitel ist der Vektorraum iiber R entweder V' = R? (Ebene) oder
R?* (Raum), beide mit dem entsprechender euklidischen Skalarprodukt (., .)
ausgestattet.

14.1 Geraden, Ebenen

Definition Eine Teilmenge g C V heiftt Gerade, falls Elemente @)y € V,
wo € V mit wy # 0y existieren so, dass

g={Qo+swy: seR}.

Diese Form heifst Parameterdarstellung der Gerade, Qg heifst Aufpunkt,
wy heiftt Richtungsvektor, ¢ heifst Parameter. Wenn )y = 0y, dann ist

g={swy: se&R}=Lin{wy}

ein Vektorraum (Unterraum von V') mit Basis {wg}, also der Dimension
gleich 1. Wir sagen dann, dass g durch 0y geht.

Bemerkungen: Es gilt Qg € g. Wenn wy = 0y wére, dann g = {Qo} wire
ein entarteter Fall.

Definition Eine Teilmenge £ C R? heift Ebene im Raum, falls Elemente
Qo € R, wy, wy € R mit wy # Oy, wy # 0 und wy |J wy existieren so, dass

5:{Q0+t1w1+t2w—2: tl,tQGR}.

Diese Form heilst Parameterdarstellung der Ebene, () heift Aufpunkt ,
wy, wy heifen Richtungsvektoren, 1, ¢, heiffen Parametern. Wenn @y =
Ors, dann ist

&= {t1w1 + th)g . tl,tg € R} = Lin{wl,wz}

ein Vektorraum (Unterraum von V') mit Basis {w;,ws}, also der Dimension
gleich 2. Wir sagen dann, dass £ durch Ors geht.

Bemerkungen: Es gilt Qg € €.

Beispiele

e Scien a,b € R und die Abbildung f : R — R durch f(z) = az + b fiir
x € R gegeben. Der Graph von f,

Gf:{(ffx)) :xEDf}:...:{Cb))—&—:L’(i) .z €R)
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ist eine Gerade in R?. (Darstellung einer Gerade als Graph.)

Sei f : R — R? eine lineare Abbildung. Dann existieren a;,as € R so,

o= (1) 0= (1)

, x € R fiir geeignete a1, a, € R und der Wertebereich von f|
Wf:{yE]R2:EIxEDf:f(x):y}:{$(Zl) cx € R}
2
ist eine Gerade in R? durch (8) (Darstellung einer Gerade als Bild.)

Sei f : R? — R eine lineare Abbildung, d.h. f(<§>) = a1 + agy fiir

(z,y) € R? und sei ¢ € R. Wir untersuchen die Menge (Urbild von {c}
bei f, heift Nivaulinie),

e =1(3) s sen = =1(}) e B s ot o =}

Wenn a; = ay = 0, dann ist f{({0}) = R? und f_;({c}) = 0 falls
¢ # 0 (diese konnen wir als entartete Félle sehen.) Wenn a; # 0, dann
konnen wir umstellen und

Fatieh == 1() +o () wem

ist eine Gerade in R%2. Wenn ay, # 0, wir konnen #hnlich fortfahren
und bekommen, dass die Nivaulinie eine Gerade ist (diesmal wird x der
Parameter). (Darstellung einer Gerade als Nivaulinie.)

Betrachten wir die Abbildung f : R? — R definiert durch f(z,y) =
x? + y? fiir (x,y) € R?, und sei ¢ € R. Die Niveaulinie zu ¢ = 1 ist

Fa{1}) = {ay) eR? a2 442 = 1} .

Wir zeigen, dass diese Menge keine Gerade ist. Dazu benutzen wir die
Eigenschaft einer Geraden, welche in folgenden Lemma formuliert und
bewiesen ist. Offensichtlich sind A = (1,0), B = (0,1) und C = (—1,0)
Elemente der Menge f_1({1}). Wenn diese eine Gerade wiére, miissten
B—A=(-1,1) und C — A = (—2,0) linear abhéngig sein. Sie sind es
aber nicht, weswegen kann die betrachtete Menge keine Gerade sein.
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Sei auf dem Rand bemerkt, dass f keine lineare Abbildung ist, und
dass die Niveaulinie in Frage die Einheitskreislinie ist.

Lemma Wenn g eine Gerade ist und A, B, C' € ¢ sind, dann sind B— A
und C' — A parallel.

Beweis. Seien ) und w ein Aufpunkt und Richtungsvekor der Gerade.
Da A € g ist, existiert t4 € R so, dass A = Q + t,w. Ahnlich sind
B = Q+tpw, C = Q+tcw fir irgendwelche tz, tc € R. Wir berechnen
B—A=(Q+tpw)— (Q+taw) = (tg —ta)w, C — A= (Q+tcw) —
(Q+taw) = (tc —ta)w. Diese zwei Vektoren sind linear abhéngig, also
parallel. O

e Sei f: R3 — R eine lineare Abbildung, also f(z,y, z) = a1x+asy+asz,
(2,9, 2) € R3, fiir bestimmte a, as, a3 € R. Sei ¢ € R. Wir untersuchen
die Niveaulinien

f—l({c}) = {(ZL‘,y, Z) € Rg T + a2y + a3z = C}

in den vier Féllen. Wenn a; = ay = a3 = 0, dann ist f_;({0}) = R?,
und f_1({c}) = 0 falls ¢ # 0. Wenn a; # 0, dann wird die Niveaumenge
eine Ebene in R? (Gleichung umstellen, auf x auflosen; y, z werden die
Parametern). Wenn ay # 0, dann auch (Gleichung umstellen, auf y
auflosen; x, z werden die Parametern), und wenn a3 # 0, dannn auch
(Gleichung umstellen, auf z auflosen; z,y werden die Parametern).

Satz Wenn g eine Gerade in der euklidischen Ebene R? ist, dann existieren
ai,as, c € R so, dass

g:{(z) ER*:ayx+ayy =c} .

Auferdem, wenn ¢ mit Aufpunkt @ = (¢i,¢2) und Richtungsvektor w =
(wy,ws) gegeben ist, dann ist der Vektor n = (—ws, w;) orthogonal auf w

und g:{(i)€R2:<(§)_(Z;)m>=0}.

Diese Darstellungen heifen Normalendarstellung einer Gerade in der
Ebene. Jeder Vektor verschieden von Ogz und orthogonal auf w heifit Nor-
malenvektor der Gerade.

Beweis:
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Satz Wenn &£ eine Ebene im euklidischen Raum R? ist, dann existieren
ai, as,as, c € R so, dass

E={(n,y,2) €ER*: ayx + apy + azz = c} .

Auferdem, wenn £ mit Aufpunkt @ = (qi,¢2,¢3) und Richtungsvektoren
w = (wy,ws, ws), v = (v, Vg, v3) gegeben ist, dann ist der Vektor n = (wyvz —
w3y, —(w1v3 — w3vq), w1vy — wyvy) orthogonal auf w und auf v und

x a1
5:{(x,y,z)€R3:< y|l—|q],n)=0}.
z as

Diese Darstellungen heiffen Normalendarstellung einer Ebene im Raum.
Jeder Vektor verschieden von Ogs und orthogonal auf w; und auf ws heifst
Normalenvektor der Ebene.

Beweisidee: Lineares Gleichungssystem umstellen. Orthogonalitét nachrech-
nen.

14.2 Lot

Satz Sei g eine Gerade in V' (euklidische Ebene oder Raum) mit Aufpunkt
Qo und Richtungsvektor wy gegeben, und sei P € V. Dann hat das Element

(P — Qo,wo)

P =
7 Qo+ <w0,w0>

wy €V

folgende Eigenschaften:
i) P, ey,
ii) P — P, L wy,
iii) fiir alle @ € g gilt ||P — Fy|| < ||P — QJ|, und wenn zusétzlich Q # P,
ist, dann gilt sogar ||P — BP,|| < ||P — Q||

Auferdem, P, ist eindeutig gegeben mit den Eigenschaften i) und ii), und
auch eindeutig gegeben mit der Eigenschaft iii). P, heikt Lotpunkt von P
auf g.

Beweis: Mit dem Begriff der Orthogonalprojektion bedeuten die Bedin-
gungen i) und ii), dass fiir den gesuchten P, ist P, — () die Orthogonalpro-
jektion von P — Qg entlang Lin{wy}. Folglich ist

(P — Qo,wo)

(wo, wo)

Pg_QO: Wo
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nach dem Satz iiber Orthogonalprojektion und dadurch ist P, eindeutig
gegeben.

Wir priifen jetzt nach, dass diese P, auch die Eigenschaft iii) erfiillt. Sei
also @) € g. Dann existiert ¢t € R so, dass Q) = Qg + twy. Wir berechnen

1P = QI = IP =Py + P, = QII* = |P = B* + |, = QI = [P = B,|I*,

wobei wir den Satz von Pythagoras benutzt haben (dies ist berechtigt, da
P,—Q || wo, P— P, 1 wyund damit P— P, L P,—@Q). Aus der Ungleichung
IP — Q| > ||P — Py|? folgt |P — Q| > ||P — P,l|, und auch dass Q # P,
impliziert |P — Q|| > ||P — B,||, was zu beweisen war.

Als néchstes sollte man beweisen, dass wenn wir nur die Eigenschaft iii)
betrachten, so ein Element P, existiert und eindeutig ist. Diese Aussage
werden wir hier nicht beweisen. O

Satz Sei £ eine Ebene im euklidischen Raum mit Aufpunkt ()g und Rich-
tungsvektoren wy,wy gegeben, und sei P € R3. Dann existiert genau ein
Element P € R? so, dass

i) P: e €&,
i) P—Pe L wyund P — Pe L ws,

iii) fiir alle Q € &€ gilt |P — Pe|| < ||P — @], und wenn zusétzlich Q) # P,
ist, dann gilt sogar |P — Pe|| < [|P — Q||

P heiftt Lotpunkt von P auf £ und man kann es mithilfe einer Formel
berechnen.

Beweisidee: Wegen i) suchen wir Pe in der Form Pe = Qg + tyw; + taws,
mit 1,2 € R noch unbekannt. Aus ii) bekommen wir zwei Bedingungen,
welche wir in Form von zwei Gleichungen schreiben:

ty(wy, wy) + ta{wa, wi) = (P — Qo, w)
t1(wy, wa) + ta(wa, we) = (P — Qy, wo)

Das ist ein lineares Gleichnugssystem fiir die Unbekannte ¢1,t,. Dass sie
genau eine Losung hat, ist eine Folgerung der Bedingungen w; # 0, ws # 0.
Wenn wir das Gleichungssystem 16sen (z.B. durch Umstellung der 2. Gle-
ichung auf ¢ und diese in die erste Gleichung eingesetzt), bekommen wir die
Formel fiir den Lotpunkt. O

Bemerkung. Eine Teilmenge M C R?® kann man auf eine Ebene im Raum
orthogonal projezieren, indem man jeden Punkt aus M projeziert. So
kann man 3-dimensionale Objekte auf dem 2-dimensionalem Blatt darstellen.
Es gibt auch andere, nicht-orthogonale oder nicht-“lineare” Projektionen.
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14.3 Lagebeziehungen
14.3.1 Winkel

Definition Seien g, go Geraden in V' (die euklidische Ebene oder euklidischer
Raum). Die Gréfie des Winkels zwischen g, und g; ist die Zahl o € [0, 5],
fiir welche
cos(a) = M, wa)l
[[wr]] [Jwell
gilt, wobei w; bzw. wy Richtungsvektor von g; bzw. g ist. Wir sagen, dass
g1 || g2, wenn a = 0, und dass g; L go, wenn a = 7.

Beobachtungen: ¢ || g2 < wy || w2, g1 L g2 < wy L ws.

Definition Seien &, &, Ebenen im Euklidischen Raum R3. Die Grofle des
Winkels zwischen & und &, ist die Zahl o € [0, 7], fiir welche

cos(a) = —| (1, na)|
[71]] [|722]]

gilt, wobei n; bzw. ny Normalenvektor von & bzw. & ist. Wir sagen, dass
&1 || &, wenn a = 0, und dass £; L &, wenn o = 7.

Definition Sei g eine Gerade und £ eine Ebene im euklidischen Raum R3.
Die Grofie des Winkels zwischen g und & ist die Zahl o € [0, %], fiir

’ 2
welche

cos (" — ) — Lo
2 g e

gilt, wobei w, Richtungsvektor von g und ng Normalenvektor von £ sind.

us

Wir sagen, dass g || £, wenn a = 0, und dass g L &, wenn o = 7.

14.3.2 Abstand

Auf einer Menge M, auf der man einen Abstand d(.,.) hat (also Abstand zwi-
schen zwei beliebigen Punkten), kann man auch den Abstand zwischen zwei
Teilmengen P, () C M als die “kleinste” Zahl von allen d(p, q), mit p € P und
q € @, definieren. Diese “kleinste” Zahl muss nicht immer existieren, siehe
Analysis.

Wir betrachten zunichst R? bzw. R? mit dem Euklidischen Skalarpro-
dukt und mit der damit erzeugte euklidische Lange und definieren direkt den
Abstand zwischen
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einem Punkt P und einer Gerade ¢ in der Ebene oder im Raum als
d(P,g) =d(P, Fy) = [P = F ,

wobei P, ist der Lotpunkt von P auf g ist;

einem Punkt P und einer Ebene £ im Raum als (P ist der Lotpunkt)

d(P,€) =d(P, Pe) = [P — Fel| ;

zwei parallelen Geraden in der Ebene oder im Raum als (@) € ¢ ist
ein beliebiger Punkt)

d(gb 92) = d(Qb 92) )
zwel parallelen Ebenen im Raum als (@1 € &; ist ein beliebiger Punkt)

d(gl, 52) - d(Ql, 52) ;

einer Gerade und einer Ebene die parallel sind im Raum als (Q; € ¢;
ist ein beliebiger Punkt)

d(g1, &) = d(Q1, &)

14.3.3 Durchschnitt

Satz Fiir beliebige Geraden g1, g in einem Vektorraum V iiber R der Di-
mension grofer als 1 gilt genau eine von den folgenden Aussagen:

1) giNga =10

ii) g1 N go besteht aus genau einem Elementen.

iii) g1 N gy ist eine Gerade (und zwar die g; = g2).

Wenn V' = R? dann ist ii) dquivalent zu g; || g». Wenn V = R3  dann
ist 1) dquivalent zu "Die zwei Geraden sind entweder windschief oder nicht
identisch parallel.”.

Satz Fiir beliebige Ebenen &1, & in einem Vektorraum V iiber R der Dimen-
sion grofer als 2 gilt genau eine von den folgenden Aussagen:

1) 81ﬂ52:®

68



ii) & N &, besteht aus genau einem Elementen.
iii) & N &, ist eine Gerade in V.
iv) & N &, ist eine Ebene in V' (und zwar die & = &).

Wenn V' = R?, dann kommt ii) nicht vor, und i) ist dquivalent zu "&; und &,
sind nicht identisch parallel”.

Diese Satze werden wir hier nicht beweisen.

Beispiel: In V = R? sind die Vektoren w; = (1,0,0,0), v; = (0,1,0,0)
linear unabhéngig, folglich ist die Menge & = {sw; +tvy : t,s € R} C V eine
Ebene. Ahnlich wy = (0,0, 1,0), vy = (0,0,0,1), & = {sws + tvy : t,5 € R}.
Dabei gilt & N&;, = {(0,0,0,0)}.
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Sommersemester 2016

15 Die Euklidische Ebene

Wir betrachten den Vektorraum R? {iber R und seine Veranschaulichung in
der Euklidischen Ebene. Wir erstatten diesen Vektorraum mit dem Euklidis-
chen Skalarprodukt (.,.).

Satz Seien u;, us € R2. Wenn u;, u, linear unabhiingig sind, dann ist u; +us,
veranschaulicht in der Euklidischen Ebene, der Eckpunkt P des Parallelo-
gramms Ouy Puy, wobei O = (0,0).

Beweis. Wir beschreiben die Geraden durch O und u; bzw. wuy: g1 =
{tuy : t € R}, go = {tus : t € R}. Die Gerade durch uy welche parallel zu
g1 ist, ist durch ¢ = {us + tu; : t € R} beschrieben. Die Gerade durch wuy,
parallel zu ug, ist go = {ug + tug : t € R}.

Wenn @) € g1 N go, dann existieren t, s € R mit Q) = uy + tuy = uy + Sus.

Als Nebenrechnung, 16sen wir die Gleichung us + tu; = uy + sug fiir die
Unbekannte ¢, s. Diese Gleichung dquivalent umgestellt lautet

(1—=s)us+ (t—1uy =0 .

Da ug, uy linear unabhéingig sind, folgt 1 —s =0 und ¢ —1 = 0. Also hat die
Gleichung die einzige Losung ¢t = 1,s = 1.

Mit der Nebenrechnung erhalten wir ¢ = wu; + up. Folglich ist g1 N
ga C {u1 + us}. Anderseits, offensichtlich gelten u; + us € ¢y und wug +
uy; € ¢p. Folglich ist {u; + us} C ¢1 N go. Da go N g1 der Eckpunkt P des
Parallelogramms ist, folgt P = uy + us. O

Definition Seien u,v € R?. Wir nennen die Menge
{su+tv:s,teR0<s<1,0<t <1}

auf u, v aufgespanntes Parallelogramm mit Eckpunkt im (0,0). Falls
u, v linear unabhéngig sind, heifst dieses Parallelogramm echt, und falls u, v
linear abhingig sind, heiftt es entartet. Wenn « L v, dann heift das Paral-
lelogramm Rechteck. Fiir Q € R? heift die Menge

{Q+su+tv:s,teR0<s<1,0<t<1}

auf u,v aufgespanntes Parallelogramm mit Eckpunkt im Q).
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Satz Sei f : R? — R? cine lineare Abbildung. Dann ist das Bild eines
Parallelogramms unter f wieder ein echtes oder entartetes Parallelogramm.
Wenn f injektiv ist, dann ist das Bild eines echten Parallelogramms unter f
wieder ein echtes Parallelogramm.

Beweis. Sei P das auf u,v aufgespanntes Parallelogramm mit Eckpunkt
im ). Dann ist

f(P)=f{Q+su+tv:s,t e R0<s<1,0<t<1})
={f(Q+su+tv):s,tecR0<s<1,0<t<1}
={f(Q)+sf(u)+tf(v):s5,teR0<s<1,0<t <1},

weil f linear ist. Wir sehen, dass diese Menge auf f(u), f(v) aufgespanntes
Parallelogramm mit Eckpunkt im () ist.

Jetzt seien u, v linear unabhéngig und f injektiv. Wenn Af(u) + pf(v) =
Orz fir A\, u € R gilt, dann wegen Linearitat des f gilt

f(Og2) = Oz = Af(u) + pf(v) = f(Au+ po) .

Da f injektiv ist, folgt Ogz = Au + pwv. Da wu, v linear unabhéngig sind, folgt
A =0 und g = 0. Wir haben bewiesen, dass f(u), f(v) linear unabhéngig
sind. Wir sehen, dass in diesem Fall die Menge f(P) ein echtes Parallelo-
gramm ist. O

Definition Sei V' ein Vektorraum iiber R mit Skalarprodukt (.,.) und sei
[:V — V eine lineare Abbildung. [ heifst orthogonal, falls es gilt:

Vo,we Vo (l(v),l[(w)) = (v,w).

Beispiele in R? mit Euklidischem Skalarprodukt:
e f(z,y) = (z,—y), Spiegelung an der z-Achse, ist orthogonal.
e f(z,y) = (—xz,—y), Spiegelung am Punkt (O, 0), ist orthogonal.

e f(z,y) = (—y, ), Drehung um Punkt (0,0) um Winkel 7 gegen Uhrzeigersinne,
ist orthogonal.

o f(x,y) = (2x,2y), Streckung mit Faktor 2, ist nicht orthogonal.
o f(z,y) = (2z,3y) ist nicht orthogonal.

o f(z,y) = <(1)

— wWIiN

>, Scherung mit Achse z, ist nicht orthogonal.
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e f(z,y) = (z,0), Projektion auf die z-Achse, ist nicht orthogonal und
nicht injektiv.

e Bild des Einheitsquadrates Q) = {se; + ses : t,s € [0, 1]}, wobei e; =
(1,0),e3 = (0,1), bei dieser Abbildungen.

Satz Jede orthogonale Abbildung ist ldngentreu, winkeltreu und injektiv.
Insbesondere, wenn f : R? — R? eine lineare Abbildung, welche orthogonal
beziiglich den Euklidischen Skalarproduktes ist, dann ist das Bild eines echten
Rechteckes unter f wieder ein echtes Rechteck.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass f langentreu ist. Fiir u € V gilt:

i)l = Vi(w), W) = v/ {u,w) = Jul -

Wir zeigen als néchstes, dass f injektiv ist. Wenn w,v mit f(u) = f(v)
ist, dann muss f(u —v) = f(u) — f(v) = Oy sein, und

lu—v]|* = (u—v,u—v) = (f(u—20), f(u—v)) = (Oy,0v) =0 .

Daraus folgt, dass u — v = Oy ist, das heilt u = v.
Jetzt zeigen wir, dass f winkeltreu ist. Seien u,v € V mit u,v # 0y. Der
Winkel « € [0, 7] zwischen f(u), f(v) ist gegeben durch

{f(w), f(v))
LI )l

Ccosa =

Dabei die rechte Seite ist gleich

(u, v
lull ol

weil f orthogonal und léngentreu ist. Dieser Term definiert genau den Winkel
zwischen w, v. Folglich ist der Winkel zwischen f(u), f(v) genauso grof wei
der Winkel zwischen u, v.

In dem konkreten Fall V' = R? mit Euklidischen Skalarprodukt sei R auf
u, v aufgespanntes echtes Rechteck. Dann sind wu, v linear unabhéngig. Wir
wissen schon, dass f(R) ein auf f(u), f(v) aufgespanntes, moglicherweise
entartetes, Parallelogramm ist. Da (f(u), f(v)) = (u,v) = 0, ist dieses
Parallelogramm ein (moglicherweise entartetes) Rechteck. Da f injektiv,
und u, v linear unabhéingig sind, ist dies ein echtes Rechteck.

O
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Wir betrachten ein rechtwinkliges Dreieck mit einer Innenwinkelgrofe 3
und wollen die Zahl cos(f) interpretieren.

Seien v, w € R? linear unabhingig und sei u die Orthogonalprojektion von
v auf lin{w}. Also u ist das Element des R?, welches v || w und v —u L w
erfiillt. Auferdem wissen wir, dass v durch die Formel

_ {w)

 (w,w)

gegeben ist. Wir nennen « € [0, 7] den Winkel zwischen v und w. Mit Eck-
enpunkten (0,0), u, v haben wir ein rechtwinkliges Dreieck, rechter Winkel
ist bei u, Hypothenuse ist die Strecke zwischen 0 und v, sie hat Lange ||v||,
Katheten haben Lénge |lul| bzw. |[v — ul|. Wenn o € (0, %), dann ist « die
Groke des Innenwinkels des Dreieckes bei (0,0), und wenn « € (3, 7), dann
ist 7 — a die Grofe des Innenwinkels des Dreieckes bei (0, 0).

Wir berechnen den Qutient der Lange der Kathete neben den Winkel und
der Lange der Hypothenuse. Wir unterscheiden folgende drei Falle. Wenn
(v,wy > 0, dann

el _ Iww)l _ ww)
oIl = Tell- Tl = Tell Tl

Wenn (v, w) < 0, dann

ll _ M) o)
Joll = ol Tiwll = Toll - o]

In dem iibrigen Fall (v, w) = 0 ist u = 0 und

T
—r =0=cos(=)
o] 2

(der Dreieck ist entartet).

Also der Winkel, welche fiir allgemeine Skalarprodukte eingefiihrt war,
stimm in dem Fall des Euklidischen Skalarproduktes mit der aus der Schule
bekannten Winkel iiberein.

An dem Vorzeichen von (v, w) (fiir v # (0,0),w # (0,0)) erkennen wir,
ob der Winkel « € [0, 7] zwischen v, w spitzer, rechter oder stumpfer ist:

||zf|1|]’w> € (0,1): a € (0,%), spitzer Winkel;

ow) e (_1,0): o€ (%, m), stumpfer Winkel;
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o —15|1|”|1|J1>UH = 1: @ = 0, v und w sind parallel und zeigen in die gleiche

ichtung, w = cv mit ¢ > 0;

”éﬁ”—m = —1: a =7, v und w sind parallel und zeigen in entgegenge-

setzte Richtungen, w = cv mit ¢ < 0;

° ||1f|1|1_’m| = 0: o = 7, rechter Winkel.
Andersrum aufgeschrieben: cosZ = 0, cos0 = 1, cosm = —1. Zunichts

berechnen wir die cos von 0 = 0°, £ = 30°, 7 = 45°, £ = 60°, 5 = 90°.

Fiir o =  betrachten wir ein gleichseitiges Dreieck mit Seitenldnge a > 0.
Diese hat alle Innenwinkel der Gréke o = 3. Die Hohe schneidet die Seite in
der Mitte. Mit den obigen Rechnungen und mithilfe von Satz von Pythagoras
bekommen wir

a) 2
3 a 2 6" a 2
Fir o = 7 betrachten wir einen gleichschenklichen Dreieck mit zwei

Seiten der linge a > 0 und zwei Winkeln der Grofse 7. Der dritte Winkel
hat Grofe 7. Mit dem Satz von Pythagoras bekommen wir

™ a V2

COS — =

1 Vot 2

Schlieflich fiir a € (7, 27) definieren wir den Wert cos(«) als cos(2m — )
und fiir die restlichen a € (—o0,0) U [27, +00) cos(a) so, dass cos : R — R
eine 27-periodische Abbildung wird.

16 Flache

Definition Sei R auf u, v aufgespanntes Rechteck mit Eckpunkt (0,0). Wenn
u, v linear unabhéngig sind, nennen wir die reelle Zahl ||ul| - ||v|| Flichen-
inhalt des Rechteckes R. Wenn u, v linear abhéngig sind, nennen wir die
Zahl 0 Flacheninhalt des Rechteckes R. Notation F(R).

Wir wollen Flicheninhalt anderen Teilmengen A des R? einfithren. Wir
erwarten folgende Eigenschaften:

e Wenn F(A) iiberhaupt definiert ist, dann ist es eine nichtnegative reelle

Zahl.
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e Wenn f eine Verschiebung ist, so soll F(f(A)) = F(A) gelten.

e Wenn f eine Spiegelung oder Drehung ist, so soll F(f(A)) = F(A)
gelten.

e Fiir A, B C R? erwarten wir, dass F(AUB) = F(A)+F(B)—F(ANB).

Diesen FEigenschaften bestimmen schon den Flicheninhalt eines rechtwin-
kligen Dreieckes (Hélfte des Rechteckes), eines Dreieckes (Vereinigung zwei
rechteckigen Dreiecken) und beliebiges Vieleckes (Vereinigung von Dreiecken).

Wir werden eine Fromel fiir ein Parallelogramm herleiten. Damit haben er-
halten wir Flicheninhalt “geraden” Teilmengen des R? | Flicheninhalt “gekriimmten‘
Teilmengen ist Stoff der Analysis.

Satz Der Flécheninhalt eines auf v, w aufgespannten (echten) Parallelogramms
ist gleich
(v, w)’
ol
Beweis. Seien v,w € R? linear unabhiingig. Dann sind sie, insbesondere,

ungleich den Nullvektor. Sei u die Orthogonalprojektion von v entlang w,
das heifst,

[l - flwll -4 /1

(v, w)

ullw, v—ulw wu ”wH2w
Eine Nebenrechnung zeigt, dass v — u L u. Mit dem Satz von Pythagoras
fir v — u und u bekommen wir |[v — ul|? + |[ul]* = [[v — u + u||* = ||v|*.
Daraus folgt ||[v — u|| = +/||v]|2 — ||u||*>. Aus der Formel fiir u berechnen
wir ||ul| = ||<|7ivllllj2>| Nwl| = % Flacheninhalt des auf v, w aufgespannten
Parallelogrammes soll gleich Aer Flacheninhalt des auf w,u aufgespannten

Rechteckes sein. Diese ist laut Definition gegeben, wo wir die ausgerechnete
Terme einsetzen:

F=llwll - o =ul = flwll - Vl[vll* = fJull?

[ (v, w)|?
= [lwll -/l =
lw]]?

(v, w)*
= [lwll - floll - /1 =
[w]l? - lo]?

Bemerkung. Im obigen Satz erkennen wir die Formel fiir Berechnung der
Fléache eines beliebigen Dreieckes mit Hilfe zwei Seitenlangen und der Grofe
des eingeschlossenen Winkels.

O
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17 Determinante

17.1 Motivation auf linearen Abbildungen der Ebene

Lineare Abbildungen kénnen durch Matrizen gegeben sein. Sei dafiir e; =
(1,0), e5 = (0, 1), zwei ausgewiihle Elemente des Vektorraumes R?. Sie bilden
eine Basis B = {e1, s}, sogar Orthonormalbasis, die sogenannte Standard-
basis. Eine lineare Abbildung f : R? — R? beziiglich der Basen B und B ist
durch eine Matrix A € Mat(2 x 2, R) respresentiert: f(u) = A-u, u € R?
(Spaltenvektor).

Satz Sei f ((x)) = (all a12> . ($> , ($> € R? . Es gelten folgende
Y a1 Q22 Yy )

Aussagen.
i) f ist bijektiv (und folglich invertierbar) genau dann, wenn ajjase —
aipag # 0.
ii) Wenn P ein Parallelogramm ist, dann gilt

F(f(P)) = |a11az2 — ar2a21|F(P) .

iii) Wenn f ist orthogonal ist, dann |aj1a22 — ajpas| = 1.

Beweis
i) Wenn ajjags — ajza9 # 0, definiere die Matrix

1 a —a
22 12
B =
a11G92 — A12a21 \ —@21 411

Eine Probe zeigt, dass A- B = E und B+ A = E. Damit ist mit g(u) =
Bu,u € R?, die Inverse Abbildung zu f gegeben.

Beachte, dass f genau dann bijektiv ist, wenn das lineare Gleichungssys-
tem

an + ay = by
U1 T + Ay = by
fiir beliebige rechte Seite (b1, by) € R? eine einzige Losung (z,y) € R? besitzt.
Mit Gauf-Elimination und Fallunterscheidung (z.B. a;; =# 0 bzw. a;; = 0,
und ag; # 0 bzw. ay; = 0) zeigt man, dass dies nur in dem Fall ajjag —
a12a21 7 0 moglich ist.
ii) In der Formel fiir den Flacheninhalt des Parallelogramms f(P) setzen
wir ein und nach eine lingere Rechnungsfolge bekommen wir die Gleichheit.
iii) folgt aus ii). O
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Definition (Determinante einer 2 x 2-Matrix) Die Zahl ajja20 — aj2a9;

heiflt Determinante der Matrix (le Zm) = A. Notation det A.
21 @29

Satz det(A - B) = det A - det B, und det A™' = 1 wenn det A # 0 ist.

Beweis: Erste Aussage siche Ubung. Zweite Aussage folgt aus der ersten,
weil A- A~! = F, die Einheitsmatrix, ist.

17.2 Determinante einer quadratischen Matrix

Definition (Determinante einer quadratischen Matrix) Sei K ein Kor-
per. Fir A € Mat(n x n, K), A = (ai;)i=1,..nj=1..n @G, € K, definiere das
Element det A € K folgenderweise:

fir n = 1 setze det A = det(ay1) = a11 € K,

und angenommen, dass der Begriff fiir n = k schon definiert ist, setze fiir
n=k+1, Ae Mat((k+1) x (k+1),K)

.....

det A = (—1)1_‘_1@171 det A171+(—1)2+1a2,1 det A271—|—' . -+(—1)”+1an71 det An71 € K,

wobei A; ; € Mat(kxk, K) diejenige Matrix ist, welche aus A durch weglassen
der i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht (sie heifst Minor). det A heifst
Determinante der Matrix A.

Beobachtung: Diese Definition stimmt in dem Fall n = 2 mit der ersten
Definition iiberein.

Satz (Rechenregeln)
i) Fur A, B € Mat(n x n, K) gilt det(A- B) = det A - det B.

ii) Fiir A € Mat(n x n, K) gilt: det A # Ox < A besitzt eine Inverse
beziiglich Multiplikation < die Abbildung f : K" — K" definiert
durch f(z) = A-z, v € K" (Spaltenvektor), ist bijektiv.

iii) Verhalten bei EZU:

(EZU1) : Vertauscht man zwei verschiedene Zeilen (bzw. Spalten) der
Matrix A, so ist die Determinante der neuen Matrix gleich (—1) -
det A (hier ist —1 die Inverse beziiglich Addition des Einselements
1 des Korpers K).
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(EZU2) Multipliziert man alle Elemente in einer (genau einer!) Zeile (bzw.
Spalte) der Matrix A mit einem A € K, so ist die Determinante
der neuen Matrix gleich A - det A.

(EZU3) Addiert man ein Vielfaches (d.h. A-faches, A € K) einer Zeile
(bzw. Spalte) zu einer anderen (verschiedenen!) Zeile (bzw. Spalte),
andert sich der Wert der Determinante nicht.

iv) Entwicklung nach beliebiger Spalte oder Zeile:
det A = (—1)"ay jdet Ay j+(—1)*Vay; det Ay j+- - -+(—1)""a, det A, ; € K,
det A = (—1)"a;, det A; 1 +(—1)"2a;p det A; o+ -+(=1)""a;,, det A;,, € K,

(A;; sind die Minoren). Mit der Summennotation aufgeschrieben:

det A = Z(—l)”jam det Ai,j = Z(—l)”jam det Ai,j .
i=1

j=1
Beweisidee: 1) ist ohne Beweis, iv) auch, weil technisch kompliziert. Der

Rest folgt aus i) und iv) und Matrixmultiplikationdarstellung von EZU.

17.3 Anwendungen
17.3.1 Zur Berechnung von Volumen

Fiir a = (ay,as,a3),b = (by, by, b3), c = (c1, ¢, c3) € R? heifit die Zahl

a; ag as
det b1 bg bg eR
Ci C2 C3

Spatprodukt der Vektoren a, b, ¢ und ist durch [a, b, ¢| bezeichnet. Sein Be-
trag ist das Volumen des auf a, b, c aufgespannten Spates (Parallelepipeds).
Vergleiche mit Flichneinhalt des auf v = (vy,vs), w = (wy,ws) € R? aufges-
pannten Parallelogrammes:

<U7w>2 (% (%
||U||2 : ||7vU||2 : \/1 - W = \/(UllUQ - IU1U2)2 = |det ! 2 | .

Wy W

17.3.2 Zur Entscheidung linearen Abhingigkeit von Vektoren

n Elemente vy,vs,...v, € K™ (Spaltenvektoren) sind linear unabhéngig
genau dann, wenn die Determinante der Matrix, welche aus den Spalten
vy, ..., 0, besteht, ungleich O ist. Gilt auch mit Zeilen.
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17.3.3 Zur Berechnung der inversen Matrix

Ist det A # Ok, so kann man die Inverse A~! von A beziiglich Matrixmulti-
plikation durch folgende Formel berechnen:

B 1
det A

(A, sind die Minoren).

(Ail)i’j ((—1)Z+] detAj,i), 1= 1,...71, j = 1,n

17.3.4 Zur Berechnung der Losung eines linearen Gleichungssys-
tems

Wenn die Matrix A = (a; ;) € Mat(n x n, K) eine Inverse beziiglich Multip-
likation besitzt (also wenn det A # Ok ), dann hat das lineare Gleichungssys-

T1
tem A-x = b mit b € K™ (Spaltenvektor) die Losung z = [ ... | € K"
Ty,
mit ]
= detB;, i=1,2,...,
i = g de i n
wobei man die Matrix B; € Mat(n x n, K) erhélt, indem man in der Matrix
by
A die i-te Spalte durch den Spaltenvektor | ... | ersetzt,i=1,2,..., n.
br

17.3.5 Zur Entscheidung der Orientierung

Fiir K = R kann det positiv oder negativ sein, wenn nicht Null; siche Ubung.

17.3.6 Zur Berechnung des Normalenvektors einer Ebene im Raum

Fiir v, w € R? heikt der Vektor

VW3 — V3Wa2
u= | —(vyws —vswy) | €R3
V1W2 — VW1

Kreuzprodukt der Vektoren v, w und ist durch v x w bezeichnet (in dieser
Reihenfolge!). v x w ist senkrecht auf v und auf w beziiglich des Euklidis-
ches Skalarproduktes, und wenn zusétzlich v, w linear unabhéngig sind, dann
bilden v, w, v X w eine Basis des Raumes R?.
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18 Abbildungen der Ebene und algebraische Struk-
turen

Wir untersuchen die Menge der linearen, bijektiven Abbildungen der Ebene
und einige Teilmengen dieser Menge.

Drehung. Sei 8 € [0,27). Wir wollen die Drehung f : R*> — R? um
Punkt (0,0) um Winkel 3 gegen Uhrzeigersinne beschreiben. Sei v € R?
(Spaltenvektor), v = (z,,¥,). Sei a,, € [0, 7] der Winkel zwischen v und e,
wenn y, > 0, und sei o, € (7,27) gleich 27 minus der Winkel zwischen v
und e; wenn y, < 0. Wir fithren die (Skizze und die) Rechnungen fiir den
Fall 3 € [0,%], @, € [0,/) durch, in den restlichen Féllen wiirde man den
gleichen Resultat bekommen.

Der Vektor f(v) € R? beschliest mit e; den Winkel a, + 8 und hat die

gleiche Lange wie der Vektor v, also

Fv) = (HUH cos(f + av)) _ (IIUII(COSBCOS% - sinﬁsinav))

lv|lsin(8 + ) ) \||v||(sin B cos o, + cos B sin ;)
_ (cosB —sinB\ (llvf|cosa,) _
N (sinﬂ cos 8 ) <||v|| sina, | Dg-v-
Die Abbildung bezeichnen wir dg, ihre Abbildungsmatrix beziiglich der Stan-
dardbasis Dg, 3 € [0, 2m).

Wir erkennen an d, die Spiegelung am Punkt (0,0), dy als die identische
Abbildung.

Spiegelung. Sei § € [0,7), die Gerade durch (0,0) mit Richtungsvektor
(cos B,sin ) wird die Spiegelachse der Spiegelung f : R* — R?. Der Vektor
v = (||v]| cos aw, ||v] sin o) (Spaltenvektor) ist abgebildet wie folgt:

(vl cos(B+ B —ay)\ [ llvll(cos(25) cos o, + sin(25) sin v,
flv) = (||v|| sin(f+ 8 — ozv)) o (||U||(sin(25) cos o, — cos(23) sin ozv)>

(e ey (o) s,

Wir bezeichnen die Abbildung f = sg, ihre Abbildungsmatrix beziiglich der
der Standardbasen ist Ss.

Satz

a) Die Drehungen dg, 8 € [0, 27), und die Spiegelungen sg, 8 € [0, 7), sind
orthogonale Abbildungen beziiglich des Euklidischen Skalarproduktes.
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b) Wenn f : R? — R? linear und orthogonal beziiglich des Euklidischen
Skalarprodukts ist, dann ist f entweder eine Spiegelung sz oder eine
Drehung dpg.

Beweis:
a) In der Ubung schon bewiesen.

b) Sei (all a12> die Abbildungsmatrix der f beziiglich der Standard-

Q21 A22
basen.

Aus der Voraussetzung, dass f orthogonal ist, bekommen wir || f(e;)|| =
lerll = 1, [If(e2)]l = llesll = L (f(ex), f(e2)) = (er,ea) = 0, und damit die
drei Gleichungen

at; +az =1
2 2
ayy +azp =1
aipaiy + azazy =0
Wir betrachten diese als ein (nicht-lineares !) Gleichungssystem fiir die Un-
bekannte a1, a2, asy, axn € R.

Die dritte Gleichung multipliziert mit ai2a1; minus die dritte Gleichung

multipliziert mit asjaqy liefert

2 2 2 2
1101y — 5105 =0 .
In diese Gleichung setzen wir aus der zweiten und ersten Gleichung ein:
2 2 24,2 _
aty (1 —ay) — (1 —ajy)ay =0
und stellen dquivalent um:

(an —ag)(ay; +ax)=0.

Folglich gilt entweder a;; = ag oder a;; = —ag. Aukerdem auch a3, = a%Q.
Die erste Gleichung minus die zweite Gleichung, umgeformt, mit a?, = a3,
impliziert
(a21 — a1z)(asn +a2) =0 .
Daraus folgt entweder as; = aqo oder as; = —aqs.
Wir haben vier Félle zu untersuchen:

® a1 = ag und as; = ajp: Die dritte Gleichung liefert 2a15a1; = 0, also
ist

— entweder a;; = 0 und dann ass = 0, a1o = 1 oder a;o = —1; wir
bekommen Sz oder Six;
4
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— oder a1 = 0 und dann as; = 0, a;; = 1 oder ay; = —1; wir
bekommen Dy oder D,.

® (11 = —ag und as; = —ajy: Die dritte Gleichung liefert 2ai2a1; = 0,
also ist

— entweder a;; = 0 und dann ass = 0, a1o = 1 oder a;o = —1; wir
bekommen D3z oder Dx;
2

— oder a1 = 0 und dann as; = 0, a;; = 1 oder ay; = —1; wir
bekommen Sy oder Sg.

® 11 = ag und as; = —aqe: Die dritte Gleichung ist automatisch erfiillt.
Die erste Gleichung impliziert —1 < ay; < 1. Wir unterscheiden zwei
Félle:

— wenn ag; > 0: Sei o € [0, 7] diejenige Zahl welche cosa = aq;
erfiillt. Dann ist ay = y/1—a} = /1 — (cosa)? = sina. Wir
bekommen D,.

— wenn as < 0: Seli a € (m,2m) diejenige Zahl welche cosa =

apy erfillt. Dann ist ay = —y/1—a2; = —y/1 — (cosa)? =

—(—sina) = sin . Wir bekommen D,,.

® a1 = —ag und as; = ajz: Die dritte Gleichung ist automatisch erfiillt.
Die erste Gleichung impliziert —1 < a;; < 1. Wir unterscheiden zwei
Falle:

— wenn ag; > 0: Sel « € [0, 7] diejenige Zahl welche cosa = aq;
erfiillt. Dann ist ay = /1 —a}; = /1 — (cosa)? = sina. Wir
bekommen S%.

— wenn ay; < 0: Sel o € [77 27) diejenige Zahl welche cos& =

apy erfiillt. Dann ist ag;, = —y/1—a?3; = —y/1— (cosa)? =

—(—sina) = sina. Wir bekommen Sa.

Wir haben in allen Féllen entweder eine Drehung d,, oder eine Spiegelung
sa, a € [0,2m), bekommen. Damit ist b) bewiesen.O

Satz

a) Die Menge aller Drehungen der Ebene um Punkt (0, 0) mit Komposition
o bildet eine kommutative Gruppe. Diese Menge hat folgende Form

SO(2;R) ={d, : « € [0,2m)}
und heift spezielle orthogonale Gruppe.
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b) Die Menge aller orthogonalen Abbildungen der Ebene mit Komposition
bildet eine nicht-kommutative Gruppe. Diese Menge hat folgende Form

O2;R)={sg: fel0,m)}U{dy:ae0,2m)}

und sie heifst orthogonale Gruppe.

Beweis.

Bemerkung. Die spezielle orthogonale Gruppe aller Drehungen des Raumes
um Punkt (0,0,0) mit Komposition bildet eine nicht-kommutative Gruppe.

19 Komplexe Zahlen

Wir bezeichnen e, die Abbildung e, : R? — R? definiert durch e,(u) =
r-u,u € R% fiir r > 0; sie heift Streckung um Faktor r. Abbildungen
der Form f = e, od,, o € [0,27), heifen Drehstreckungen.

Satz Die Menge aller Drehstreckungen der Ebene, d. h. die Menge
G=A{e -dy: r>0,a€0,2m)}
mit Komposition o bildet eine kommutative Gruppe.
Beweis.

Wiederholung. Wir haben auf der Menge R x R die Operationen ¢ und
© eingefiihrt; sie bilden ein Korper. Insbesondere, R x R\ {(0,0)} mit ®
bildet eine kommutative Gruppe. Wir schreiben C statt R x R und z + y
statt (x,y).

Wir haben die Menge M = {A € Mat(2 x 2;R) : Jz,y € R: A =

(Z _ab> } mit Matrixaddition und Matrixmultiplikation; sie bilden ein Kor-

per. Insbesondere M \ {(8 8)} mit - bildet eine kommutative Gruppe.

Wir werden einsehen, dass die obigen drei Gruppen sind "prinzipiell gle-
ich“, wir sagen isomorph.

Bezug zwischen Elementen Zwischen C und M ist offensichtlich. Wenn
e, od, € G, dann sei a = rcosa und b = rsina; wir haben das Element
a+ib e C. Wenn a+ib € C, sei r = va? + b? und sei « € [0, 27) diejenige
Zahl, welche cosa = \/ﬁ und sina = ﬁ erfiillt (in Analysis wird
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bewiesen, dass genau eine solche reelle Zahl existiert); wir haben das Element
er 0dg.

Definition Sei (a,b) € R xR. a+ib heifst kartesische Form der komplexen
Zahl. Wir schreiben re® statt e, o d, und nennen dieses Symbol Exponen-
tialform der komplexen Zahl. a,b heifen kartesische Koordinaten und
r, a heiffen Polarkoordinaten der komplexen Zahl a + ib = re'®.

Bezug zwischen Operationen Wir wissen schon, dass bei dem Bezug zwis-
chen linearen Abbildung zu ihre Abbildungsmatrix beziiglich der Standard-
basis enstpricht die Komposition o der Matrixmultiplikation -.

Wir untersuchen zunichst den Bezug zwischen ® und o. Sei rije’®! die
Exponentalform von a; +ib; und r,e*? die Exponentalform von as +iby. Wir
berechnen

(a1 + Zbl) ® (CL2 + Zbg) = (a1a2 — bgbz) + ’i(blag + albg)

und die Exponentialform dieser komplexen Zahl:

_ _ 2 1 12 2 12 _
r= \/(a1a1 — boby)? + (brag + a1be)? = ... = \/al + b7 - \/a2 +bi=r1-rg
ajaz — biby ay by b1 by . . .

cosqu = ———— = —— — —— = cosaj sinay — sin g sinay = cos(ay + aw),

T 1 T2 1 T2
: biaz + a1by :

sina = ———= = ... = sin(ag + ay),

r

folglich ist @ = a1 + ap und die Exponentialform -rget(@te2)  Diege ist die
Drehstreckung (€,,.r, © day1ay) = (€7, 0da,) © (€1, 0 dy,). Das bedeutet, dass
- entspricht der o.

Wir untersuchen zunéchst den Bezug zwischen ® und -. Die Zahl a; 4 1b;

enspricht der Matrix (zl _ab1> und die Zahl as + iby enspricht der Matrix
1 M

<ZQ —abz . Wir berechnen (a;+ib;)®(ag+iby) = (a1a9—boby)+i(byag+aibs),
2 Q2

die entsprechende Matrix ist

aias — blbg —a1b2 — b1a2
CLle + b2a1 —blbg + a1a9 '

Eine Nebenrechnung zeigt, dass diese gleich der Matrix

aq —bl ) a9 —b2
b1 aq bQ a9
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ist. Das bedeutet, dass ® entspricht der Matrixmultiplikation -, wie es zu
erwarten war.

Wir haben die Beziehungen zwischen den drei Gruppen festgestellt. Wenn
wir die Menge G um den Element o definiert durch o((z,y)) = (0,0), (z,y) €
R? erweitern, und eine neue Operation + auf der Menge G U {o} entweder
mithilfe C und &, oder mithilfe M und + definieren, sind die drei Korper
"prinzipiell gleich®.

Da die Exponentialform einer komplexen Zahl iiber Drehstreckung definiert
ist, diirfen in der formaler Schreibweise mit dem Symbol re’® die Rechen-
regeln fiir die Multiplikation und Potenzrechnung engewendet werden:

1 L o) ‘

iar) | i\ . i(a1+as2) R (
(rie'®t) - (ree'?) = ry - moe ) roia = 7€
Definition r(cosa + isina) heift goniometrische Form der komplexen
Zahl, r > 0,a € R. Die Polarkoordinate r > 0 einer komplexer Zahl
z heift absoluter Betrag, bezeichnet |z|, a € R heift Argument, und
a € [0,27) heift Hauptwert des Argumentes der z, bezeichnet Argz
R x R veranschaulicht in kartesischen Koordinatensystem heiftt Gaufs’sche
Zahlenebene. Fiir z = a + ib heiftt a Realteil von z, bezeichnet Rz, und b
Imaginarteil von z, bezeichnet $z. a + b heiftt die komplex konjugierte
von z, bezeichnet Z.

Insbesondere gelten

e'* =cosa +isina Eulersche Formel,

(cosa + isina)” = cos(na) + isin(na), n €N, De Moivre Formel.

Zu Berechnung der Inverse beziiglich Multiplikation einer komplexen Zahl
in kartesischen Form (und auch beim Teilen) ist der Trickt "Erweiterung des
Bruches um die komplex Konjugierte zu benutzen.
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20 Eigenwerte, Eigenvektoren, Eigenraume

Wir betrachten quadratische reelle Matrizen A € Mat(n x n;R), sie stellen
eine lineare Abbildung des Vektorraumes R™ {iber R ausgeriistet mit dem
Standardbasis. Ziel ist eine andere Basis zu finden, welche zu A "passt®.

Man kann die Matrix A als Elemenet der Menge Mat(n xn; C) sehen; dass
wird uns helfen, einige Rechnungen durchzufiihren, aber am Ende schalten
wir zu reelle Zahlen zuriick.

Definition Sei A € Mat(n x n,R) eine (reelle, quadratische) Matrix. Eine
reelle Zahl A € R heifst (reeller) Eigenwert der Matrix A, falls es ein v € R
(Spaltenvektor) gibt mit v # Og» und A - v = Av. Dieser Vektor heifst zu A
gehoriger (reeller) Eigenvektor der Matrix A. Die Menge

Ey={veR": Av= v}

heifst zu A gehoriger (reeller) Eigenraum der A.

Eine komplexe Zahl A € C heift (komplexer) Eigenwert der Matrix A,
falls es ein v € C™ (Spaltenvektor) gibt mit v # Oc» und A - v = Av. Dieser
Vektor heift zu A gehoriger (komplexer) Eigenvektor der Matrix A.

Die Menge aller (komplexen und reellen) Eigenwerten heift Spektrum
der Matrix A.

Satz

i) Ist A ein reeller (bzw. komplexer) Eigenwert der (reellen quadratischen)
Matrix A, dann ist der Eigenraum F) gleich Los(A—AE,0) C R" (bzw.
C C™), wobei E die Einheitsmatrix mit n Zeilen und n Spalten ist.
Folglich ist E) ein Vektorraum tiber R (bzw. iiber C).

Ist A kein Eigenwert der Matrix A, dann ist F\ = Los(A—\E,0) = {0}
(und hat keine besondere Bedeutung).

ii) A ist ein Eigenwert der Matrix A genau dann, wenn det(A — AE) = 0.

Beweis. i)) v € By © Av= < Av— v =0 & (A= AE)-v =0pn &
v € Los(A — AE,0). Gleiche Argumentation fiir komplexe Zahlen.

ii) A ist Eigenwert genau dann, wenn das homogene lineare Gleichungssys-
tem (A — AE)x = Ogn nicht nur die triviale Losung x =g besitzt. Das ist
aquivalent dazu, dass die Matrix A — AFE nicht invertierbar ist. Dies gilt
genau dann , wenn ihre Determinante gleich Null ist. Gleiche Argumente
mit komplexen Zahlen (C ist eine Kérper). O

Bemerkung. Wenn wir formal det(A — AE) berechnen, entwickeln und in
Potenzen von A ordnen, wir bekommen ein Polynom in .
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Definition p(A\) = det(A — AFE) heifit charakteristischer Polynom der
Matrix A.

Definition Sei p € Pol(R) (oder p € Pol(C) ) und Ay € C. A heiftt Null-
stelle des Polynomes p, wenn p(z) ausgewertet fir x = Ay die Zahl 0
ergibt, d.h. wenn p()g) = 0 ist.

Zusammengfasst:

Satz )\ ist ein Eigenwert der Matrix A genau dann, wenn \q eine Nullstelle
des charkteristisches Polynomes der Matrix A ist.

Es ist ein tatsédchliches Problem, Nullstellen eines Polynomes zu bes-
timmen. Wenn der Polynom Grades hochstens drei ist, es gibt allgemeine
Formeln zur Berechnung der Nullstellen (z.B. p—g-Formel), sonst aber nicht.
Man kann raten, tricks anwenden, Niaherungen mit Hilfe der Analysis berech-
nen.

Wiederholung: Pol(R) (oder Pol(C)) ist ein Ring, kein Kérper. Man
kann Polynone addieren, Multiplizieren. Es gibt Nullelement, Einselement.
Man kann Inversen beziiglich Addition berechnen deswegen auch Polynome
subtrahieren.

Aber in allgemeinen nicht jeder Polynom Inverse beziiglich Multiplaktion
besitzt, deswegen kann man in allgemeinen nicht Polynome dividieren. Man
kann nur die Division mit Rest durchfiihren. (Vergleiche mit der Menge
Z, mit +, -, Elemente 0, 1; diese ist auch ein Ring).

Sei p € Pol(R) (oder Pol(C)) und A\g € R (oder C). Dann ist g(x) = z— Xy

auch ein polynom und sei nach Division mit Rest
p(x) = s(x)(x — Ao) + 7(x)

mit s, Polynome, Grad von r kleiner als Grad von ¢, entstanden. Da Grad
von ¢ gleich 1 ist, ist 7(z) = ag fir ein ay € R (oder C). Es ist leicht
einzusehen, dass Ay genau dann eine Nullstelle von p ist, wenn p ohne Rest
teilbar durch x — Ag ist (d.h. wenn r = 0):

Wenn Ay Nullstelle von p ist, dann < p()g) = 0. Daraus folgt, dass
< 5(Ao) (Ao — Ao) +7(Ao) = 0, und & r(Ag) = 0, & r = 0. Das bedeutet,
dass p durch (z — \g) ohre Rest Teilbar ist.

Umgekehrt, ist p durch (z — Ag) ohre Rest Teilbar, dann ist » = 0 und
folglich p(x) = s(x)(z — A\g). Daraus folgt, dass p(Ag) = s(Ag) - (Ao — Ao) =
s(Xo) - 0 =0, das heift, \g ist eine Nullstelle von p.

Definition Sei p € Pol(R) (oder C), Ay € C und k£ € NU {0}. & heifst
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Vielfachheit der Nullstelle Ay von p wenn p ohne Rest durch (x — \g)*
teilbar ist, aber nicht ohne Rest durch (x — \g)**! teilbar ist.

Definition Sei A € Mat(n x n;R), A\g € C Eigenwert von A und k£ € N. k
heiftt algebraische Vielfachheit des Eigenwertes \g der Matrix A, wenn k
die Vielfachheit der Nullstelle A\g des charakteristischen Polynomes von A
ist.

Die Zahl g = dim Los(A — A\oFE) heifit geometrische Vielfachheit des
Eigenwertes Ao der Matrix A.

Satz

i) Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes ist immer kleiner oder
gleich seinen algebraischen Vielfachheit.

ii) Die Summe von Vielfachheiten allen (komplexen und reellen) Null-

stellen eines Polynomes Grades n ist gleich n (Fundamentalsatz der
Algebra).

iii) Jedes Polynom mit reellen oder komplexen Koeffizienten vom Grad
grofer oder gleich 1 hat mindestens eine komplexe Nullstelle.

Ohne Beweis. ii) und iii) sind tiefe Sétze der komplexen Analysis. Schwierig
ist eigentlich iii), da ii) aus iii) elementar hergeleteitet werden kann. i) konnte
man mit linearer Algebra beweisen.
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Wiederholung. Zu z € C, z = a + i mit a,b € R, ist die komplex
konjugierte Zahl Z = a — ¢b. Folgende Rechenregeln gelten und sind einfach
zu beweisen:

e 2. Z2=0a’+b0>0,2-2=0& 2z =0

N

=z2&z2€eR;

|

[ ]
® Z| 29 =71 %
® 21+ 29 =721+ Zs.
Definition Fiir A € Mat(n x m; C) heikt die Matrix A € Mat(n x m; C) die
zu A komplex konjugierte Matrix. Fiir A € Mat(n x m; C) (oder R) heifst

die Matrix AT € Mat(m x n;C) (oder R) die zu A transponierte Matrix.
Eine Matrix A € Mat(n x n;R) heifft symmetrisch, wenn A7 = A, und

eine Matrix A € Mat(n x n;C) heift hermitesch, wenn A" = A
Folgende Rechenregeln gelten und sind einfach zu beweisen:
i) (AT =A, A=A, (A-Bf=BT.AT, A-B=A.-B.

ii) Fir A € Mat(n x n;C), =,y € C" (Spaltenvektoren) gilt folgende
Formel:

(AT o)y =2 (A-y) .

iii) Fiir z,y € R™ (Spaltenvektoren) gilt folgende Beziehung zwischen Ma-
trixmultiplikation und Euklidischem Skalarprodukt:

al -y = Zﬂfiyi = (z,y) -
i=1
iv) Fiir x € C" (Spaltenvektor) mit z # O¢n gilt:

n
=1

Lemma

i) Wenn A € Mat(n x n; R) symmetrisch und A € C ein Eigenwert von A
ist, dann ist A € R.
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ii) Wenn A € Mat(n x n;C) hermitesch und A € C ein Eigenwert von A
ist, dann ist A € R.

Beweis. i) Sei A € Mat(n x n;R) symmetrisch, A € C ein Eigenwert von A,
v € C™ ein zugehoriger Eigenvektor. Also ist insbesondere v # Ocn, Av = Awv.
Eine kurze Nebenrechnung liefert:

ANT=Av=A-v=A-T=A-7.
Im letzten Schritt haben wir benutzt, dass A reell ist. Die Formel von oben
fir x = v,y = v liefert:
AT ) v =0T (A-v) .

In diesem Ausdruck berechnen wir jeweils die rechte und die linke Seite. Da
v Figenvektor zu A ist, gilt

ol (A-v) =10 - (A -v) = AT ),
und wegen der Symmetrie von A, siche die Nebenrechnung, gilt
AT )T v=A- D) v=X-0)" - v=X@" -v) .
Folglich ist
A@"v) =A@ -0) .

Diese Gleichung geteilt durch 77-v # 0 impliziert A = A, was A € R bedeutet.
Der Beweis von ii) ist analog, nur die Nebenrechnung lautet

ANT=Nv=Av=A4-7,

und bei der Umformung der linken Seite wird die Hermitizitdt von A (statt

Symmetrie), woraus A7 = (4")T = A folgt, benutzt. 0

Lemma Wenn A € Mat(n x n;R) und A € R ein Eigenwert von A ist, dann
gibt es auch einen reellem Eigenvektor v € R™ zu A. Insbesondere gilt dies
fiir jeden Eigenwert einer symmetrischen Matrix.

Beweis. Seiu € C ein zugehériger Eigenvektor. Wir schreiben u = uy+ius
mit uy, us € R™. Au = Au ist dquivalent zu Auq + iAus = Aug + i \ug. Da A
und A reell sind, ist die letzte Aussage dquivalent zu

Au1 = /\u1 VAN A’LLQ == )\UQ .

Das bedeutet, dass auch u; oder us Eigenvektor zu A ist (eins davon ist
ungleich Ogn). O

Lemma
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i) Wenn A € Mat(n x n;R) symmetrisch ist, dann gibt es eine Basis von
R™, welche nur aus Eigenvektoren von A besteht.

ii) Wenn A € Mat(n x n;C) hermitesch ist, dann gibt es eine Basis von
C", welche nur aus Eigenvektoren von A besteht.

Beweis von i) ( ii) wére analog). Wir wissen bereits: Jeder Eigenwert
ist reell und zu jedem Eigenwert kann man reelle Eigenvektoren finden. Die
Frage ist nun, ob man geniigend viele Eigenvektoren finden kann. Sei

U =lin{u € R" : 3\ € R mit Au = Au}

die lineare Hiille von allen Eigenvektoren zu allen méglichen Eigenwerten von
A und der Ogn. U C R™. Wir wollen beweisen, dass U = R" ist. Erstmal
bemerken wir, dass Og» € U ist: Wir kénnen z.B. A = 1 wihlen (beachte aber:
u = Ogn ist kein Eigenwektor und 1 muss kein Eigenwert sein!). Weiterhin
kann man ziemlich einfach beweisen, dass U ein Vektorraum iiber R ist (dazu
ist zu iiberpriifen, dass fiir beliebige w1, us € U und p € R auch u; + us und
puy in U liegen).

Die Aussage, dass U # {Ogn}, ist wesentlich tiefer, sie folgt aus dem
Fundamentalsatz der Algebra.

Sei {uy,...,ux} eine Basis von U welche nur aus Eigenvektoren von A
besteht, und seien Ay, ..., \; die entsprechende Eigenwerte.

Wenn jetzt U # R™ wére, dann gibt es vy € R™ \ U mit vy # Ogn. Mit
etwas Miithe kann man einen anderen Vektor vy € R™ \ U mit v # Ogn
sogar so auswihlen, dass vj L U ist (d.h. Yu € U : v L u); dazu sucht
man Koeffizienten py, ..., pur € R sodass v, = vy — Zle wiu; die Bedingung
erfiillt.

Sei

V={veR":v LU}.

Man kann zeigen, dass V' auch ein Vektorraum ist, dass V NU = {Og~ }, und
dass fiir v € V immer Av € V gilt.

Begriindung der letzten Aussage: Sei x € V und u € U beliebig. Wir
wollen zeigen, dass (Az,u) = 0. Mit Benutzung der Formeln und der Sym-
metrie von A folgt

k k
(Az,u) = (Ax)T -u =27 - (ATw) = 27 - Au = 2T - A(Z piv;) =’ - (Z i Auy)
i=1 i=1

k
=z (Z Piditl;) = ZMMi(iET ;) = Z/h‘)\i -0=0.
' ; =1
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Begriindung der vorletzten Aussage: Offensichtlich ist Og» € V', Ogn € U.
Anderseits, wenn ug € VNU ist, dann gilt fiir alle u € U uy L u, insbesondere
auch fiir u = ug. Daraus folgt (ug,uo) = 0, und schlieklich, dass ug = Ogn.
Damit ist VN U = {Ogn} bewiesen.

Als Ubung bleibt zu zeigen, dass V ein Vektorraum ist.

Es folgt, dass die Abbildung f : V' — R" definiert durch f(z) = Az fiir
x € V eine lineare Abbildung von dem Vektorraum V' in sich ist. Sie besitzt
eine Darstellungsmatrix, welche mindestens einen Eigenwert Ay hat (hier ist
die Benutzung des Fundamentalsatzes der Algebra versteckt!). Es ist dann
einfach zu zeigen, dass dieser Wert auch ein Eigenwert von A ist, und der
zugehorige Eigenvektor vy auch fiir A ein zugehdriger Eigenvektor ist. Dies
ist dann ein Element der Menge V' NU und ist ungleich dem Nullvektor. Das
ist ein Widerspruch. Folglich muss U = R" sein. O

Lemma Sei A € Mat(n x n;R) symmetrisch, A\;, Ao Eigenwerte von A mit
zugehorigen Eigenvektoren vy, v9. Wenn Ay # Ay ist, dann vy L vs.

Bemerkung. Eine dhnliche Aussage gilt fiir komplexe hermitesche Matrix,
man muss das Skalarprodukt (und damit Orthogonalitit) in Vektorrdumen
iiber C entsprechend definieren.

Beweis. Wenn Awu; = A\u; und Aus = Ayus ist, dann rechnen wir

(/\1 - /\2)<U1,U2> = >\1<U1, U2> - /\2<U17U2> = <)\1U17 Uz) - <U1, )\2U2>

= (Auy, ug) — (uq, Aug) = (Aul)T CUgy — ulT - Ay

= (Aul)T Uy — (ATul)T U = (Aul)T Uy — (Aul)T Uy = 0 y
wobei wir in der vorletzten Gleichheit die Symmetrie von A benutzt haben.

Daraus folgt (A —Aa)(u1, ug) = 0 und wenn \; # Ag ist, dann gilt (uy, ug) = 0.
Dies bedeutet, dass uq L us. O

Satz Fiir jede reelle quadratische Matrix A € Mat(n x n;R) gilt: wenn A
symmetrisch ist (d.h. AT = A), dann existiert eine Basis von R", welche nur
aus Eigenvektoren von A besteht und zusétzlich orthonormal ist.

Wenn wir zu den Eigenwerten (mit Multiplizitdt) Ay, ..., A, zugehorigen
orthonormalen Basisvektoren vy, ..., v, nennen, und die Matrizen
V1] U2p ... Upy A 0 ... 0
o= | vz vz o Vng . D= 0 X ... O € Mat(n x n: R)
Vip U2y -+ Unp 0o . ... X\

formen, dann gilt: C ist invertierbar, C~' = CT, A = CDC.
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Beweis zusammengefasst: Wegen dem Fundamentalsatz der Algebra, es
gibt "geniigend viele* (komplexe) Eigenwerte. Aber es ist nicht klar, ob es
zu jedem Eigenwert "geniigend viele linear unabhéngige Eigenvektoren gibt
(d.h. ob geometrische Vielfachheit gleich der algebraischen ist).

Wir haben Hilfsaussagen bewiesen:

a) Wenn A symmetrisch ist, dann ist jeder Eigenewert reell.

b) Wenn es weiniger Eigenvektoren gébe als die Dimension des Vektorraumes
R", dann zerlegen wir diesen Vektorraum in zwei Teilen. Auf den restlichen
Teil bekommen wir ein Widerspruch mit Nutzung der Symmetrie der A.

c¢) Eventuelle komplexe Eigenvektoren kénnen wir auf reelle Eigenvektoren
tauschen.

Schlieslich miissen wir die so erhaltene Basis orthonormalisieren. In jedem
Eigenraum konnen wir die Basisvektoren so verandern, dass sie eine orthonor-
male Basis dieses Eigenraumes bilden. Damit wird die gesammte Basis des
R™ automatisch auch orthonormal, da Eigenvektoren zu verschiedenen Eigen-
werten flir symmetrische Matrix orthogonal sind. O

Bemerkung: Nach Einfiihrung komplexen Vektorrdume konnte man die

analoge Aussage beweisen. Fiir jede komplexe quadratische Matrix gilt:
wenn A hermitesch ist (d.h. A" = A), dann existiert eine Basis von C",
welche nur aus Eigenvektoren besteht, und zusétzlich orthonormal ist. Die
entsprechende Matrizen C, D sind komplex und C~1 = o’
Definition Wir sagen dass die Matrizen A, B € Mat(n x n;R) dhnlich
sind, wenn eine invertierbare Matrix C' € Mat(n x n;R) existiert so, dass
A = CBC~'. Wir sagen, dass die Matrix A diagonalisierbar iiber R ist,
wenn eine invertierbare Matrix C' € Mat(n x n; R) und eine diagonale Matrix
D € Mat(n x n;R) existieren so, dass A = CDC™L.

Beobachtung: Wenn A &hnlich zu B ist, dann ist auch B &hnlich zu A.
Beweis. Sei A dhnlich zu B, d.h. existiert C invertierbar mit A = CBC~!.
Dann gilt

C'A=C"YCBC™) = (C*C)(BC™Y) = BC,
C~'AC = (BC™)C = B(C™'C) = B.

Folglich ist B = C7'AC = C7'A(C~!)~! mit C~! invertierbar, d.h. B ist
ahnlich zu A. O

Bemerkung. Wenn A, B dhnlich sind, dann representieren sie die gle-
iche lineare Abbildung, nur beziiglich andere Basis (aber die gleiche Basis
in Definitionsbereich und in Wertebereich!). Determinante charakterisiert
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Flachendnderung, Spur Excentrizitit der linearen Abbildung, deswegen
sind folgende Resultate nicht iiberraschend.

Satz Wenn A, B &dhnlich sind, dann gilt
det A = det B, trA=trB

und A und B haben die gleiche Eigenwerte (mit gleicher Vielfachheit). Fol-
glich, wenn A diagonalisierbar ist, und Ay,..., A, seine Eigewerte mit Multi-
plizitat aufgelistet sind, dann

detA:/\l)\n, tIA:)\l—f-—l—)\n

Beweis. Fiir n = 2, da wir die nétige Rechenregeln nur fiir diesen Fall
bewiesen haben. Sei A = C'BC~' mit invertierbaren C.
Es gelten mit Hilfe von Sétze der Vorlesung bzw. Ubung:

1
A= BC™) = . B- = B
det det(CBC™) =det C - det el det B,
trA=tr((CB)C™) =tr(C"(CB)) =trB .

Sei A4 ein Eignewert von A mit zugehorigen Eigenvektor v4. Dann ist
va # Ogn und Avy = Agva. Es folgen

C’BC’_lvA = )\AUA = )\ACC_I’UA = C)\AC’_lvA,
C_ICBC_lvA = C_IC)\AC_IUA,
BC’lvA = )\AC’lvA .

Weil C~1vy # Ogn, ist A4 ein Eigenwert von B mit zugehorigen Eigenvektor
C~tv A-

Sei A dhlich zu diagonalen D, wobei die Diagonalelemente der D durch
dy,ds, ..., d, bezeichnet sind. Wir berechnen, dass D die Eigenwerte d; hat
(zugehoriger Eigenvektor ist e;), det D =[] d; und tr D = )" | d;. Nach
der ersten Teil des Satzes hat A die gleiche Eigenwerte wie D, also nach
eventuellen Umordnung ist A\ = dy, ..., \, = d,,. Folglich

i=1 i=1

trA:trD:idi :i’\i .
i=1 i=1
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Definition Eine Matrix C'Mat(n x n;R) heift orthogonal, wenn C' in-
vertierbar ist und C~1 = C7 erfiillt.

Bemerkung. Orthogonale Matrizen sind die Abbildungsmatrizen von or-
thogonalen Abbildungen f : R™ — R"™ beziiglich einer orthonormalen Basis.
Wenn eine MAtrix orthogonal ist, dann sind ihre Spalten orthonormale Vek-
toren beziiglich des euklidischen Skalarproduktes. Dies gilt auch fiir Zeilen.

21 Lineare Differenzengleichungssysteme

Motivation Viele Gréfen x4, ..., x, dndern sich in Zeitabstdnden k, z.B. Be-
trag auf Bankkonto, Anzahl der Glieder einer Population, Menge eines Stoffes
bei einer chemischen Reaktion. Seien x4 (k), ..., z,(k) die Grofen in der Zeit-
punkt k, k € NU{0}. Nehmen wir an, dass diese Grofen sich nach folgenden
Gesatze andern:

ri(k+1) =az1(k) +arpze(k) + - + a1 p2, (k)
LL’Q(IC —+ 1) = CL271£L’1(]€> -+ a2’2x2<k) + -+ GQ,nIn(l{Z)

ok +1) =ap121(k) + an2xo(k) + - + annn(k)

Dies kann man mit Hilfe einer Matrix A und Spaltenvektor u(k) = (z1(k), ... z,(k))
kurz als

uk+1)=A-u(k), keN

schreiben. Gegeben x1(0),...,z,(0) als Anfangswerte, man kann die Losung
mithilfe Matrixmultiplikation angeben: u(k) = A*u(0), k € N.
Die Matrix spielt hier die Rolle der Kodierung bestimmten (physikalis-
chen, biologischen) Gesetzen. A priori ist sie nicht immer symmetrisch.
Wenn man die Matrix A diagonalisieren kann, vereinfachen sich wesentlich
die Rechnungen, und man kann sogar Aussagen iiber das Verhalten des Sys-
tems fiir lange Zeiten (k — oo) machen.

Beispiel. Ein Rauber-Beute-Modell. Wir betrachten das System

Rk+1 = 07 5Rk + 07 4Bk )
By = —0,104Ry, +1,1B,, k=0,1,2, ...
Ry =300, By=100.

0,5 0,4

~0,104 1,1

Die Matrix A = ( 13 1

) ist diagonalisierbar, mit C' = (10 5) und
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D= (1’002 0’058) ist A= CDC. Folglich ist die Losung
) = 4t (B0 = epcmny (B0 —opre (HO)) -

=¢ (1782k 0 28’“> ( (O))

~ (2(10-1,02% - 200 + 5 - 0, 58" - 2900)
~ \&(13-1,02F-200 + 1-0,58" - 2900)

fir k =0,1,2,.... Mit Kenntnissen aus Analysis kann man beobachten, dass
die Population fur groﬁe k wéchst, weil 1, 02 > 1. Weil noch |0, 58| < 1, wird
das Verhiltnis 2 fiir grofse k ungefahr

Algebraische <Struktur der Losungsmengen

Definition Sei M eine Menge. Abbildungen f : NU {0} — M werden wir
Folge von Elementen aus M nennen, und die Menge aller solchen Folgen als

F (M) bezeichnen. Wir bezeichnen Ny = N U {0}.

Definition Sei A € Mat(n x n; R) eine Matrix. Das System von Gleichungen
x(k+1)=A-z(k), keNy,

fiir die Unbekannte = € F(R™) (Elemente von R" als Spaltenvektoren gese-
hen) werden wir homogenes lineares Differenzengleichungssystem nen-
nen.

Sei noch b eine Folge von Spaltenvektoren, b € F(R™), gegeben. Das
System von Gleichungen

x(k+1)=A -x(k)+bk), keNgy

fir die unbekannte x € F(R") werden wir inhomogenes lineares Dif-
ferenzengleichungssystem nennen.

Notation fiir die Losungsmengen:

Los(A,0r@n)) = {x € F(R"): Vke Ny z(k+1) = z(k)},
Los(A,b) = {zx € F(R"): Vk e Ny z(k+ 1) =a(k)+b(k)}.

Beobachtung. Wenn V' ein Vektorraum iiber R ist, dann kénnen wir
auf der Menge F (V') die zweistellige Operation @ (Vektoraddition) und eine
Multiplikation mit Skalaren (® ) folgenderweise definieren:

(fog)(k) = f(k) +g(k), (A [)(k)=Af(k), keNo,
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fir f,g € F(V),A € R. Damit wird F(V) mit @ und ® ein Vektorraum
iber R. Der Einfachheit halber schreiben wir + statt @ und nichts statt ®.

Satz (iiber der Struktur der Lésungsmenge des homogenen Sys-
tems) Die Losungsmenge Los(A, 0zwn)) als Teilmenge von F(R™) ist ein
Vektorraum. Dieser Vektorraum hat Dimension n.

Beweisidee. Zu zeigen ist, dass fiir z,y € Los(A, 0z@r»)) und A € R auch
x4y und Az in Ls(A, Or®rn)) liegen. Die zweite wird spéter bewiesen.

Satz (iiber der Struktur der Losungsmenge des inhomogenen Sys-
temes) Wenn y, € Los(A,b), dann

Los(A,0) ={yp +y :y € Los(A4, Or®n))}
(folglich ist Los(A, b) ein affiner Raum).
Beweisidee. Zu zeigen sind zwei Teilmengenrelationen.

Definition Eine Basis von Los(A, 0zrn) heift Fundamentalsystem von
Losungen des homogenen Systems. Eine Losung des inhomogenen Systems
heifst eine partikulare Losung des inhomogenen Systemes.

Bezeichnen mit yi,...,y, eine Basis von Los(A4,0r®n~)) und y, ein Ele-
ment von Los(A,b). Mit dieser Notation konnen wir von den Sétzen fest-
stellen:

y € Los(A,0pmny) < dei,... 6t y=ciyy + - + Colns
y € Los(A,b) & Jepy..sen: y=yp+ayr+ -+ Culn -

Beobachtungen.

e Sei ey, ...,e, die Standardbasis von R™ und definiere y;(k) = AFe; fiir
k € No. Dann sind yi,...,y, € Los(A,0z®n)). Man kann auferdem
zeigen, dass sie linear unabhéngig sind und dass sie eine Basis von
Los(A, 0zny) bilden. Folglich bilden sie einen Fundamentalsystem.

e Definiere y,(k) = Zi:ol A'b,_i_; fiir K € Ng. Man kann zeigen, dass
yp € Los(A, b). Folglich ist y, eine partikuldre Losung.

e Damit haben wir das inhomogene und homogene Differenzengleichungssys-
tem vollstandig geldst.
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e Wenn A diagonalisierbar ist, dann kénnen wir einen passenderen Fun-
damentalsystem finden. Seien i, ..., A, die Eigenwerte (mit Vielfach-
heit aufgezdhlt) und vy, . . ., v, die zugehorige Eigenvektoren der Matrix
A, welche eine Basis des R™ bilden. Definiere y;(k) = Mv; fiir k € N,
i =1,...,n. Man kann zeigen, dass yi,...,y, € Los(A, Ormgn)) und
dass sie linear unabhéingig sind und dass sie eine Basis von Los(A, 0z ®n))
bilden.

Definition Sei o € R" gegeben. Eine Losung y € F(R™) des homogenen
bzw. inhomogenen Systemes heifst Trajektorie mit Anfangswert z.

Beachte, dass fiir ein lineares Differenzengleichungssystem ist die Tra-
jektorie mit dem Anfangswert eindeutig gegeben, und zwar y(k) = AFx,
k € Ny, fiir das homogene, und y(k) = A*xzo + S5} Alb(k —i — 1), k € Ny,
fiir das inhomogene System.

Fiir n = 2 kénnen wir die Trajektorien im Euklidischen Koordinaten-
system veranschaulichen. Besonders gut kann man aber die Trajektorien
des homogenen Systems, welche als Anfangswerte die Eigenvektoren haben,
veranschaulichen. Das Verhalten dieser Losungen ist wesentlich dadurch be-
influsst, ob der Eigenwert in Betrag kleiner oder Grofer als 1 ist. Ein Bild,
welche alle Trajektorien veranschaulicht, heift Phasenportrat des homoge-
nen Systems.

Betrachte ein lineares Differenzengleichungsystem (eine Gleichung, zweiter
Ordnung)

x(k+2) = ayx(k + 1) + asx(k) + b(k), k€ N,

fiir die Unbekannte x € F(R), wobei a1, as € R und b € F(R) sind gegeben.
Diese kann man mit folgenden Trick auf ein lineares Differenzengleichungssys-
tem (von zwei Gleichungen, erster Ordnung) umschreiben: setze z(k) =
z(k), z2(k) = x(k 4+ 1) und z(k) = (21(k), 22(k)) (Spaltenvektor) fir & € Nj.
Mit dieser Notation ist unser System dquivalent umgeschrieben als

(k4 1) = ((?2 all) (k) + (b&,)> C keN,

fiir die Unbekannte z € F(R?). Beispiel: Seien a; = apy = 1
fir £ € Ny. Die Trajektorie X mit Anfangswert z(0) = 1,2(1) = 1 heifst
Fibonacci-Folge.
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22 Drehungen des Raumes und Quaternionen

Wir werden einige Teilmengen der Menge aller linearen bijektiven Abbildun-
gen vom Vektorraum R? iiber R in R3 {iber R betrachten. Auf R? betrachten
wir das euklidische Skalarprodukt. Wir definieren

O(3;R) = {f: f:R*>— R linear, bijektiv, orthogonal },
SO(3;R) = {f: f:R*®— R? linear, bijektiv, orthogonal, orientierungstreu }.

Beide Mengen bilden mit Komposition eine nicht-kommutative Gruppe. Dies
kann man direkt nachpriifen. Sie heiffen die orthogonale und die spezielle
orthogonale Gruppe.

Zum Rechnen in dieser Gruppen ist der Kérper der Quaternionen hilfre-
ich. Wir werden den Element (z, ¥, z,v) € R* mit dem Symbol x+yi+zj+vk
bezeichnen, wobei i, j,k Symbolen sind.

Definition Wir definieren die Menge
H={z+vyi+zj+vk: z,y,z,v € R} .

Auf dieser Menge definieren wir die zweistellige Operation Addition & welche
der Addition der Vektoren aus R* enspricht und die zweistellige Operation
Multiplikation ® folgenderweise:

1 Oqp =

Fir ¢ = x +yi+ zj + vk € H heiflt z — yi — zj — vk € H die konjugierte von
g und wird durch g bezeichnet, und /22 + 42 + 22 + v2 heift der Betrag
von ¢ und wird durch |¢| bezeichnet. Auferdem definieren wir die Multi-
plikation eines Quaternions mit einem Skalar aus R, die der Multiplikation
eines Vektors aus R* mit einem Skalar entspricht.

Satz

i) H mit @ ist eine kommutative Gruppe mit neutralem Element Oy =
0+ 0i + 0j + Ok.

ii) H\ {Og} mit ® ist eine nicht-kommuative Gruppe mit neutralen Ele-
ment 1y = 1+ 0i 4+ 0j + Ok. Inverses zu q ist #G.

iii) {g € H: |g| = 1} mit ® bildet eine nicht-kommutative Gruppe (Unter-
gruppe von H \ {Og} mit ®).

iv) H mit & und © bildet einen nicht-kommutativen Korper.
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v) H ist ein Vektorraum tiber R mit Basis {1 + 0i + 0j + 0k, 0 + 1i + 0j +
0k, 0 -+ 0i 4+ 1j + 0k, 0 + 0i + 0j + 1k, }.

Beweisidee: Eigenschaften direkt nachpriifen.

Mit Hilfe der Multiplikation der Quaternionen kann man Drehungen des
vierdimensional Raumes R* beschreiben. Uns interessieren die Drehungen
des dreidimensionalen Raumes R?. Deswegen identifizieren wir einen Quater-
nion 0+ xi+yj+ zk € H mit einem Element (z,y, z) € R?. Mit dieser Identi-
fikation gilt folgender Satz (Beweis siehe z.B. |Giirlebeck, Habetha, Sprofig:
Funktionentheorie in der Ebene und im Raum]).

Satz

i) Fiir ¢ € H mit |¢| = 1 ist die Abbildung d, : R* — R? definiert durch
dy(z) =qox®q !, x € R® C H, ein Element von SO(3,R).

ii) Jedes Element von SO(3;R) ist der Form d, mit ¢ € H, |¢| = 1; dabei
ist dg = d_g.

Wenn wir lineare Abbildung der R? iiber R mit Abbildungsmatrix beziiglich
der Standardbasis angeben, entsprechen die orthogonale und die spezielle or-
thogonale Gruppe folgenden Mengen der Matrizen mit Matrixmultiplikation:

O(3;R) = {A € Mat(3 x 3;R) : A™' = AT}
SO(3;R) = {A € Mat(3 x 3;R) : det A =1, A™' = AT} .

Man kann weiter zeigen, dass

SO(3;R) = {A € Mat(3 x 3;R) : Ja,b,c,d ER :a®> + b+ + d* =1,

a2+ - —d? 2bc — 2ad 2ac + 2bd
A= 2ad + 2bc a? = b+ — 2cd — 2ab b,
2bd — 2ac 2ab + 2cd a?—b> -2+ d?

dass A -z = d () fir z € R® C H (Spaltenvektor) mit ¢ = a + bi + ¢j + dk
und A wie oben, und dass jede spezielle orthogonale Abbildung der R? eine
Drehung um einen Winkel 6 € [0,27) um eine Gerade g durch den Punkt
(0,0,0) ist. Mit deiser Notation gelten:

o tr A =1+ 2cos(h),

e Wenn A # E (d.h. f nicht die identische Abbildung ist), dann ist der
Eigenvektor zu den Eigenwert 1 der Matrix A ein Richtungsvektor der
Gerade g, und dieser ist (b, ¢, d).
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10 0
Beispiel. Fir ¢ = %2 + 2i+0j+0kist A= [0 0 —1|, d, ist die
0 1

0
Drehung um die 2-Achse um Winkel 7. ¢*> = 0+1i+0j+0k, die entsprechende
1 0 O
Matrix ist A2 = |0 —1 0 |, Drehung um 7 um die z-Achse. —¢* gibt
0o 0 -1

die gleiche Drehung.

23 Quadriken

In diesem Kapitel werden einige "nicht-gerade Teilmengen der Ebene oder
des Raumes (Verallgemeinerung von Geraden, Ebenen) mit Hilfe Diagonal-
isierung symmetrischen Matrizen untersucht.
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