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Teil 1.

Zahlenbereiche



1. Die natiirlichen Zahlen

Definition (Peano-Axiome). Es existiert eine Menge N, die Menge der natiirlichen Zahlen, mit
folgenden Eigenschaften:

(P1) Es existiert eine injektive! Abbildung o : N — N, die Nachfolgerabbildung.

(P2) Es existiert ein Element in N - wir nennen es 0 -, das kein Nachfolger ist. Es gilt also

Vn € N:o(n) #0.

(P3) Ist M C N eine Teilmenge mit den Eigenschaften:

(a) 0 € M,
(b) Vne M : o(n) € M,

so gilt M = N (Induktionsaxiom).
Bemerkung 1.1. In der Literatur wird das Element, dass gemifl (P2) existiert, hdufig 1 genannt.

Satz 1.2. Es gilt
{meN;IkeN:m=0o(k)}U{0} =N.

Insbesondere ist 0 das einzige Element in N, das kein Nachfolger ist.

Beweis. Wir setzen

M ={meN;3dkeN:m=o0(k)} U{0}.

Zunichst gilt 0 € M per Definition. Ist weitern € M sogilt o(n) € {m e N; 3k e N: m =o(k)} C M.
Somit gilt nach (P3) M = N. Ist nun n € N = M ein Element, das kein Nachfolger ist, d.h.

n¢{meN;3IkeN:m=oc(k)} =M\{0},
so folgt n = 0. O

Sehr eng verkniipft mit dem Induktionsaxiom ist das Prinzip der Rekursion. Bevor wir dieses Prinzip
diskutieren konnen, benttigen wir einige grundlegende Begriffe.

'Eine Abbildung f : M — N zwischen zwei Mengen M, N heifit injektiv, falls

Ve,ye M: f(z) = f(y) =z =y.



1. Die nattirlichen Zahlen

Definition. Es seien M, N nichtleere Mengen. Eine Teilmenge R C M x N heifit bindre Relation
zwischen M und N. Wir definieren den Definitionsbereich von R durch

DR)={zxeM;3Iye N:(z,y) € R}.
Ferner nennen wir R eine Funktion, falls R rechtseindeutig ist, d.h.
Vee M,y,z€ N:(z,y) € RA(z,2) € R=y = 2.

Somit ist bei einer Funktion R fiir € D(R) das Element y € N mit (z,y) € R eindeutig bestimmt
und wir schreiben R(x) := y. Ist R eine Funktion, so schreiben wir auch R : D(R) C M — N und
falls D(R) = M auch kurz R: M — N.

Satz 1.3 (Rekursion). Sei M eine nichtleere Menge und x € M. Ferner seien fir n € N Funktionen
fn: M — M gegeben. Dann existiert genau eine Funktion g : N — M, so dass

(a) 9(0) =,
(b) Vn € N: g(o(n)) = fulg(n)).

Beweis. Wir beweisen zunéchst die Eindeutigkeit. Angenommen es gebe zwei Funktionen g, g : N — M
mit den gewiinschten Eigenschaften. Wir betrachten die Menge

K = {n € N; g(n) = §(n)}.
Offenbar gilt 0 € K, da g(0) = x = g(0). Sei nun n € K. Dann gilt
g(a(n)) = fulg(n)) = fn(g(n)) = glo(n)),

und daher o(n) € K. Nach (P3) folgt daher K = N und somit g = g.
Kommen wir nun zur Existenz einer solchen Funktion g. Dazu betrachten wir die folgende Menge von
bindren Relationen zwischen N und M:

R={RCNxM; (0,z) e R,VYneN: (n,y) € R= (c(n), fu(y)) € R}.
Diese Menge ist nichtleer, da N x M € R gilt. Wir definieren nun die Relation
g::ﬂR:{(n,y)ENxM;VRER:(n,y)ER}.

Ziel ist es zu zeigen, dass g eine Funktion mit den gewiinschten Figenschaften ist.
Wir zeigen zunéchst g € R :

e (0,z) € g:Ist klar, da (0,z) € R fiir alle R € R.

e (n,y) € g = (o(n), fu(y)) € g : Ist (n,y) € g, so gilt (n,y) € R fir alle R € R. Damit folgt
(o(n), fr(y)) € R fiir alle R € R und damit (o(n), fn(y)) € g.



1. Die nattirlichen Zahlen

Es gilt also g € R.

AuBerdem gilt D(g) = N : Da g € R folgt 0 € D(g). Sei nun n € D(g). Dann existiert y € M mit
(n,y) € g und somit (o(n), fr(y)) € g da g € R. Damit ist o(n) € D(g) und aus (P3) folgt D(g) = N.
Wir zeigen nun abschlieflend, dass g eine Funktion ist. Betrachte dazu die Menge

K={neN;Vy,ze M: (n,y),(n,2z) €g=y==z}.

Es gilt 0 € K: Wir wissen bereits (0,z) € g. Annahme: Es gibt y # = mit (0,y) € g. Dann betrachten
wir die Relation g := g\ {(0,y)}. Dann folgt g € R und g C g, was der Definition von g widerspricht.
Somit gilt also (0,y) € g =y =1z, also 0 € K.

Sei n € K. Dann gibt es genau ein Element y € M mit (n,y) € g (dan € D(g) =N). Da g € R, folgt
(o(n), fn(y)) € g. Somit geniigt es (0(n),z) € g = z = fun(y) zu zeigen. Annahme: Es gibt z # f,,(y)
mit (o(n),z) € g. Dann betrachten wir die Relation g := g\ {(¢(n), 2)}. Dann folgt g € R (beachte
hierbei, dass o(n) # 0 nach (P2), somit also (0,z) € g gilt) mit g C g. Das widerspricht der Definition
von g und damit folgt o(n) € K.

Mit (P3) folgt nun K = N und daher ist ¢g eine Funktion.

Somit ist g : N — M und es gilt g(0) = z und g(c(n)) = fn(g(n)) fiir alle n € N. O

Mithilfe der Rekursion konnen wir nun die Addition auf den natiirlichen Zahlen definieren.

Definition. Sei k¥ € N. Wir definieren die Abbildung (k+) : N — N durch (M = N und f, = o fur
n € N)

(a) (k+)(0) =k,
(b) Vn € N: (k+) (o0(n)) == o ((k+) (n)).

Statt (k+)(n) schreiben wir tiblicherweise k+n. Es ist also k40 = k und k+o(n) = o(k+n). Ferner
setzen wir 1 := ¢(0) und erhalten so fiir k € N

olk)=0(k+0)=k+0(0)=k+ 1.
Wir wollen nun einige Rechenregeln fiir die Addition beweisen.
Satz 1.4 (Rechenregeln fiir die Addition). Es gilt:
(a) Vk,m,n € N: k+ (m+n) = (k+m)+n (Assoziativitit),
(b) Vk,n € N: k+n=n+k (Kommutativitit),
(c) Vk,m,n e N: k+n=m+n=k=m (Kirzbarkeit).
(d) VEkemeN:k+m=0=k=m=0.

Beweis. (a) Seien k,m € N und betrachte M :=={n e N; k+ (m+n)=(k+m)+n}.Esgilt0e M,
da

k+(m+0)=k+m=(k+m)+0.
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Sei n € M. Dann gilt

E+(m+o(n)=k+ (c(m+n))
=o(k+(m+n))
=o((k+m)+n)
= (k+m)+o(n),

also o(n) € M.

Wir zeigen zunéchst k+0 = 0+ k fiir alle £ € N. Die Behauptung gilt offenbar fiir £ = 0. Nehmen
wir nun an, sie gelte fiir ein £ € N. Dann gilt

0+o(k)=0(0

(
=o(k)
(

Das beweist k+0 = 0+ k fiir alle k € N. Als néchstes zeigen wir k+ 1 =1+ k fiir alle k£ € N. Fiir
k = 0 haben wir die Behauptung bereits gezeigt. Gelte nun k 4+ 1 = 1 + k fiir ein £ € N. Dann ist

Sei nun k£ € N und betrachte die Menge M := {n € N; k+n =n+ k}. Wie wissen bereits, dass
0,0(0) € M. Sei nun n € M. Dann gilt mit (a)

k+o(n)=oc(k+n)
=o(n+k)
=n+o(k)
=n+(k+1)
=n+(1+k)
=(n+1)+k
=o(n)+k

und damit o(n) € M.

Seien k,m € N. Wir betrachten die Menge M :={n e N; k+n=m+n=~k=m}.Esist0 € M
dak =k+0=m+0=m. Sein € M und gelte k+0(n) = m+o(n). Damit ist o(k+n) = o(m+n)
und somit k& +n =m + n nach (P1). Da n € M folgt Kk = m und somit o(n) € M.
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(d) Seien k,m € N mit k + m = 0. Wir nehmen an m # 0. Dann existiert ein n € N mit m = o(n)
nach Satz 1.2. Damit gilt
O=k+m=k+o(n)=ock+n).

Dies widerspricht (P2) und somit ist m = 0. Daher gilt auch 0 =k +m =k + 0 = k. O
Uber die Addition kénnen wir nun die Ordnungsrelation < auf N definieren.
Definition. Seien m,n € N. Wir definieren
m<n: 3dkeN:m+k=n.

Wir beweisen zunéchst, dass < tatséchlich eine Ordnungsrelation auf N definiert. Dazu wiederholen
wir kurz, was wir unter einer Ordnungsrelation verstehen.

Definition. Sei M eine Menge und R C M x M. R heifit Ordnungsrelation auf M, falls
(a) R reflexiv ist, d.h. Vo € M : (x,z) € R,

(b) R antisymmetrisch ist, d.h. Ve,y € M : (z,y) € RA (y,2) E R=x =y,

(¢) R transitiv ist, d.h. Vo,y,z € M : (z,y) € RA(y,2) € R = (x,z) € R.

Eine Ordnungsrelation R auf M heit Totalordnung, falls Vo,y € M : (z,y) € RV (y,z) € R.
Satz 1.5. Die Relation <C N x N ist eine Totalordnung auf N.

Beweis. < reflexiv: Es gilt fiir n € N stets n <n, dan+0=n.
< antisymmetrisch: Seien n,m € N mit m < n und n < m. Dann existieren k,/ € N mit m +k =n
und n + ¢ = m. Somit gilt aber

m+k+l=n+l=m=m+0

und damit nach Satz 1.4 (c) k+ ¢ = 0. Aus Satz 1.4 (d) folgt nun £ = ¢ = 0 und daher m =m +0 =
m+k=n.

< transitiv: Seien k,m,n € N mit £k < m und m < n. Dann existieren 7,/ € N mit k£ + j = m und
m+ € =mn. Damit folgt n=m+ L=k +j+ ¢, also k < n.

< total: Sei n € N und betrachte die Menge

M={meN;m<nVn<m}.

Wir miissen M = N zeigen. Es gilt 0 € M, dan=n+0=0+4n, also 0 < n gilt. Sei nun m € M.
1.Fall: m < n,m # n : Es existiert k € N mit m + k = n. Ferner ist k # 0, da sonst m = n. Daher
existiert ein £ € N mit k = o(¢). Dann gilt

om)+l=L0+c(m)=c(l+m)=m+oc(l) =m+k=n,

also o(m) < n, also o(m) € M.

2. Fall: n < m : Da per Definition m < o(m) gilt, folgt aus der Transitivitit n < o(m) und damit
o(m) e M.

Aus (P3) folgt nun M = N. O
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Satz 1.6. Seien k,m,n € N. Dann gilt k < m genau dann wenn k+n < m + n.

Beweis. Sei k < m. Dann gibt es £ € N mit k + ¢ = m. Demnach gilt k +n + ¢ = m 4+ n und somit
k+n < m+ n. Gilt umgekehrt k£ +n < m + n, so existiert ein £ € N mit k 4+ n + £ = m + n. Nach
Satz 1.4 (c) folgt hieraus k + ¢ = m, also k < m. O

Definition. Fiir n € N definieren wir die Mengen
N>, ={keN;n <k},
Now = {k € Nin < k. k # n} = Noy \ {n} = Naiu),
Ne<p ={keN; k<n}=N\Ny,,
Nep={ke€N; k<nk#n}=Ng,\ {n}

Wir kénnen nun auch zeigen, dass < eine Wohlordnung auf N definiert, d.h. das jede nichtleere
Teilmenge von N ein kleinstes Element besitzt.

Satz 1.7 (Prinzip des kleinsten Téters). Sei M C N nichtleer. Dann ezistiert ein kleinstes Element
m M, d.h.
dIneMVneM:m<n

oder mit anderen Worten
dm e M : M C Nyp,.

Beweis. Wir nehmen an, dass so ein Element nicht existiert. Es gilt also
Vm € M : Ne,, N M # (. (1.1)

Betrachten wir die Menge K = {n € N; N<,, CN\ M}. Dann ist 0 € K, da sonst 0 € M gelten
wiirde, was (1.1) widerspriiche, da N.g = ). Sei nun n € K. Wir nehmen an o(n) ¢ K. Das bedeutet,
es gibt ein k € Ney(,,) mit k € M. Da Ng,, € N\ M gilt, muss k = o(n) € M gelten. Nun ist aber

N<U(n) ﬁM:NSnﬂM:(D,

was (1.1) widerspricht. Somit ist also o(n) € K und damit K = N. Ist nun n € N = K, so gilt wegen
n € Ng, C N\ M, also n ¢ M, was bedeutet, dass M = () gilt. Das widerspricht der Annahme M
nichtleer und damit muss unsere Annahme (1.1) falsch sein. O

Nun kénnen wir auch das Schubfachprinzip beweisen.

Satz 1.8 (Schubfachprinzip). Seien m,n € N mit m > n und f : N<,, = N<,. Dann existieren
a,b € Ney,, mit a # b und f(a) = f(b), d.h. f ist nicht injektiv.

Beweis. Wir fithren den Beweis per Induktion iber n. Ist n = 0 so ist m > 0 und f : N<,, —
N<o = {0}. Da 0,0(0) € N<;,, und 0 # o(0) gilt, folgt die Behauptung. Wir nehmen nun an, dass die
Behauptung fiir n gilt. Sei m > o(n) und f : N<;, — Neg(p). Insbesondere ist m > 0 und somit gilt
m = o(k) fiir ein k > n. Wir unterscheiden zwei Félle:

Fall 1 Es gibt a € N<;,, mit a # m und f(a) = f(m). In diesem Fall ist nichts zu zeigen.
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Fall 2 Fiir alle a € N<j,, mit a # m gilt f(a) # f(m). Wir definieren nun eine injektive Abbildung
9 : Negny \ {f(m)} = Ngp,. Wir unterscheiden wiederum zwei Félle.
Fall 2.1 f(m) = o(n). Dann betrachten wir die Abbildung g : N,y \ {f(m)} — Ng,, mit
9(4) =13
Fall 2.2 f(m) < o(n). Dann betrachten wir die Abbildung g : N<y(,) \ {f(m)} — N<,, mit

N )J falls j < o(n),
9.9) = {f(m) falls j = o(n).
Nem N<pt1 N<pn
f g
' \ e
. >

m

Nun ist in beiden Féllen g o f|y <« * N<p = Ngj, wohldefiniert und £ > n. Somit gibt es
nach Induktionsvoraussetzung a,b € N<j C N<,,, mit @ # b und g(f(a)) = g(f(b)). Aus der
Injektivitidt von g folgt nun f(a) = f(b). O

Wir kénnen nun als zweite Operation die Multiplikation auf N definieren.

Definition. Sei £ € N. Wir definieren die Funktion (k-) : N — N iiber (M = N und f,, = (k+) fur
alle m € N)

(a) (k-)(0) =0,
(b) Vn e N: (k) (0(n)) = (k+) (k) (n)) = k + (k) (n).

Statt (k-)(n) schreiben wir wieder tiblicherweise & - n. Ferner vereinbaren wir, dass - stirker bindet als
+, d.h.es gilt k-n+m = (k-n)+m fir k,m,n € N.

10
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Satz 1.9 (Rechenregeln fiir die Multiplikation). Es gilt:
(a) Vk,m,n € N: (m+n)-k=m-k+n-k (Distributivitit),
(b) Vk,m,n € N: (k-m)-n=k-(m-n) (Assoziativitit),
(¢) Vk,n e Nt k-n=n-k (Kommutativitit),
(d) Vk e Nyn € Nyg: k-n=0= k=0 (Nullteilerfreiheit),
(e) YVk,m e NNn € Nsg: k-n=m-n=k=m (Kirzbarkeit).
Beweis. (a) Seien m,n € N. Zunichst gilt
(m+n)-0=0=04+0=m-0+n-0.
Gilt nun (m+n)-k=m-k+n-k fir ein k € N, so folgt mit Satz 1.4 (b)

(m+mn)-ok)=(m+n)+(m+n)-k
=(m+n)+m-k+n-k
=m+m-k+n+n-k
=m-o(k)+n-o(k).

(b) Seien k,m € N. Zunéchst gilt
(k-m)-0=0=k-0=%k-(m-0).
Ist (k-m)-n=k-(m-n) fiir ein n € N, so folgt mit (a)

(k-m)-on)=k-m+(k-m)-n
=k-m+k-(m-n)
=k-(m+m-n)
=k-(m-o(n)).

(c) Der Beweis erfolgt in 4 Schritten:

(i) Als erstes zeigen wir 0 -k = 0 fur alle £ € N. Fiir £ = 0 gilt die Formel offensichtlich, da
0 -0 = 0. Gelte sie nun fiir ein k¥ € N. Dann ist

(ii) Nun beweisen wir 1-k = k fiir alle k € N. Ist £ = 0 so gilt 1-0 = 0 per Definition. Gelte nun
1.k =k fiir ein £ € N. Dann ist

l-ok)=141-k=1+k=k+1=0(k).

11
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(iii) SchlieBlich kénnen wir nun die Behauptung beweisen. Sei k € N. Dann gilt k- 0=0=10-k%
(siehe (i)). Gilt nun k- n =n - k fiir ein n € N, so folgt mit (a),(i) und (ii):

k-on)=k+k-n
=k+n-k
=1-k+n-k
=1+4n) -k
=o(n)-k.
(d) Seien k € N,n € Ny mit k-n = 0. Nach Satz 1.2 gibt es £ € N mit n = o(¢). Daher gilt
O=k-n=k-c(l)=k+k-L
Nach Satz 1.4 (d) folgt hieraus k = 0.

(e) Seien k,m € N, n € Nyg und k-n =m-n. Da < eine Totalordnung ist, gilt k¥ < m oder m < k.
Wir nehmen o.E. an, dass k < m gilt. Dann gibt es £ € N mit m = k + ¢. Dann gilt

k-n=(k+0-n=k-n+{-n.

Mit Satz 1.4 folgt hieraus
0=/¢-n

und nach (d) gilt dann ¢ = 0. Somit ist m =k + 0 = k. O

12
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In diesem Abschnitt wollen wir die ganzen Zahlen mithilfe der natiirlichen Zahlen definieren. Dafiir
benétigen wir Aquivalenzklassen. Wir wiederholen daher noch einmal, was wir unter einer Aquivalenzrelation
verstehen.

Definition. Sei M eine Menge und R C M x M. R heifit Aquivalenzrelation auf M, falls
(a) R reflexiv ist,

(b) R symmetrisch ist, d.h. Ve,y € M : (x,y) € R= (y,z) € R,

(c¢) R transitiv ist.

Ist R eine Aquivalenzrelation auf M, so heifit fir € M die Menge [z]g = {y € M |(z,y) € R}
Aquivalenzklasse und x ein Reprdsentant der Aquivalenzklasse. Ferner definieren wir die Menge

M p = {[z]r |z € M}.
Statt (x,y) € R schreiben wir auch hier hiufig xRy.
Wir definieren nun eine Aquivalenzrelation auf N x N.
Definition. Wir definieren ~zC (N x N) x (N x N) durch
(k,0) ~z (m,n): < k+n=~L+m.
Satz 2.1. ~y definiert eine Aquivalenzrelation auf N x N.

Beweis. Die Reflexivitit und Symmetrie von ~yz ist offensichtlich. Seien nun k,¢,m,n,x,y € N mit
(k,€) ~z (m,n) und (m,n) ~z (x,y). Dann gilt unter Verwendung von Satz 1.4

kE+n+y=»C+m+y=~»L+n+zx.

Hieraus folgt (ebenfalls aus Satz 1.4) k+y = ¢+ x , also (k,{) ~z (z,y). Damit ist ~z auch transitiv
und somit eine Aquivalenzrelation. O

Definition. Die Menge der ganzen Zahlen 7Z ist definiert als
— NxN
7 = Vo

Wir kénnen nun die Addition, die Multiplikation und die die Ordnung < auf Z wie folgt definieren.

13
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Satz 2.2. Wir definieren fir k,¢,m,n € N
[(k, O]~y + [(myn)] o, = [(k+m, L+ n)],.

Dann ist + wohldefiniert. Ferner ist (Z,+) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element [(0,0)]_ und
inversem Element [(¢, k)] zu [(k, )]

~z, ~z°

Beweis. Wir zeigen die Wohldefiniertheit. Seien (a, b) ~z (k,¢) und (z,y) ~z (m,n). Dann gilt
k+m+y+b=a+l+z+n=~>+n+2+a,

also (k+m,l+n) ~z (x+a,y~+b). Somit ist + wohldefiniert. Ferner ist + assoziativ und kommutativ
nach Satz 1.4. Offenbar ist [(0,0)]._, das neutrale Element. Auierdem gilt

[(k, O], + (&R, = [(k+ 4,0+ F)], = [(0,0)]

~7, )
wobei dir letze Gleichheit wegen
k+0+0=k+{=4+k=0+k+0
folgt. O

Satz 2.3. Fir k,¢,m,n € N definieren wir

(K, O], - [(m,n)], =[(k-m+L-nk-n+l-m)_ .

Z Z

Dann ist - wohldefiniert. Ferner gelten das Distributivgesetz, das Assoziativgesetz und das Kommutativgesetz
(vgl. Satz 1.9). Ferner ist [(0(0),0)]_  das neutrale Element bzgl -.

~Z

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass - wohldefiniert ist. Seien dazu (a, b) ~z (k,€) und (z,y) ~z (m,n).
Dann gilt

(k-m+€-n)+(@a-y+b-z)+a-n=k-m+{+a) - n+a-y+b-x
=k-m+0b+k) nta-y+b-zx
=k-(m+n)+b-(n+z)+a-y
=k-(m+n)+b-(y+m)+a-y
=(k+b -m+k-n+b-y+a-y
={l+a)- m+k-n+b-y+a-y
={-m+k-n+b-y+a-(m+y)
={-m+k-n+b-y+a-(x+n)
=(k-n+l-m)+(a-z+b-y)+a-n

und somit
(k-m+€-n)+(a-y+b-z)=Fk-n+l-m)+(a-x+0b-y),

14
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also (k-m+4€-nk-n+€-m)~z(a-z+b-y,a-y+b-x). Seien nun k, ¢, m,n,z,y € N. Dann gilt

[k, 0]y - (1m0, m)]y + (@ 9)]y) = (8,0, - [Om+ 2+ y)].
= (k- (m+2)+ L (n+y) k- (n+y)+L- (m+a),
=[k-m+lnk-n+l-m) +[k-z+l-yk-y+Ll-2)_
= [(k O]y - [y W]y + [k 0], - [(@,9)].,
AuBerdem gilt
(C0) W ((CR0  (ER%) )
= (ks O], - [m- w4 yymey 4]
=[k-m-z4+n-y)+L-(m-y+n-z),k-(m-y+n-z)+L- (m-x+n-y)).,
=[((k-m+l-n)-z+(k-n+l-m)-y,(k-m+Ll-n)-y+(k-n+l-m) z)|_,
= [(kem+Cnk-n+lm), - [(@y)-,
S (0] O R I )
Die Kommutativitat von - ist klar. Ferner gilt
[(,0)]., - [(0(0), 0)]., = [(k - 7(0) + k- 0,k -0+ £+ 5 (0)]., = [(k, )], 0

Satz 2.4. Wir definieren <C Z X Z durch
[(k,0)]~, <[(m,n)]~,: ©k+n<l+m.

Dann ist < wohldefiniert und eine Totalordnung auf Z.

Beweis. Seien k,¢,m,n € N so dass k +n < £+ m. Seien ferner k‘,z,ﬁz,ﬁ € N mit (E,Z) ~z (k,£) und
(m,n) ~z (m,n). Dann ist mit Satz 1.6

kd+ndlam=Cl+k+mtn<ltm+Ll+m

und somit B B

k+n<Ll+m.
Somit ist < wohldefiniert. Die Reflexivitét von < ist klar. Sei nun [(k, £)]~, < [(m,n)]~, und [(m,n)]~, <
[(k,£)]~,. Dann ist k +n = £ +m und somit (k,¢) ~z (m ) also [(m,n)]~, = [(k, )} ~y - Somit ist <
antisymmetrisch. Gilt [(k, £)]~, < [(m,n)]~, und [(m,n)] < [(z,y)]~, so 1st

k+y+n<l4+m+y<l+z+n

und daher k+y < £+x nach Satz 1.6. Das zeigt die Transitivitit. Die Totalitdt von < folgt unmittelbar
aus der Totalitat von < auf N. O

Wir wollen nun noch die natiirlichen Zahlen in die ganzen Zahlen strukturvertréglich einbetten.
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2. Die ganzen Zahlen

Satz 2.5. Die Abbildung

t:N—=Z
n—[(n,0)]_,

ist injektiv. Ferner gilt fir m,n € N :

(a) tim+n) =1(m)+c(n),

(b) t(m-n) = 1(m) - t(n),

(c) m <n<im)<un).

Beweis. Seien m,n € N. Ist «(n) = ¢(m) so gilt (n,0) ~z (m,0) also n =n +0 = 0+ m = m. Somit
ist ¢ injektiv. Ferner gilt

vm+n)=[(m+n,0)]_, =[(m0)]_, +[(n,0)]~, =um)+n)
und

t(m) - u(n) =[(m,0)], - [(n,0)], =[(m-n+0-0,m-0+0-n)]_ =I[(m-n0)]_, =cm-n).

Z

AuBlerdem ist
tim) <in)&m+0<n+0&m<n. O

Bemerkung 2.6. Im folgenden werden wir N stets als Teilmenge von Z auffassen, d.h. wir unterscheiden
nicht zwischen n und ¢(n). In diesem Sinne gilt dann Z = Z>¢ U Z<, da < eine Totalordnung auf Z
definiert. Fiir k = [(m, n)]~, € Z>o gilt dann n < m und somit gibt es £ € N mit n+¢ = m, was nichts
anderes bedeutet als (m,n) ~z (¢,0) und damit k = +(¢). Somit ist also im Sinne unserer Identifikation
Z>o = N. Analog gilt fiir k = [(m,n)]., € Z<o die Beziehung m < n und somit finden wir £ € N mit
m+ ¢ =n, was (m,n) ~z (0,£) zeigt, also k = [(0,£)]~,. AuBlerdem definieren wir fir [(m,n)]., € Z

—[(m,n)l., = [(n,m)], = [(m,n)]_, - [(0,0(0))] ., € Z
GemiB unserer obigen Uberlegungen ist dann
Z =NU (-N).

Ferner schreiben wir wie iiblich k — n statt k + (—n) fiir k,n € Z.

Noch wollen wir noch einige Eigenschaften der algebraischen Operationen auf Z thematisieren.

Satz 2.7. Seien k,m,n € Z. Dann gilt
(a) k-m=0=k=0Vm=0,
(b) kgm@EIEGZZO:k—i-E:m,

(c) k<m&k+n<m-+n,
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2. Die ganzen Zahlen

(d) fiirn € Zso gilt k<m<k-n<m-n,

(e) firn € Zey gilt k<m-<&m-n<k-n,

(f) firn#0 gilt k=m<&k-n=m-n.

Beweis. Seien k = [(a,b)]_,, m = [(z,y)]..,, n = [(c,d)] ..

(a) Wir nehmen an, dass m # 0 und k-m = 0 gilt. Das heiit x Zyund a -z +b-y=a-y+b-x. Wir
unterscheiden zwei Félle: Sei zunéchst a < b. Dann gibt es ein £ € N mit a 4+ £ = b. Demnach ist

a-z+(a+0)-y=a-y+(a+¥) -z,

woraus £ -y = £ -z folgt. Da x # y ist, folgt somit nach Satz 1.9 (d) ¢ = 0 also a = b. Der Fall
b < a funktioniert analog. Somit ist also a = b und daher (a,b) ~z (0,0), also k = 0.

(b) Es gilt
k<meaty<btreo HEN=Zs: aty+l=btr e A ELxg: [(a+£,b)]., =(z,9)].,-
(¢) Es gilt nach Satz 1.6
k+n<m4+n<sa+ct+y+d<btd4+zrz+cesaty<bdbt+zrzesk<m.
(d) Dan € Z> gibt es £ € N5 mit n = [(£,0)] _, . Nach Satz 1.9 gilt

E-n<m-nsal+y L<blt+z-le(aty) A< (b+z)lesaty<b+tzesk<m.

(e) Ist n € Z<o, so gilt n = [(0,¢)] ., = —¢ fir ein £ € N5o. Damit gilt wiederum mit Satz 1.9

~7

m-n<knsylt+al<zx-l+bls(y+a) l<(z+b) Leoyta<z+besk<m.

(f) Das folgt unmittelbar aus der Antisymmetrie von < und aus (d), falls n > 0 oder (e), falls n < 0
gilt. O
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3. Die rationalen Zahlen

Wie schon bei den ganzen Zahlen, fithren wir auch die rationalen Zahlen als Aquivalenzklassen ein.
Wir definieren dazu die folgende Relation auf Z x Z~g.

Definition. Wir definieren ~gC (Z x Z~) X (Z x Zx¢) durch
(2,0) ~q (gsm) : S z-m=y-n.
Satz 3.1. Die Relation ~q ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Die Relation ist offensichtlich reflexiv und symmetrisch. Seien nun x,¥y,z € Z und n,m, k €
Z~o mit (z,n) ~qg (y,m) und (y,m) ~q (z, k). Dann gilt

z-k-m=y-n-k=z-n-m
und somit z - k = z - n nach Satz 2.7 (f). Also ist ~q transitiv. O
Definition. Die Menge Q der rationalen Zahlen definieren wir als die Faktormenge

Q= Y/ Z>(V~Q-
Wie schon in Z beginnen wir, die Ordnung < auf Q fortzusetzen.
Satz 3.2. Wir definieren die Relation <C Q x Q durch
@), <[m).,: ©e-m<y-n

Dann ist < wohldefiniert und eine Totalordnung auf Q.

Beweis. Seien z,y,Z,y € Z und n,m,n,m € Zso so dass (z,n) ~q (Z,n), (y,m) ~g (y,m) und
x-m < y-n gilt. Dann ist nach Satz 2.7 (d)

rm-n-m=x-n-m-m<y-n-m-n=y-m-n-n
und somit gilt wiederum nach Satz 2.7 (d)
z-m<y-n.

Das beweist, dass < wohldefiniert ist. Offenbar ist < reflexiv. Die Antisymmetrie folgt aus der
Definition von ~g. Seien nun z,y,2 € Z und n,m,k € Zso mit x-m < y-nund y-k < z-m.
Dann ist

z-k-m<yn-k<z-m-n

und somit x - k < z - n. Somit ist < eine Ordnungsrelation. Die Totalitdt folgt unmittelbar aus der
Totalitat von < auf Z. O
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3. Die rationalen Zahlen

Nun kommen wir zur Addition und zur Multiplikation.

Satz 3.3. Fir x,y € Z und n,m € Z~q definieren wir

(@) + ()], = [ mty-non-m)] .

Dann ist + wohldefiniert, und (Q,+) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element [(0,0(0))]NQ und

[(=2,n)]~g als inversem Element zu [(, n)}N@ .

Beweis. Zunéchst bemerken wir, dass nach Satz 2.7 fiir n,m € Zsg auch n-m > 0 gilt. Seien nun
z,y, T,y € Zund n,m,n,m € Zso mit (z,n) ~g (z,n) und (y,m) ~g (y,m). Dann ist

@-m+y-n)-n-m)=x-m-n-m+y-n-n-m
=r-n-m-m+y-m-n-n
=(x-m+y-n)-(n-m)

und somit (z-m+y-n,n-m) ~q (z-m+y-n,n-m)und demnach ist + wohldefiniert. Fiir x,y, 2z €
Z und n,m, k € Z~q gilt

(I g + [ m)]og) + [ R)]og = [ m+y - monm)] L + [, K)]
=[((z-m+y-n)-k+z-(n-m)n-m-k)_,
=[@-m-k+y-k-ntz-m-nn-m-k)_
=[(@-m-k+(@y-k+z-m)-nn-m-k)|_
= [(:L‘,n)]NQ +[(y-k+z-mm- k)]N@
= [ )]y + (@) + [0,

Die Kommutativitat von + ist klar. Ferner gilt

[(z, 7))~ +[(0,0(0))]<, = [(z-0(0) +0-n,n-0(0)] ., = [(z,n)],

und
[(z,n)]~g + (=2 n)] o, = [(@ -0+ (=2) - n,n-n)] = [(0,n-n)]g = [(0,0(0))] g,
da (0,m) ~q (0,0(0)) fir alle m € Z~q gilt. O

Satz 3.4. Fir x,y € Z und n,m € Z~q definieren wir
[((L‘, n)]NQ : [(ya m)]NQ = [(ﬂj‘ "y, n- m)]NQ :

Dann ist - wohldefiniert und (Q,+,-) ist ein Kérper mit neutralem Element [(c(0),c(0))]
Ferner ist das inverse Element zu [(x,n)]~, mit x # 0 bzgl - gegeben durch

o bzgl -.

~,

@ n)]fl {[(n, x)]NQ falls x > 0,

[(—n, —Jf)]NQ falls x < 0.
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3. Die rationalen Zahlen

Beweis. Seien x,y,z,y € Z und n,m,n,m € Zso mit (z,n) ~qg (z,n) und (y,m) ~qg (y,m). Dann ist
Tgon-m=z-y-n-m

also (Z-y,n-m) ~qg (z-y,n-m) und somit ist - wohldefiniert. Die Assoziativitit und Kommutativitét
von - ist klar. Seien nun z,y,z € Z und n,m, k € Z~q. Dann gilt

[y (Mg + [0y = (@ n)]og - [y + 2 mam - K)]

(x-y-k+x-z-mmn-m-k)|_

Q"

Andererseits ist

(It - [ mly) + (@l - (R, ) = [y m)l, + @ zn B,

Nun gilt
(z-y-k+z-z-m)-n-m-n-k=(x-y-k-n+x-z-m-n)-m-n-k
also (z-y-k+z-z-mn-m-k)~q (z-y-n-k+x-2z-n-m,n-m-n-k), was die Distributivitét
beweist.
Ferner gilt

[(z,n)], - [(0(0),0(0))]., = [(z - (0),n -0 (0))]., = [(z,n)] .,

und
1 @ -] falls z >0,
]y - ]2 = {w P e CUR TN
da (y,y) ~q (¢(0),0(0)) fiir alle y € Z~o. O

Wir wollen nun die Menge Z in QQ einbetten.

Satz 3.5. Die Abbildung

L:Z —Q

v (@00,
ist injektiv. Ferner gilt fir x,y € Z: v(x+y) = v(x)+(y), t(z-y) = t(x)-t(y), sowiex <y < 1(z) < 1(y).
Beweis. Seien x,y € Z. Dann folgt aus ¢(x) = 1(y)

z-0(0) =y-0o(0)
und damit x = y. Somit ist ¢ injektiv. Ferner gilt
(&) + oly) = (2, 0 (O)], + [0 (O))]
=[(@-0(0) +y-0(0),0(0) - a(0))],
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3. Die rationalen Zahlen

=@ +y,0(0)]., =z +y)

sowie

AuBlerdem gilt
Wz) <uly) & z-0(0) <y -0(0)ez<y. O

Bemerkung 3.6. Auch hier wollen wir Z als Teilmenge von Q auffassen. Ferner schreiben wir statt

[(x,n)]~, iiblicherweise T und statt I ~gq 2 schreiben wir & = 2. Ferner gilt & > 0 < 2 > 0,

2 _)er=0und <0 z<0. "

Lemma 3.7. Seip € Q>9. Dann existiert ein n € N mit p < n.

Beweis. In der Tat, ist p = " fiir m € N,0(b) = a € N5 so gilt p < o(m), da
0<a=0<a+b-m=m<a+b-m+m=a+m-a=oc(m)-a=p<o(m). O

Satz 3.8. Seien k,m,n € Q. Dann gilt

(a) k- m=0=k=0Vm=0,

(b)) k<m<&3jeQso:k+j=m,

(c) k<m&k+n<m+n,

(d) firn € Qs gilt k<m<&k-n<m-n,

(e) firn € Qe giltk <m<m-n<k-n,

(f) firn#0 giltk=m<&k-n=m-n.

und n =

Beweis. Sei k = %

’m:

SalS

z
¢

(a) Ist k- m =0, so ist x - y = 0. Dann gilt nach Satz 2.7 (a) = 0 oder y = 0 und somit k¥ = 0 oder
m = 0.

(b) Es gilt nach Satz 2.7 (b)

k<mex-b<y-a
eHelp:2-b+l=y-a
cWelsg:(x-b-at+l-a)b
e Beg, Lhatla_y
= a-a-b b
T 14 Y

Welsyg: —+—=7%=
< € £20 a+a-b b
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3. Die rationalen Zahlen

=37€Qs0:k+j=m

Ist umgekehrt k + j = m fiir ein j = & € Q¢ so ist ’”‘Hp“ =% also (z-d+p-a)-b=y-a-d
Hieraus folgt - d-b < y-a-d nach Satz 2.7 (d) und somlt z-b<y-a,also k < m, wiederum
nach Satz 2.7 (d).

(c) Es gilt nach Satz 2.7 (c)

) ) } b
k+n < m+n & roetzoa < y cb—i—z S (x-c+z-a)be< (yetzb)acs b <yas k< m.
a-c c

(d) Es gilt nach Satz 2.7 (d)

T z
k-n<m- n@—_z—@x z:b-cLy-z-a-cer-b<y-askm.
a-c c

(e) Es gilt nach Satz 2.7 (e)

Y-z Tz
2 <— oy za-c<z-z-bcesr by ask<m.
¢ T a-c

m-n<k-n&s —

(f) Das folgt unmittelbar aus der Antisymmetrie von < und (d), falls n > 0 oder (e), falls n < 0
gilt. O

Bemerkung 3.9. Mit allen diesen Eigenschaften ist (Q, +, -, <) ein geordneter Korper.
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4. Die reellen Zahlen

Abschliefend wollen wir nun noch die reellen Zahlen aus den rationalen Zahlen konstruieren. Dazu
bedienen wir uns des Konzepts der Dedekind-Schnitte.

Definition. Eine Teilmenge A C Q heifit Dedekind-Schnitt, falls

(a) A£Dund Q\ A # 0,
(b) Vpe A,qeQ:q<p=gqcA,

(¢) A besitzt kein grofites Element, d.h. Vp € Adg e A:p < q.

Beispiel 4.1. Ist x € Q so ist A .= {p € Q|p < z} ein Dedekind-Schnitt (fur Eigenschaft (c) setze
q == Z2). Ebenso ist

A= {p€Q|p§0\/p2<2}

ein Dedekind-Schnitt. In der Tat ist 0 € A und 2 € Q \ A und somit gilt Eigenschaft (a). Sei p € A
und ¢ < p. Ist ¢ <0 so gilt ¢ € A. Ist ¢ > 0 so gilt p > 0 und p? < 2 und daher

*=q q<pp=p*<2,

nach Satz 3.8 (d), also gilt auch ¢ € A in diesem Fall. Wir zeigen nun noch Eigenschaft (c). Sei p € A.
Ist p < 0 so setzten wir ¢ := 1. Ist p > 0 so setzen wir

2(p+1)

p+2

Dann gilt

2p+1) —p(p+2) _2-p*
p+2 p+2

>0,

also p < ¢ und

e 2p+2)2 —4(p+1)2 20 +4p+4) —4(p*+2p+1) 4—2p* 2(2—p?) =0
7 = 2 = 2 = 2 = 2 )
(p+2) (p+2) (p+2) (p+2)

also g € A.

Definition. Wir nennen die Menge
R :={A4; A C Q Dedekind-Schnitt}

die Menge der reellen Zahlen.

23



4. Die reellen Zahlen

Satz 4.2. Wir definieren die Relation <C R x R durch
A< B:& ACB.

Dann ist < eine totale Ordnungsrelation. Zudem ist R unbeschrinkt, d.h. fir alle A € R existieren
B,C € R mit
B<A<C.

Ferner ist fiir jede beschrinkte Menge A C R die Menge

Agup = U A
AcA

ein Dedekind-Schnitt und Agp ist die kleinste obere Schranke von A (d.h. R ist supremums-vollstindig).

Beweis. Die Eigenschaften einer Ordnungsrelation sind klar. Wir zeigen nun, dass je zwei Elemente
A, B € R vergleichbar sind. Wir unterscheiden zwei Fille. Ist A\ B = (), so gilt A C B und daher
A < B. Existiere nun ein p € A\ B und sei ¢ € B. Dann gilt entweder ¢ > p oder ¢ < p, da < eine
Totalordnung auf Q ist. Ware p < ¢ so folgt nach Eigenschaft (b), dass p € B gilt, was der Wahl von
p widerspricht. Somit gilt also ¢ < p und daher wieder nach (b) ¢ € A. Da ¢ € B beliebig war, folgt
B C A also B < A.

Seinun A€ R. Firbe Aund c€ Q\ A setzen wir

B={peQ;p<b}
C={peQ;p<c+1}

Dann sind B,C € R und es gilt B C A C C nach Eigenschaft (b) fiir den Dedekind-Schnitt A (fiir
A C C nehmen wir an, dass es x € A mit ¢ C gibt. Dann folgt ¢ + 1 < z und somit ¢ € A wegen
(b)). Offenbar gilt B # A, da b € A aber b ¢ B. Auflerdem gilt C' # A, da ¢ € C aber ¢ ¢ A gilt.

Sei abschliefend A C R nach oben beschrinkt, d.h. es existiert B € R mit

VAe A: A<B.
Wir setzen
Agup = U A
AeA

und beweisen zunéchst, dass Ag,, € R:

Eigenschaft (a): Es ist Aguyp # 0, da A # 0 fir A € A. Ebenso gilt Q\ Asup = (44 Q\A 2 Q\ B # 0.
Eigenschaft (b): Ist p € Aqyp und ¢ € Q mit ¢ < p, so existiert ein A € A mit p € A und daher auch
g€ AC Agyp.

Eigenschaft (c): Ist p € Agyp so gibt es A € A mit p € A und daher ein ¢ € A C Agyp mit p < q.

Da offenbar A C Agyp, fiir jedes A € A gilt, ist Agy, eine obere Schranke von A. Ist C eine weitere
obere Schranke, so gilt fiir alle A € A

ACC
und somit
Adap=|JAccC
AcA
und daher ist Agy,p die kleinste obere Schranke, also das Supremum von A. O
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4. Die reellen Zahlen

Definition. Wir definieren die Einbettung ¢ : Q — R durch

tp) ={re€Q;z<p}.

Satz 4.3. Fiirp,q € Q gilt 1(p) < t(q) genau dann, wenn p < q. Insbesondere ist v injektiv. Auferdem
ist Q ordnungsdicht in R, d.h. fir zwei Elemente A, B € R mit A < B existiert ein p € Q mit

A <(p) < B.

Beweis. Seien p,q € Q. Gilt p < ¢ so folgt unmittelbar +(p) S (q), da p € 1(q) \ t(p). Gelte nun

umgekehrt ¢(p) < ¢(g). Nach Voraussetzung gibt es r € ¢(q) \ t(p), also p < r < ¢, was p < ¢ impliziert.
Gilt ¢(p) = i(q) folgt p = q da sonst p < q oder ¢ < p und daher ¢(p) < t(q) oder t(q) < ¢(p) folgen
wiirde.

Seien nun A, B € R mit A < B. Dann exitsiert ein ¢ € B\ A. Daher existiert ein p € B mit ¢ < p
(Eigenschaft (c)). Nun gilt fiir z € «(p) dass z < p und somit = € B folgt (Eigenschaft (b)), also
t(p) < B. Auflerdem ist p € B\ «(p), also gilt «(p) < B. Ebenso gilt fir x € A, dass x < p ist (sonst
wire p < z, also p € A und damit g € A, da g < p), also gilt A C «(p). Da q € ¢(p) \ A folgt A < 1(p)
und damit die Behauptung. d

Theorem 4.4. Es existieren zwei eindeutig bestimmte Operationen +, - : RxR — R so, dass (R, +, -, <
) ein geordneter Korper ist und
t:Q—R

ein Korper-Homomorphismus ist, der die Ordnung bewahrt.
Als letzte Operation fithren wir nun noch das Potenzieren ein.
Definition. Sei z € R. Wir definieren die Funktion z() : N — R rekursiv durch
(a) (0 =1,
(b) Vn e N: gt = 2(0) . g,
Ferner definieren wir fiir x #0 und n € N

2 = (:1;71)(”).
Statt #(*) schreiben wir wie iiblich .
Satz 4.5. Seien z,y € R mit x,y # 0. Dann gelten:
(a) Vk € Z: xF # 0.
(b)) Vk€Z: 2 >0=2F>0.
(c) Yk € Z: (x-y)k =2k .y~
(d) Yk, L €T : xF . 2t = 2+t
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4. Die reellen Zahlen

(e) Yk, L€ Z: (xk)g = gk,

f)VkeZ: xcQ=2FcQ.

(9) VEeN: z € Z= 2" c Z

(h) Vk€eN: z € N=zF e N.

Beweis. (a) Es gilt 2° = 1 # 0 und aus 2™ # 0 fiir n € N folgt 2" = 2™ -  # 0. Damit folgt mit

(b)

()

Induktion z™ # 0 fiir alle n € N. Hieruas folgt ebenso ™" = (:cfl)n £0,da 2zt #£0.

Es gilt 2% = 1 > 0 und aus 2" > 0 fiir n € N folgt "' = 2" - £ > 0. Damit folgt mit Induktion
™ > 0 fiir alle n € N. Hieruas folgt ebenso 27" = (ac_l)n >0,daz"! > 0.

Bs gilt (z-9)° =1 =2"-9° und aus (x - y)" = 2" - y" fiir n € N folgt (x - y)"Jrl = (z"-y") -

n
(z-y) = 2™ . y"*1 also folgt die Behauptung fiir alle n € N. Wegen (2 -y) ™" = ((w . y)_1> =
($—1 .y—l)” = (x_l)n . (y_l)n =z " .y " folgt die Behauptung fiir alle Exponenten.

Sei k € Z. Es gilt 2% - 20 = 2% = 250 und aus z* - 2" = 2F*" fiir n € N folgt 2% - 2"t = 2F. 2" 2 =
ht g = 2k HnF also folgt die Behauptung fiir alle n € N. AuBlerdem gilt fiir n > k:

2k e — k. (:cil)n — k. (I—l)kﬂl*k - ($—1)k ) (x—l)"*k — 1k . gkn _ pkn

und fir n < k

:L'k L = :Ek—n—l—n L xk—n R xk—n‘

Sei k € Z. Es gilt (a:k)o =1=2"% und aus (q:k)n = zF" fiir n € N folgt (ajk)nJrl = (ajk)n cxk =
b gk = 2k (n+1) 4150 folgt die Behauptung fiir alle n € N. Da

ab . ah = b (xil)k =1k =1,

folgt

und damit

Sei € Q mit z # 0. Dann gilt 2° =1 € Q und aus 2" € Q fiir n € N folgt "' = 2" .z € Q und
damit 2" € Q fiir alle n € N. Da 2= € Q folgt ™" = (x_l)n € Q fiir alle n € N.

Sei x € Z mit x # 0. Dann gilt 2° = 1 € Z und aus 2" € Z fiir n € N folgt 2" = 2" - 2 € Z und
damit z" € Z fiir alle n € N.

Sei € N mit = # 0. Dann gilt 2° = 1 € N und aus 2" € N fiir n € N folgt 2"t! = 2" . 2 € N und
damit z" € N fiir alle n € N.
O

26



5. Stellenwertsysteme

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit Stellenwertsystemen und Darstellungen reeller Zahlen beschéftigen.
Bekannt sind zum Beispiel das Dezimalsystem, das Bindrsystem oder das Hexadezimalsystem. All
diese Darstellungssysteme beruhen auf der Wahl einer natiirlichen Zahl als Basis. Wir werden diese
Basis b € N5 beliebig wéihlen und von so genannten b-adischen Darstellungen sprechen. Zunéchst
benétigen wir einige Vorbereitungen. Der Einfachheit halber werden wir uns nur auf nichtnegative
Zahlen beschriinken (fiir negative Zahlen setzt man einfach ein — mit dazu).

Satz 5.1 (Division mit Rest). Seien p,q € R>o mit ¢ # 0. Dann existieren m € N und r € R>q mit
r < q, so dass
p=m-q+r.

Beweis. Nach der Ordnungsdichtheit von Q und Lemma 3.7 existiert eine Zahl n € N mit
p- q_1 <n

also p < m - q. Mit anderen Worten: Die Menge M = {n € N; p < n - q} ist nichtleer und besitzt
nach Satz 1.7 ein kleinstes Element m’ € N. Offenbar ist m’ # 0, da sonst p < 0-q = 0, was p > 0
widerspricht. Somit ist also m’ = m + 1 fiir ein m € N und da m < m/, folgt m ¢ M, da m’ minimal
war. Es ist also

m-q<p<(m+1)-q.

Wir setzen
r=p—m-q>0.
Damit gilt
m-q+r=p<(m+1)-g=m-q+gq
und somit r < q. ]

Satz 5.2. Sei g € Ryg. Seien ferner m,m € N und r,7 € R>g mit r,7 < q und
m-q+r=m-q+r.
Dann gilt m =m und r = 7.

Beweis. Da < eine Totalordnung auf R bildet gilt entweder » <7 oder 7 < r. Gelte o.E. r < 7. Dann
ist ¥ — r > 0 und somit
0<7r—r=m-q—m-q=(m-—m)-q. (5.1)

Andererseits ist 7 — r < ¢ und somit gilt
0<m-m<1.

Da m —m € N, folgt m = m. Hieraus folgt mit (5.1) r = 7. O
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Die letzten beide Sdtze besagen also, dass man fiir p, ¢ € R>¢ mit ¢ # 0 eindeutig bestimmte Zahlen
m € N,r € R>o mit r < ¢ findet, so dass

p=m-q+r
gilt. Wir wollen diese Zahlen nun benennen.

Definition. Seien p,q € R>g mit ¢ # 0. Seien ferner m € Nund r» € R>o mit r < ¢ so dass p = m-q+r.
Dann definieren wir
pdiv q = m,
pmodq = r.
Wir beginnen nun die b-adische Darstellung fiir eine Zahl m € N zu definieren.

Satz 5.3. Seim € N. Wir definieren rekursiv die Funktion r : N — N durch
(a) ro :=m,
(b) Vn € N: rp4q = rpdivb.

Wir definieren ferner a, == r, modb fir n € N. Dann existiert ein ng € N mit r, = a, = 0 fiir alle

n > ng und fir so ein ng gilt
no—1

m = Z akbk.
k=0

Beweis. Die Menge {r, ; n € N} besitzt nach Satz 1.7 ein kleinstes Element r,,. Dann gilt

Tng = Tno+1 b + QAny Z Tno+1 * b.
Ist 7po+1 # 0, so folgt

T'ng > Tno+1

im Widerspruch zur Minimalitét von r,,. Also ist rp,4+1 = 0 und aufgrund der Minimalitét r,, <
Tno+1 = 0 auch r,; = 0. Damit gilt aber ebenso ay,4+1 = 0. Ist nun 7,4 = 0 fiir ein k£ € N>y, so folgt
Tno+k+1 = 0divb = 0 und daher ist r,, = 0 fiir alle n > ng. Damit gilt auch a,, = r, mod b = 0 fiir alle
n > no.
Wir erhalten somit

m=ry-b+ag

1
:(Tg.b+a1)~b+a0:rg-bZ-i—Zakbk
k=0

no—1

:Tno'bno—}— Z ak~bk
k=0
no—1

:Zak-bk ]

k=0
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5. Stellenwertsysteme

Definition. Ist m € N, b € N5 und ao, ..., ap,—1 € Nop gemé Satz 5.3, so schreiben wir
m = (Apg—1-ao)p
und nennen dies die b-adische Darstellung von m oder Darstellung von m zur Basis b.

Beispiel 5.4. (a) Wihlen wir b = (coocococgocgocogoogoogoo)(0), so sprechen wir von der
Dezimaldarstellung. Da diese nur aus Elementen kleiner als b besteht, geniigt es endliche viele
Symbole fiir die Elemente kleiner als b zu wihlen. Wir wihlen natiirlich die gewthnlichen Ziffern
0,1,2,...,9 und erhalten somit die gewiinschte Darstellung. So folgt etwa fiir m = b

rr=mdivb=1, ag =0

T2=T1divb=0, CL1=1

und damit b = (10);. Die Darstellung zu dieser Basis nennen wir Dezimaldarstellung und wir
vereinbaren, dass alle natiirlichen Zahlen (wenn nicht anders angegeben) bzgl dieser Basis dargestellt
sind.

(b) m =72, b= 2. Dann gilt
ry =72div2 = 36, ag =0,
ro =36div2 =18, a; =0,
rg =18div2 =9, as = 0,
ry = 9div2 =4, az =1,
rs =4div2 =2, aqg =0,
r¢ =2div2=1, a5 =0,
ry =1div2=0, ag =1

und damit
72 = (1001000)s.

(¢) m =211,b = 16. Als Symbole wihlen wir neben 0,...,9 noch A, ..., F. Dann gilt

ry = 211div16 = 137 ag = 37
ro = 13div16 =0, a; = 13

und damit
211 = (D3)16.

Als néchstes definieren wir die b-adische Darstellung fiir x € R.

Satz 5.5. Sei x €]0, 1[. Wir definieren rekursiv die Funktionen r— : N — R durch

(a) ro =,

b) Vn € Nug :r_(4e1) ==7r—_n - bmod 1.
(n+1)
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5. Stellenwertsysteme

und setzen a_(p 41y = 17-pn - bdivl firn € N. Dann gilt a_y, € Ney, fir k € N>y und

o0
T = Z a_ib".
k=1

Beweis. Es gilt
b>r_p-b=a_(ny1) + T (nt1) 2 A—(ny1)

fiir alle n € N. Nun beweisen wir

Vn € N>q : x—Za,k-b*k =r_,-b "
k=1

Firn =1 gilt
t—a b t=btz-b—a)=r_1 b L.

Gilt die Formel fiir ein n € N, so folgt
n+1 n
T — Za_k bR =g — Za_k - a_(n+41) * p~(n+D)
k=1 k=1

=T_pn- b_n — a_(n+1) . b_(n+1)

= b_(n—i_l)(rfn b — a—(n-i—l))
="

und damit gilt die Formel fiir alle n € N. Da r_,, < 1 fiir alle n € Nund b~! < 1 gilt, folgt nach einem
Satz aus der Analysis

n
:):—Za,k-b_k:r_n'b_”—)() (n — o0)
k=1
und somit die Behauptung. O

Definition. Sei y € R>q. Wir setzen m = ydivl € N und z := ymod1 €]0,1[. Seien ay,...,any—1
und a_1,a_2, ... geméf Satz 5.3 und Satz 5.5 gewihlt. Wir schreiben

Y = (Ano—1-"a0,a—1a-2" " )
und nennen dies die b-adische Darstellung von y.

Beispiel 5.6. (a) b=10 und y = % Dann gilt m = %divl =0und z = %modl = % Es gilt

-10mod 1 =

r-1= ; A—1

10div1 = 3,

-10mod 1 =

W = W =

r_o = , A—2 -10divl = 3,

W = W =
W =W

und daher )
3 = (0,33333...)10.
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b=>5und y = % Es gilt wie oben m =0 und =z = % sowie

-5divl =1,

Wl W

5divl =3,

und daher
1
3 = (0,1313...)s.

b =10 und y = v/2. Es gilt fir m = ydivl € Nund 2 = ymod 1 € R die Gleichung v2 = m+x
und somit
2= (m+xz)%

Wire m = 0, so wire x > 1, wire m > 2, so wire 2 < (m + z)?. Somit muss m = 1 gelten und
r =+/2 — 1. Nun gilt
r_y = (\fz— 1) 10mod 1, a_; = (V2 —1)-10div1

also

(\/5—1) A0=a_i+7,
aV2-10=a_1+7r_1+10
©2-10% = (a_y +7r_1 + 10)?
2102 = (a1 +71)>+ 20 (a_1 +r_1) + 10°
=102 = (Cl—l + T_1)((CL_1 + 7“_1) + 20).

Man sucht nun a_1 € N,r_; < 1, so dass diese Gleichung gilt. Da r_; < 1 suchen wir also das
grofite a—; € N mit
102> a1 - (a_1 + 20).

Durch probieren erhalten wir a_; = 4 und damit
102 = (4+7r_1) - (ro1 +24) =72 +28r_1 + 96 = 72| + 28r_; = 4.

Nun ist
r_o=1r_1-10mod1, a_y =7r_1-10div1,
also 7_1 - 10 = 7_o + a_». Mulitplizieren wir die obige Gleichung mit 10? so erhalten wir
400 = (10r_1)* +280-10 - 7_4
=(reg+a—2)?+280 (r_a+as)
=(r_a+a_2)(r—2+a_2+ 280).
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Offensichtlich ist a_9 = 1 und wir erhalten
119 = 72, + 281r_,.
Mit r_5 - 10 = 7_3 + a_3 folgt nach Multiplikation mit 102
11900 = (r_3 + a—3)(r—3 + a_3 + 2810).
Durch probieren erhalten wir a_3 = 4, denn
42814 = 11256 < 11900

usw. Wir erhalten also

V2 = (1,414.. )10,

wobei wir sehen werden, dass diese Dartstellung niemals periodisch wird.

Satz 5.7. Seiy € R>0,b € Nsj undy = (ang—1---ao,a—1---)p die b-adische Darstellung von y. Dann
gilt y € Q genau dann, wenn es kg, 7 € Nsg gibt so, dass

a_(kyr) = a—k (k> ko).
In diesem Fall kénnen fiir y = = die Zahlen ko, 7 < ¢ gewdhlt werden.

Beweis. Offenbar reicht es, die Behauptung fiir y € R zu zeigen. Wir nehmen zunéchst an, dass y
rational ist, also y = ** fiir gewisse m,c € N mit ¢ > 0 und m < ¢, da y < 1. Wir betrachten nun die
Folge (r—n)nen aus Satz 5.5. Da a_(,41) = r—y, - bdiv 1 gilt, reicht es die Behauptung fiir r_,, statt fiir
a_p zu zeigen. Wir betrachten dazu die Folge ¥_,, := r_, - ¢ < ¢ und zeigen 7_, € N fiir alle n € N.
Fiir n = 0 gilt

ro=ro-c=y-c=m€N,

Gelte nun r_,, € N. Dann gilt wegen r—,, - b = a—y, + r_(,41) auch
T—p-b= G—(n4+1) - C+ ?—(nﬂ)

und damit

T_(ntl)= =T-n"b—a_(py1)-c€N

Somit gilt also
r_:N— N<C'

Nach Schubfachprinzip Satz 1.8 existieren also 1 < kg < cund k1 < c+1mit kg < ky und 7_g, = 7_p, .
Mit 7 := k1 — kg gilt also

{r—ko = 7’,(k0+7-)

und somit auch

I ?Jco _ T—(ko+7) _ r
—ko c c —(ko+T7).

Wir zeigen nun per Induktion
Vk € Nogg : 7—gp = T (kgr)-
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Fiir k = ko haben wir das eben gezeigt. Gelte nun r_j = r_ (4, fiir ein k > ko. Dann folgt a_(;4.1) =
a_(k+147) und daher

T (k1) =T—k b= (h11) =T (ktr) 0= Q@ (kt147) = T (kt147)s

was die Behauptung zeigt.
Gelte nun

Nach Satz 5.5 gilt

0o
= Z a_pb k
k=1
ko—1 00
= Z a_kb_k + Z a_gb k
k=1 k=ko
ko—1 fe’e) o]
= Z a,kb_k +a_p, Z b—(ko—‘rn'T) + ...+ A—(ko+7—1) Z b_(ko-i-'r—l-i-n.'r)'
k=1 n=0 n=0

Es gentigt also zu zeigen

Zb_(s'””) €Q (kg<s<ko+71-1).
n=0

Dazu verwenden wir die Formel fiir die geometrische Reihe aus der Analysis. Es gilt

— —(s+n-71 —soo 1 —s 1
n;)bw ) =b Z(mn:b —T1€Q

n=0 b

bT

und hieraus folgt die Behauptung. O
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6. Teilbarkeit in Integritatsbereichen

Definition. Sei R eine Menge und @ : R X R — R, 0o : R x R — R zwei Operationen. Dann heif3t
(R, ®,0) Ring, falls

(a) (R, ®) ist eine abelsche Gruppe, d.h.
(i) @ ist assoziativ,
(iil) W eRVZER: 0P =280 ==z,
(iii) Vi e R3I—z€R: 2 (—z)=(—z) Pz =0,
)

(iv) @ ist kommutativ.
(b) o ist assoziativ,
(¢) @ und o sind distributiv, d.h.
Ve,y,z€ R: (x®y)oz=(xoz2)®(yoz),
Ve,y,z€ R: zo(y®z)=(zoy)® (roz).
Ein Ring (R, ®,0) heiit Ring mit Eins (oder unitirer Ring), falls
Jdle RVx e R: lox=x0l=ux.

Ein Ring (R, ®, o) heiit kommutativer Ring, falls o kommutativ ist.
Ein kommutativer Ring mit Eins (R, @, o) heifit Integrititsbereich, falls 1 # 0 und R nullteilerfrei ist,
d.h.

Ve,ye R: zoy=0=>2=0VvVy=0.

Bemerkung 6.1. Die Inversen —z und die Elemente 1 und 0 sind eindeutig bestimmt.

Beispiel 6.2. (a) Jeder Korper ist ein Integrititsbereich, insbesondere also Q und R. Aulerdem ist
Z ein Integritatsbereich, N hingegen nicht.

(b) Sei K ein Koérper. Wir definieren
K[X] = {(an)neN €KY | 3ng € NVn € Nuy, s ay, = O}
versehen mit den Operationen

(an)neN ) (bn)nGN = (an + bn)nGNa
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n

(an)nen © (bn)nen = Z aj - bp_;

J=0 neN

Dann ist K[X] ein Integritdtsbereich, der sog. Polynomring iber K. Fiir ein Element (ay,), € K[X]
schreiben wir auch
ao+ a1 X +as X’ + ...+ Any X",

wobei ay, # 0 und a,, = 0 fiir n > ng.

Sei im Weiteren (R, ®, o) stets ein Integritétsbereich.

Definition. Seien a,b € R\ {0}.

(2)

Man sagt a teilt b (oder a ist ein Teiler von b), falls es ein Element k£ € R gibt mit a o k = b.
Notation: a | b.

Ein Element a € R\ {0} heifit Finheit, falls a | 1. Die Menge aller Einheiten in R bezeichnen wir
mit R*.

a und b heilen assoziiert, wenn a | b und b | a gilt. Notation a ~ b.

Ein Element a € R\ {0} heiit irreduzibel, falls a ¢ R* und
VoeR:bla=(be R*Valb).
Ein Element p € R\ {0} heifit prim, falls p ¢ R* und
Va,be R: plaob=(p|a V p|b).
Ein Element ¢ € R\ {0} heiit grofiter gemeinsamer Teiler von a und b, falls ¢ | @ und ¢ | b und

VieR:d|aNd|b=d]ec.

Ein Element ¢ € R\ {0} heiit kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b, falls a | ¢ und b | ¢
und

VdeR:a|dAb|d=c]|d.

Bemerkung 6.3. (a) Die Einheiten in R sind genau die bzgl o invertierbaren Elemente.

(b)

Ist p € R prim, so ist p irreduzibel, denn fiir b € R mit b | p existiert a € R mit a o b = p. Damit
gilt insbesondere p | a o b und daher p | @ oder p | b. Im Fall p | a gilt a = po k fiir ein k € R und
daher

p=aob=pokod
und da p # 0, folgt 1 = k o b und damit b € R*.
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(¢) Es gibt Integritéitsbereiche, in denen irreduzibele Elemente nicht prim sind. Betrachte zum Beispiel
R:={a+biV5;a,be 7}
als Unterring von C. Dann ist 2 € R irreduzibel, aber nicht prim. In der Tat gilt
2.3 =(1-iV5)(1 +iV5).

also 2 | (1 —iv/5) - (1 +1iv/5), aber 21 (1 —iv/5) und 2 ¢ (1 +iv/5) (Ubung!). Um zu zeigen, dass 2
irreduzibel ist, nehmen wir an es gibt z,y € R\ R* mit 2 = x - y. Dann gilt

4=z [yl

und somit |z|2 € {1,2,4}. Ist |x|? = 1, so gilt also mit = a + ib/5, dass a® + 50> = 1 und daher
x = 41 alsox € R*. Analog folgt aus |z|? = 4, dass y € R*. Somit verbleibt also |z|? = a?+5b* = 2,
was allerdings fiir a,b € Z nicht vorkommen kann. Somit ist 2 also irreduzibel.

Lemma 6.4. Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation auf R\ {0}. Auferdem gilt fir a,b € R\ {0}
a~bs dce R :a=cob.

Beweis. Der Nachweis der Aquivalenzrelation ist Ubungsaufgabe. Gilt a ~ b, so folgt a = c o b und
b=doa fir ¢,d € R\ {0}. Damit gilt

b=doa=docob
und somit
doc=1,

also ist ¢ € R*. Ist umgekehrt a = cob fiir ein ¢ € R*, so gilt b | a und da c¢ invertierbar ist, auch a | b
also a ~ b. O

Satz 6.5. Seien a,b € R\ {0} und ¢, € R\ {0}. Sei weiter ¢ ein ggT (kgV) von a und b. Dann ist
d geT (kgV) von a und b genau dann, wenn ¢ ~ .

Beweis. Ist ¢ ggT von a und b, so gilt insbesondere ¢’ | a und ¢ | b und damit auch ¢’ | ¢. Ebenso
folgt aber auch ¢ | ¢ und daher gilt ¢ ~ ¢. Ist andererseits ¢’ ~ ¢, so gilt insbesondere ¢’ | ¢. Damit
gilt ¢ | aund ¢ | b. Ist k ein weiterer Teiler von a und b so folgt & | ¢ und da ¢ | ¢, folgt k | ¢, also ist
c ggT von a und b. Fiir kgV folgt die Behauptung analog. O
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Wir wollen uns nun mit Strukturen beschéftigen, in denen gréfite gemeinsame Teiler immer existieren
und sich auch algorithmisch berechnen lassen. Sei generell (R, @, o) ein Integritéitsbereich.

Definition. (R, ®,0) heiflt euklidischer Ring, falls es eine Gradfunktion 6 : R — N mit folgenden
Eigenschaften gibt:

(a) 6(0) =0,
(b) fiir alle x,y € R mit y # 0 existieren ¢,7 € R mit z = goy @ r und §(r) < é(y),
(c) fur z,y € R mit y # 0 gilt 0(z) < d(z o y).

Bemerkung 7.1. Es gilt 6(x) = 0 < x = 0. In der Tat, ist 6(z) = 0 und = # 0, so existiert nach (b)
q,7 € R mit
O=qox®r

und 0(r) < d(x) = 0, was nicht moglich ist.
Satz 7.2. (Z,+,-) ist ein euklidischer Ring mit 0(x) = |x|.

Beweis. Eigenschaften (a) und (c) sind klar. Fiir (b) seien z,y € Z mit y # 0. Setze ¢ = |z|div |y|
und 7 = |z|mod |y|. Dann gilt §(r) = |r| =7 < |y| = 6(y). AuBerdem ist

[zl =q- |yl +r
Sind z,y > 0, so ist die Behauptung gezeigt. Ist x < 0,y > 0 so gilt
v=—lz|=-qy-r
und 6(—r) = d6(r) < d(y). Ist > 0 und y < 0 so folgt
r=lzx|=—q-y+r

und fiir z,y < 0 gilt
r=—lr]=—q-lyl=r=q-y-r
Das beweist Eigenschaft (b). O

Wir wollen nun noch zeigen, dass auch K[X] fiir K Korper ein euklidischer Ring ist. Dazu definieren
wir zunéchst den Grad eines Polynoms.
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Definition. Wir definieren
vl K[X ] — ZZ—l

durch
max{n € N; a, # 0} falls (an)n # (0)n,

—1 sonst.

7((an)n€N) = {
Lemma 7.3. Seien p,q € K[X]. Dann gelten

(a) v(p + q) < max{y(p),v(q)},
() v(p-q) =v(p) +(q)

Beweis. (a) Sei 0.E. v(p) < v(¢). Dann gilt ay = b = 0 fiir alle £ > v(q) > v(p) und damit auch
ay, + by, = 0 fiir k > 7(qg). Damit ist y(p + ¢) < v(¢) = max{7(p),v(¢)}-

(b) Seir:=p-q. Es gilt

~(p)+(q) ~(p)
Py = D G Dar@—i = DB bym)a(a—i = Ga(p) - by(g) # O
=0 =0

und daher (r) > v(p) + v(¢). AuBerdem gilt fiir alle n € N>

v(P)+v(9)+n v(p)
Ty()+v(9)+n = Z @5 - by(p)t(g)+n—j = Z a;j - by(p)++(g)+n—j = 0
j=0 j=0

und somit y(r) < v(p) + v(q)-
]

Korollar 7.4. Es gilt K[ X|* = K\ {0}, wobei wir Elemente aus x € K mit dem Polynom (z,0,0,0,...)
identifizieren.

Beweis. Ist x € K\ {0}, so gilt #- 27! = 1 und daher z | 1 also ist x eine Einheit. Ist umgekehrt
p € K[X]* so existiert ein ¢ € K[X] mit p-¢ = 1. Dann gilt

0=7(1) =79 =)+ =),
da ¢ # 0 und somit (g) > 0. Damit folgt v(p) = 0 und somit p = (z,0,0,...) fir ein x € K\ {0}. O
Satz 7.5. (K[X],+,-) ist ein euklidischer Ring mit 6(p) == v(p) + 1.
Beweis. Die Eigenschaft (a) ist klar nach Definition von . Die Eigenschaft (c) folgt aus
5(p-a) =7(p-q) + 1=7(p) + 1+7(g) 2 7(p) + 1= 6(p)

"e (&] . ‘ . ¢ ( )' i 1 ) 2 [ ] it q 7 0 HfiI betI‘aC]Ile d'e
M ng
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Dann ist M # (), da p = 0- g + p und daher vy(p) + 1 € M. Nach Satz 1.7 existiert ein minimales
Element ng € M und damit Polynome s, € K[X]| mit p = s- ¢+ und y(r) = ng — 1. Wir zeigen nun
no — 1 < y(q). Sei dazu ¢ = (an),s = (by) und r = (¢,). Wir nehmen an: ng — 1 = v(r) > v(¢) und
setzen § = (d,) mit

4 - Coy(r) * a;(lq) falls n = ~v(r) — v(q),
0 sonst.
Dann gilt v(s) = 7(r) — v(¢) und
p=S-q+r
=(5+38)-q+(r—5-q).
Nun ist y(r—s-q) < max{y(r),v(5-¢q)} = max{y(r),v(5)+v(q)} = max{y(r),y(r)} = v(r). Allerdings
gilt
y(r)
(r =5 @ri) = C30) = Y dj - aym)—j = () = dy(r)—r(q) * T(q) = O
=0

und somit y(r — s q) < y(r). Das widerspricht der Minimalitit von ng. Somit gilt also
p=s-q+r
mit §(r) =v(r)+ 1 =mno < y(q) + 1 =0(q). O

Sei im Weiteren (R, +, ) stets ein euklidischer Ring. Wir zeigen nun, wie man in euklidischen Ringen
einen grofiten gemeinsamen Teiler berechnen kann.

Theorem 7.6 (Euklidischer Algorithmus). Seien a,b € R\ {0}. Wir definieren rekursiv die Elemente
rn € R und s, € R dusch

a=sy-b+ry, 0(ro) < d(b)

b=s1-19+ 11, d(r1) < d(ro)

Tn—1 = Sn+1 " Tn + T'n+1, 5(Tn+1) < 5(“1)7
solange 6(ry) > 0. Da (0(ry))nen absteigend in N ist, gibt es n € N mit §(ry,) > 0 und 6(rp41) = 0.
Dann st r,, ggT von a und b.
Beweis. Es gilt r,41 = 0 und daher
T'n—1 = S8n+1"Tn
also ry, | rp—1. AuBlerdem gilt
Tn—2 = SpTn—1+Tn

und daher 7, | r,—9. Induktiv folgt r,, | 7p—1,...,7 | ro und somit auch r, | b und r, | a. Damit ist
rn, gemeinsamer Teiler. Ist nun d € R mit d | @ und d | b, so folgt wegen

ro=a—35y-b

auch d | ro und dann auch (wegen r; = b — s1-19) d | r1. Induktiv folgt hieraus d | r, und somit ist
rn, g¢T von a und b. O
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7. Buklidische Ringe

Bemerkung 7.7. Der ggT und das kgV sind nach Satz 6.5 bis auf Einheiten eindeutig bestimmt, sofern
sie existieren. Im euklidischen Ring (Z,+,-) sind 1 und —1 die einzigen Einheiten. Fiir zwei ganze
Zahlen a,b € Z \ {0} setzen wir ggT(a,b) und kgV(a,b) als die entsprechenden natiirlichen Zahlen.

Beispiel 7.8. (a) Wir betrachten die Zahlen n = 11.427.780 und m = 141.050. Wir berechnen den
ggT {iber den euklidischen Algorithmus. Es gilt

11427780 = 81 - 141050 + 2730
141050 = 51 - 2730 + 1820
2730 =1-1820 + 910

1820=2-91040

und damit gilt gg'T(11427780,141050) = 910.

(b) Wir rechnen in R[X]. Betrachte die Polynome p = X%+ X3+ X —1 und ¢ = 3X° +3X* —4X3 —
X? + X. Dann gilt

BXP 43X —4X? - X7+ X =3X - (X' + XP+ X — 1) + (—4X® — 4X? 4+ 4X)
X4+X3+X—1:—2X~(—4X3—4X2+4X) +(X*+X-1)
—4X? —4X? 44X = 4X - (XP+ X -1)+0
und somit X2 + X — 1 ein ggT. Alle iibrigen ggT haben die Form
aX?+aX —a
fir a € R\ {0}.

Korollar 7.9 (Lemma von Bézout). Seien a,b € R\ {0}. Sei d ein ggT von a und b. Dann existieren
z,y € R mit
d=x-a+y-b.

Beweis. Es gilt d ~ r,, wobei 1, wie in Theorem 7.6 definiert ist. Damit ist d = ¢ - 7, fiir ¢ € R* und
somit geniigt es die Behauptung fiir r,, zu beweisen. Es gilt durch Riickwértsrechnen im euklidischen
Algorithmus

m =Th—2 — SnTn—1
=Tn—-2 — Sn(rnfS - Snflran)

= (1 + SnSn—l)Tn—Q — SnTn-3

=z-a+y-b U
Beispiel 7.10. Wir betrachten wieder die Zahlen n = 11.427.780 und m = 141.050. Dann gilt

910 = 2730 — 1 - 1820
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7. Buklidische Ringe

= 2730 — 1 - (141050 — 51 - 2730)
=52-2730 —1-141050

=52 (11427780 — 81 - 141050) — 1 - 141050
= 5211427780 — 4213 - 141050.

Korollar 7.11 (Lemma von Euklid). Seien ¢,a,b € R\ {0} so, dass c| a-b. Sei 1 ein ggT von ¢ und
a. Dann gilt ¢ | b. Insbesondere sind alle irreduziblen Elemente prim.

Beweis. Es existieren z,y € R mit
l=x-a+y-c
Auflerdem existiert d € R mit ¢-d = a - b. Dann gilt

b=b-1=b-(r-a+y-c)
:m.a.b+y.b.c
:$-C~d+y-b~c
=(z-d+y-b)-c,
also ¢ | b.
Sei p € R\ {0} irreduzibel und gelte p | a - b. Wir nehmen an, dass p { a. Dann ist 1 ein ggT von p
und a da p nur Einheiten und zu p assoziierte Teiler besitzt. Da p { a kénnen aber nur die Einheiten

gemeinsame Teiler von p und a sind und damit ist 1 ein ggT von a und p. Dann gilt aber p | b nach
dem oben Gezeigten und daher ist p prim. O

Theorem 7.12. Sei a € R\ {0}. Dann existieren irreduzible Elemente p1,...,pr € R\ {0} und eine
Einheit € € R* mit
a=¢e¢-pr-..." Pk

Sind ferner qi,...,q0 € R\ {0} irreduzibel und € € R* mit a = €-q1 - ... qp so gilt k = ¢ und es
existiert eine bijektive Abbildung w: {1,...,k} — {1,...,k} so, dass

Beweis. Wir beweisen zunéchst die Existenz solch einer Zerlegung in irreduzible Elemente. Wir nehmen
an, es gibt Elemente in R\ {0} die sich nicht auf diese Weise zerlegen lassen, d.h.

M = {be R\ {0}; b nicht zerlegbar}

ist nichtleer. Wihle b € M mit §(b) minimal. Da b selbst nicht irreduzibel und keine Einheit ist, gilt
b= c-d fiir gewisse ¢,d € R\ R*. Nach Eigenschaft (b) existieren ¢, € R mit

c=¢q-b+rund i(r) < i(b).

Nun ist
c=q-b+r=q-c-d+r
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7. Buklidische Ringe

und daher
r=(1-gq-d)-c

Da d ¢ R* folgt 1 — ¢ - d # 0 und somit
d(c) < a(r) < 6(b).

Analog zeigt man §(d) < §(b) und da 6(b) minimal war, folgt ¢,d ¢ M. Somit lassen sich ¢ und d als
Produkte irreduzibler Elemente und Einheiten darstellen aber damit auch b = ¢ - d. Widerspruch!
Kommen wir nun zu verschiedenen Zerlegungen: Gelte also

EPl e DE=E-QqL" . Q.

Wir nehmen ohne Einschrinkung ¢ < k an. Esist p; | ¢1 - ... ¢, und da p; prim ist, folgt p; | r(1) flir
ein (1) € {1,...,£}. Da g1 irreduzibel ist und p; keine Einheit, folgt g1y | p1 und daher p1 ~ gr(1).
Also gilt p1 = €1 - gr(1) fiir eine Einheit &1 und somit
l
€-€1-P2-... Pp=¢ - H G-
i=1,i£m(1)
Man féhrt nun so fort mit ps, p3 etc. bis keine g/s mehr vorhanden sind. Dann folgt

~1
9 '5'51'...'€g-pg+1-...-pk:1.

Ware k > £, so wiirde folgen, dass p; eine Einheit wére, was Definition von irreduzibel widerspricht.
Somit kann nur der Fall k = ¢ auftreten. O

Korollar 7.13. Seien a,b € R\ {0} mit Zerlegungen

a=&c-pr-... Pk
b=¢-q1-...-q
gemdf3 Theorem 7.12. Dann gilt a | b genau dann, wenn es eine injektive Abbildung 7 : {1,...,k} —

{1,...,¢} gibt mit

Beweis. Gilt a | b, so existiert ¢ € R mit a - ¢ = b. Wir zerlegen c in irreduzible Elemente und eine
Einheit 9§, also ¢ =6 - pgy1 - ... - pp+m und erhalten so
b=a-c=6-€-p1-... Pk Pkt1" - Phtm-

Nach Theorem 7.12 gilt k + m = ¢ und es existiert eine bijektive Abbildung 7 : {1,...,k + m} —
{1,..., ¢} mit
Pi ~ Qr(s)

fiir alle 7 € {1,...,k +m}. Die Abbildung 7 = 7| _; liefert dann die Behauptung.
Existiert umgekehrt so eine Abbildung 7, so gilt

€iDi = dr(3)
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fiir Einheiten &; und damit gilt

=1 g {r(1),....,7(k)}
also a | b. O

Korollar 7.14. Seien a,b,c € R\ {0} mit Zerlegungen

a=¢e-pr-... Di
b=¥d-q1-... qy,
C=K-T1" e Tm,

gemdfl Theorem 7.12. Dann ist ¢ ein gg'T von a und b genau dann, wenn es zwei injektive Abbildungen
v AL ...,mp = {1 .k} und v i {1,...,m} = {1,...,£} gibt, so dass

75 ™~ Py (6) ™ Qya(4) (2 € {177m})

und

Vi € {1?""]{} \ {'71(1)7"-"71(m)}7j € {17"'76} \ {72(1),...,72(771)} CDi *gy.

Beweis. Sei zunéchst ¢ ein ggT von a und b. Dann existieren nach Korollar 7.13 zwei injektive
Abbildungen 1,79, die die erste Bedingung erfiillen. Wir zeigen nun, dass diese auch die zweite
Bedingung erfiillen. Dazu nehmen wir an, es existieren ¢ € {1,...,k} \ {71(1),...,71(m)} und j €
{1,...,03\ {7(1),...,72(m)} mit p; ~ ¢g;. Wir betrachten d := c- p;. Dann gilt d | a und d | b aber
nicht d | ¢, was der Definition des ggT widerspricht.

Existieren nun umgekehrt die zwei injektiven Abbildungen 1, 2, so ist ¢ ein gemeinsamer Teiler von
a und b nach Korollar 7.13. Wir definieren nun

a = H pi, b= H qj-
igW (1) JEW (72)

Dann gilt
c-a ~a, c-b~0b

Ferner haben nach Korollar 7.13 die Elemente a’ und &’ nur Einheiten als gemeinsame Teiler und daher
ist 1 ein ggT von o’ und b'. Damit ist aber nach ¢ = ¢ -1 ein ggT von ¢-a’ und ¢ - (vgl. Ubung) und
damit auch von den jeweiligen assoziierten Elementen a und b. Also ist ¢ ein ggT von a und b. O

Beispiel 7.15. Wir betrachten wieder n = 11.427.780 und m = 141.050. Es gilt

n=2-2-3-5-7-7-13-13-23
m=2-5-5-7-13-31

und daher
geT(n,m)=2-5-7-13 = 910.
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Wir wollen uns abschlieflend mit dem kgV beschéftigen. Dazu benétigen wir das folgende Lemma.

Lemma 7.16. Seien a,b,d € R\ {0} so, dass 1 ein ggT von a und b ist und a | d und b | d. Dann
gilt a-b|d.

Beweis. Wir zerlegen a, b, d geméfl Theorem 7.12 in

a=¢e-pL-... D
b=10"Pkt1" - DPhtos
d=FK-q1 ... Qn.

Da 1 ein ggT von a und b ist, folgt p; ~ ppy; fiir alle j € {1,...,k} und i € {1,...,¢}. AuBerdem
existieren injektive Abbildungen vy : {1,...,k} = {1,...,;n}und v : {k+1,...,k+¢} = {1,...,n}
so, dass
Pj ™~ A (j)
Pi+i ™ Qo (k+i)-
Da pj o pii, folgt v1(j) # v2(k + i) und damit ist v : {1,...,k+ ¢} = {1,...,m} mit
G el k),
2@ =4 el b
vo(i) ie{k+1,....k+ ¢}
injektiv mit
fiir alle 4. Damit folgt a - b | d. O
Satz 7.17. Seien a,b € R\ {0}. Sei ¢ ein ggT von a und b. Dann existiert f € R\ {0} mitc-f =a-b.
Dann ist f ein kgV von a und b.
Beweis. Da c ein gemeinsamer Teiler von a und b ist, existieren a,b € R\ {0} mit
a=a-cund b=b-c.

Da c ein ggT von a und b ist, folgt, dass 1 ein ggT von @ und b ist. In der Tat, ist d ein gemeinsamer
Teiler von @ und b so gilt d-c¢ | aund d- ¢ | b und damit d - ¢ | ¢ und daher ist d eine Einheit. Es gilt

c-f:a‘b:'d-fl;c-c
und damit B B

f=a-b-c=a-b=a-b
also a | fund b | f. Ist nun g ein gemeinsames Vielfaches von a und b, so folgt insbesondere ¢ | g und
damit existiert g € R\ {0} mit

g=g-c

Dann gilt a-¢c=a | g = g-c und daher a | g und ebenso b | g. Nach Lemma 7.16 folgt nun a-b | g und
daher ist

also ist f ein kgV von a und b. O
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Beispiel 7.18. (a) Wir betrachten wiederum die Zahlen n = 11.427.780 und m = 141.050. Dann gilt

n-m

910

0 2-2-3-5-7-7-13-13-23-2-5-5-7-13-31
2.5-7-13

=2-2-3-5-5-7-7-13-13-23-31

= 1.771.305.900.

kgV(n,m) =

(b) Wir rechnen in R[X] und betrachte die Polynome p = X%+ X3 + X — 1 und ¢ = 3X° + 3X* —
4X°% — X? + X. Dann ist

p-q=3X"+6X%— X" —2X% —6Xx*+3X3+2X2 - X
und somit ist
3X94+6X8—XT2X0 _6X44+3X34+2X%2— X : X2+ X—1=3X"+3X-X"12X*_3X3_X%24+X

ein kgV von p und q.
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8. Der Ring 7Z,

Wir hatten gesehen, dass wir fiir # € Z und n € N>; Zahlen y,r € Z mit |r| < n finden so dass
r=y-n+r.
Wir wollen uns nun mit diesen Resten r befassen. Durchweg sei n € N>1.
Definition. Wir definieren auf Z die Relation =,,,q4, durch
m=k (modn):&3JacZ:m—k=a-n.
Dann definiert =04, ein Aquivalenzrelation (Ubung!) auf Z und wir setzen
Zn=2r=_ . .
Bemerkung 8.1. Es gilt n |m < m=0 (modn).
Satz 8.2. Wir definieren die Operationen + und - auf Z,, durch

m] + k] = [m +
m] - (K] = [m - k).

Dann sind + und - wohldefiniert und (Zy,+,-) ist ein kommutativer Ring mit Eins.

Beweis. Seien m, k,m, k € Z mit m = m (modn) und k = k (modn). Dann gilt

fiir geeignete a,b € Z. Dann gilt
(m+k)—(m+k)=(a—b)-n
alsom+k=m+k (modn). Ebenso gilt
(m-k)—(m-k)=(m-m)-k+(k—Fk) -m=(k-a+b-m)- n.

Somit sind beide Operationen wohldefiniert. Die Kommutativitit, Assoziativitdt und Distributivitét
folgen unmittelbar aus den Rechenregeln der Addition und Multiplikation fiir ganze Zahlen. Die
neutralen Elemente bzgl. + und - sind [0] bzw. [1] und zu [m] ist [—-m] das inverse Element beziiglich
+. O

Satz 8.3. Z, ist genau dann ein Integrititsbereich (also ein nullteilerfreier kommutativer Ring mit
FEins), wenn n eine Primzahl ist.
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8. Der Ring Z,

Beweis. Sei zunéchst Z,, ein Integritdtsbereich und m € N5 mit m | n. Dann gibt es & € N5 mit
m -k =n. Dann ist
[m] - [k] = [m - k] =[n] =0

und damit gilt [m] = 0 oder [k] = 0. Da 0 < m, k < n, folgt hieraus m = n oder k = n. Damit ist n
irreduzibel, also eine Primzahl.
Sei nun n prim und m, k € Z mit

[m - k] = [m] - [k] = 0.

Dann gilt m -k = a-n fiir ein a € Z. Ist a = 0, so folgt k =0 oder m = 0. Ist a # 0, so gilt n | m - k
und da n prim ist, folgt mit Korollar 7.11 n | m oder n | k. Damit gilt aber m = 0 (modn) oder
k=0 (modn). Also ist Z,, ein Integritétsbereich. O

e Einschub

Wir wollen noch eine Folgerung aus dem Schubfachprinzip nachtragen. Dazu definieren wir
zunéchst, was wir unter einer endlichen Menge verstehen.

Definition. Eine Menge M heifit endlich, falls es ein n € N und eine bijektive Abbildung
f: M — N, gibt.

Lemma 8.4. Sei M eine endliche Menge und n,m € N und f : M — Nop,g : M — N,
bijektive Abbildungen. Dann gilt m = n und wir definieren |M| := n, die Kardinalitdt (oder
Méchtigkeit ) von M.

Beweis. Ist m # n so gilt m < n oder n < m. Sei o.E. m < n. Dann ist nach Satz 1.8
fog~':N.,, — N_, nicht injektiv, was allerdings der Bijektivitit von fo¢~' widerspricht. [J

Satz 8.5. Seien M, N endliche Mengen mit |M| = |N| und f : M — N. Dann ist [ injektiv
genau dann wenn f surjektiv ist.

Beweis. Zunéchst existiert ein n € N und bijektive Abbildungen g : M — N.,,, h : N — N_,,.
Da f genau dann injektiv bzw. surjektiv ist, wenn ho fog™! : N.,, — N_,, injektiv bzw. surjektiv
ist, konnen wir o.E. annehmen, dass f : N., — N,,.

Sei f injektiv. Wir nehmen an, dass f nicht surjektiv ist. Dann gibt es ein j € N, mit j ¢ f[N,].
Betrachte die injektive Abbildung

g:Ney \ {J} — Nep—1

l falls £ < j
l—
{—1 falls?>j.

Dann ist nach Voraussetzung g o f : No,, — N, _1 injektiv, was jedoch Satz 1.8 widerspricht.
Somit ist f surjektiv.
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Sei nun f surjektiv. Dann ist fiir alle m € N.,, die Menge {k € N, | f(k) = m} nichtleer.
Demnach existiert nach Satz 1.7 ein kleinstes Element. Wir setzen

g: N<n — I\I<n
m +— min{k € No, | f(k) = m}

und erhalten so
flg(m)) =m (m € Ney).

Somit ist g injektiv und nach dem bisher Gezeigten auch surjektiv. Seien nun k,% € Ng, mit
f(k) = f(k) und gelte 0.E. k < k. Da g surjektiv ist, existiert m € N.,, mit g(m) = k. Dann gilt

f(k) = f(k) = f(g(m)) = m.
und somit nach der Definition von g
k = g(m) <k.
Somit ist also k = E, die Funktion f also injektiv. O

Korollar 8.6. Z,, ist genau dann ein Kdrper, wenn n eine Primzahl ist.

Beweis. Ist Z, ein Korper, so ist es insbesondere ein Integritdtsbereich und damit ist n prim nach Satz
8.3. Sei nun n prim. Wir zeigen, dass [m] # [0] ein multiplikatives Inverses besitzt. Wir betrachten die
Abbildung

f i Nep = Ney
k — (m - k) modn.

Diese Abbildung ist injektiv. In der Tat folgt aus (m - k) modn = (m - k)modn fiir k, k € N.,, mit
k <k dass m - (k — k)modn = 0, also

[m] - [k — *] = [0].

Da Z;, ein Integrititsbereich ist (Satz 8.3) und m # 0 (modn), folgt k — k=0 (modn). Da
0 <k—k<mn,folgt kK =k also ist f injektiv und somit auch surjektiv nach Satz 8.5. Somit existiert
insbesondere ein k£ € No,, mit m - kmodn = 1. Damit ist [k] das multiplikative Inverse von [m] und
damit ist Z,, ein Korper. O
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9. Teilbarkeitsregeln

Sei b € Nsj. Aus Abschnitt 5 wissen wir, dass wir jeder natiirlichen Zahl n € N ihre b-adische
Darstellung zuordnen kénnen. Mit anderen Worten: wir schreiben

no
n = Z akbk
k=0
fiir geeignete Zahlen ao, ..., an, € Nogy mit a,, # 0. Wir wollen nun einige Teilbarkeitsregeln mithilfe

der b-adischen Darstellung beweisen.

Satz 9.1 (Quersummenregel). Sei d € N>y mit d | b— 1. Sei ferner n € N und n = _3% aib® dessen
b-adische Darstellung. Dann gilt d | n genau dann, wenn d | Y32 ak.

Beweis. Da d | b—1 existiert a € N5, so dass d-a = b— 1, oder mit anderen Worten b =1 (modd).
Induktiv folgt hieraus
=1 (modd)

fiir alle £ € N. Somit gilt

no
n= Zak (mod d).
k=0

Somit gilt nun also
no no

d\n@nmoddzO@Zakmodd:()(:}d\Zak. O
k=0 k=0
Satz 9.2 (Alternierende Quersumme). Seid € N>y mit d | b+1. Sei fernern € N undn =Y} aybF

dessen b-adische Darstellung. Dann gilt d | n genau dann, wenn d | Y32 (—1)*ay.

Beweis. Dad|b+ 1, gilt b= —1 (modd) und induktiv folgt hieraus
v¥ = (-1)% (modd)

fiir alle £ € N. Damit gilt

und somit folgt die Behauptung. O

Satz 9.3. Seid € N>y mit d |V fiir ein j € N. Sei fernern € N und n = >l apb® dessen b-adische

Darstellung. Dann gilt d | n genau dann, wenn d | Zgi%{no’j_l} apb.
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Beweis. Da d | b folgt induktiv

=0 (modd)
fiir alle £ € N>;. Somit ist
min{ng,j—1}
n= Z arb®  (modd)
k=0

woraus die Behauptung folgt.
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10. Lineare Kongruenzen

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der Losbarkeit linearer Kongruenzen beschéiftigen, d.h. wir
stellen die Frage, ob fiir gegebene Zahlen n € N>y, a,b € Z Losungen x € Z der Kongruenz

a-r=0>b (modn)

existieren und wenn ja, wie viele. Wir beginnen zunéchst mit der Losbarkeit linearer Kongruenzen.
Fiir das einfachere Rechnen setzen wir
ggT(0,n) =n

fiir alle n € N>q.

Satz 10.1. Seien n € N>y,a,b € Z. Die lineare Kongruenz
a-z=0>b (modn)
hat genau dann eine Lésung x € Z, wenn ggT(a,n) | b.

Beweis. Sei x € Z eine Losung. Dann existiert ein k € Z mit a-x —b=%k-n,oderb=a-x — k- n.
Nun gilt ggT(a,n) | a -z und ggT(a,n) | k- n und somit ggT(a,n) | b. Sei umgekehrt ggT(a,n) | b.
Dann gibt es £ € Z mit £-ggT(a,n) = b. Nach Korollar 7.9 gibt es j, k € Z mit ggT(a,n) =j-a+k-n
und damit

a-l-j+0-k-n=~-ggT(a,n) =0,

oder, mit anderen Worten
a-0-j=b (modn),

also ist £ - j eine Losung. O

Satz 10.2. Seien n € N>1,a,b € Z mit ggT(a,n) | b. Sei x1 € Z so dass a-x1 =b (modn) (eine
solche Ldsung ezistiert nach Satz 10.1). Dann gilt
kezf.

n
z€Zla-x=b (modn)}=<Kao21+k——
t | ( )} { L ggT(a,n)

Beweis. Sei zunéchst x = 21 + k——=+— fiir ein k € Z. Dann gilt

ggT(a,n)
a-r=a-r1+a-k——— (modn
' ggT(a,n) ( )
a
=b+———-k-n (modn
geT(a,n) ( )
=b (modn).
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Somit ist x also eine Losung. Sei nun umgekehrt x € Z eine Losung. Dann gilt
a-(x—x1)=0 (modn),

also existiert j € Z mit a - (x — x1) = j - n. Wir schreiben a = a - ggT(a,n) und n = n - ggT(a,n) mit
a € Z,n € N>1. Dann gilt ggT(a,n) = 1 und

a-(x—mx) =7 n.
Somit gilt
a=ggT(a,j-n)=ggT(a,j),
also @ | j und somit gibt es £ € Z mit a - ¢ = j. Hieraus ergibt sich
x:m1+€-ﬁ:x1+€-L. O
ggT(a,n)
Hieraus kénnen wir nun eine Folgerung iiber die Losbarkeit von Diophantischen Gleichungen ziehen.

Korollar 10.3 (Diophantische Gleichungen). Seien a € Z,b € N>; und ¢ € Z und betrachte die
diophantische Gleichung
a-x+b-y=c.

Diese Gleichung besitzt genau dann eine Lisung (x,y) € Z X Z, wenn ggT(a,b) | c. Ist (x1,y1) € Z X Z
etne Losung, so ist jede weitere Losung von der Form

b a
vy) =21 +k —— —k->
(@) <1 geT(a,0)""! ggT(a,b)
fir k € Z.

Beweis. (x,y) € Z x Z ist genau dann eine Losung, wenn
a-r=c (modb).

Dann existiert nach Satz 10.1 genau dann eine Losung x € Z der Kongruenz, wenn ggT(a,b) | c. Das
beweist den ersten Teil. Existiert nun eine Losung (x1,y1) der diophantischen Gleichung, so gilt nach
Satz 10.2 fiir jede weitere Losung « der Kongruenz

r=x1+k-

ggT(a,b)
fiir ein k € Z. Hieraus folgt dann
b-y=c—a-x
b
=c—a-r1—a k ————
ggT(a,b)
a
o)
( ggT(a,b)
undsomity:yl—hgg%(ab). O
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10. Lineare Kongruenzen

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir uns mit Systemen linearer Kongruenzen befassen. Wir
beginnen zunéchst mit Frage, wie Losungen aussehen, so welche existieren.

Satz 10.4 (Chinesischer Restsatz; Teil 1). Seien m1,...,m, € N>y und a1, ..., a, € Z. Existiert ein
T, € Z mit
Vie{l,...,n}:x1=a; (modmy;)
so gilt
{rez|Vie{l,...,n}:x=a; (modm;)} ={x1+jkgV(mi,...,m,)|j€Z}.
Beweis. Sei zunédchst x = 21 (modkgV(my,...,m,)). Dann existiert ein j € Z so dass

x=x1+7 -keV(my,...,my).

Damit gilt fiir i € {1,...,n}
r=x1 =a; (modmy),

da m; | kgV(mi,...,my). Sei nun umgekehrt © = a; (modm;) fiir alle ¢ € {1,...,n}. Dann gilt
x = x1 (modm;), also m; | © — x1 fiir alle i € {1,...,n}. GeméB der Definition des kleinsten
gemeinsamen Vielfachen folgt kgV(my,...,my) | x — x1, also z = z1  (modkgV(my,...,my)). O

Wir kommen nun zur Existenz von Losungen.

Satz 10.5 (Chinesischer Restsatz; Teil 2). Seien mq,...,m, € N>1 mit ggT(m;,m;) =1 fir i # j.
Seien weiter aq, ... ,a, € Z. Dann existiert ein x € Z mit

Vie{l,...,n}:x=a; (modm;).

Beweis. Seii € {1,...,n} und setze k; := [];,; m;. Dann gilt ggT(k;, m;) = 1. Nach Satz 10.1 existiert
ein x; € Z mit
ki-z;=1 (modm;).

Wir setzen nun = := Y ;" | a; - k; - x;. Dann gilt fiir j € {1,...,n}, da m; | k; fiir i # j,
n
x:Zai-ki-xiEaj-kj'xj =a; (modm;)
i=1
und somit 16st x das System linearer Kongruenzen. O
Der Beweis des Chinesischen Restsatzes liefert gleichzeitig eine Methode zur Berechnung der Lésung.

Beispiel 10.6. Gesucht sind alle Lésungen des Systems

x=1 (mod3)
x=3 (modT7)
x=5 (modll).
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Es gilt m :=kgV(3,7,11) =3-7-11=231und ky =7-11 =77, ko =3-11 =33, k3 =3-7=21. Es
gilt

ki -x1=77-21=—x1 (mod3).
Somit 16st x; := —1 die Kongruenz k1 -x1 =1 (mod3). Ebenso erhalten wir

ky-x9 =33 129 =—-2-29 (mod7)

und damit x9 = —4 und
ks x3 =21 -23=—x3 (modll)

und somit z3 := —1. Damit ist
3
r=> aj ki-x;=1-77-(—1)+3-33-(-4)+5-21- (-1)

1=1
= —77—396 — 105 = 154 + 66 + 126 = 346 = 115 (mod 231)

eine Losung des Systems linearer Kongruenzen und die Losungsmenge ist somit
{115+ k- 231 |k € Z}.

Bemerkung 10.7. Fiir mq,...,my, € N> mit ggT(m;,m;) = 1 fir ¢ # j und m = [[;", m; ist die
Abbildung

[ 1y — Ly X ... X Ly,

[r]=,, — ([m]zml 7oy [x]zmn)

bijektiv. In der Tat folgt aus Satz Satz 10.5 die Surjektivitdt und aus Satz Satz 10.4 die Injektivitét
dieser Abbildung.
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11. Elementare Satze der Zahlentheorie

Definition. Wir definieren die Euler’sche @-Funktion durch
9 :N5g—= N
n— [{m € Ng, | ggT(m,n) =1}|.
Bemerkung 11.1. Ist p prim, so ist ¢(p) = p—1. Fir n € N gilt ¢p(n) = |Z}|, die Anzahl der Einheiten

n Z,.
Lemma 11.2. (a) Seien m,n € Nsg mit ggT(m,n) = 1. Dann gilt o(m -n) = @(m) - p(n).
(b) Seip Primzahl und n € Nq. Dann gilt o(p") = p™ —p" 1 =p"1(p —1).
Beweis. (a) Wir betrachten die Abbildung
P Domn = Do X T
[2]=,. = ([7]=,, [2]=,) -

Diese ist nach chinesischem Restsatz bijektiv (vgl Bemerkung 10.7). Damit ist die Restriktion von
f auf Zy, . injektiv. Wir zeigen nun

f L) = Loy, X Loy,

Es gilt fiir x € N
ggT(z,m - n) = ggT(z,m) - ggT(z,n),

da ggT(m,n) = 1. Damit ist aber

< ggT(x,m) =1 und ggT(x,n) =1

& (2], [2]=,) € Zy, X Z,
was die Behauptung zeigt. Damit ist f : Z;,,,, — Zy, x Zy, bijektiv und daher

p(m - n) = |Zuyn| = |Zay, X Lp| = |Zsy,| - |23, = p(m) - (m).
(b) Es gilt fiir m € Nepn:
ggT(m,p") #1 < p|m,
da jeder nichttriviale Teiler von p™ den Primfaktor p enthalten muss. Nun gilt aber
plmeme {O-p,l-p,...,(p"_l—1)-p}.

Das sind genau p"~! Elemente und damit gilt

e =p" —p "t =p"(p—1). O
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11. Elementare Sétze der Zahlentheorie

Bemerkung 11.3. Uber die Primfaktorzerlegung lisst scih nun ¢(n) fiir alle n € N>1 ausrechnen. Zum
Beispiel ist

P(120) = (27 3-5) = p(2°) - ¢(3) - (5) =2+ (2= 1) - (3= 1) - (5 - 1) = 32.
Satz 11.4 (Satz von Euler-Fermat). Sei n € Nsg und a € Z mit ggT(a,n) = 1. Dann gilt
a?™ =1 (modn).

Beweis. Gemif der Definition von ¢ existieren genau ¢(n) Zahlen 0 < r1 < ... < 1y < n
mit ggT(r;,n) = 1 fir ¢ € {1,...,¢(n)}. Demnach existiert eine Permutation 5 : {1,...,¢(n)} —
{1,...,p(n)} so dass r; - 73(;3 =1 (modn) gilt. Damit gilt

o(n) p(n)  p(n)
r? = H T H r36) =1 (modn).
=1 i=1 =1

Wir betrachten nun die Abbildung

o: {7’1,...,7’90(”)} —>ZZ

T — [a : Ti]modn-

Diese ist wohldefiniert, da
ggT(a-ri,n) =ggT(ri,n) =1,
also ist [a - 7|modn eine Einheit in Z,,. Auflerdem ist o injektiv, denn es gilt

o(r;) =o0(rj) e a-ri=a-r; (modn)sa-(r;—r;)=0 (modn).

Da ggT(a,n) = 1 folgt wiederum, dass [a],, 4, € Z;, also invertierbar ist und daher gilt folgt r; —r; =
0 (modn). Da 0 < rj,7; < n, folgt hieraus r; = r; und somit die Injektivitéit von o. Da |Z}| = ¢(n),
ist o auch surjektiv nach Satz 8.5. Da auerdem [ri|modn € Z;, fiir alle i € {1,...,p(n)} existiert zu
jedem j € {1,...,¢(n)} genau ein i € {1,...,p(n)} mit

a-ri=r; (modn)

und somit ist

p(n) p(n)
H a-r; = H T
=1 j=1
Damit gilt
e(n) e(n) p(n) p(n)
a?) = g™ . r2 = Ha'ri Hri = Hr?zl (modn). O
i=1 i=1 i=1 i=1

Korollar 11.5 (Kleiner Satz von Fermat). Sei p eine Primzahl und a € Z. Dann gilt

a’? =a (modp).
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Beweis. Da p prim ist, gilt entweder ggT(|al, p) = 1 oder ggT(|al, p) = p. Fiir den Fall, dass ggT(|al|,p) =
1 folgt aus Satz 11.4
a?=a-a? ' =a-a?P =q (modp).

Ist ggT(|al,p) = p, so gilt a = k - p fiir ein k € Z. Damit gilt

a? =kP-pP=0=a (modp). O
Satz 11.6 (Satz von Wilson). Sei p € N>o. Ist p prim so gilt (p —1)! = —1 (modp). Ist p nicht
2 llsp=4
prim, so gilt (p — 1) = Jalls p =4, (mod p).
0 sonst

Beweis. Sei p prim. Wir betrachten die Félle p = 2 und p = 3 gesondert. Es gilt
2-1)!=1=-1 (mod?2)

und

B-1)!=2=-1 (mod3).
Sei also nun p > 5 prim. Dann ist nach Korollar 8.6 Z, ein Korper. Demnach existiert zu jedem
@] modp € Zp \ {0} genau ein [k, 4, € Zp\ {0} mit a-k =1 (modp). Nungilt a =k (modp) genau
dann wenn a? =1 (mod p), was dquivalent ist zu

0=d’-1=(a—1)-(a+1) (modp).

Da Z, nullteilerfrei ist, folgt a = 1 oder @ = —1 (modp). Wir betrachten nun die Menge M :=
Zp\{0,—1,1} und erhalten |M| = p— 3. Ferner lésst sich M in % Paare der Form ([a] o4, [a];lidp)

zerlegen (beachte, [a] .4, 7 [a] 1, p)- Somit gilt
H [a]modp = [1]1110(1]3'
[a]modpeM

Insbesondere folgt
2-...-p—2=1 (modp)

und dap—1= -1 (modp) folgt
(p—1!'=-1 (modp).

Sei nun p nicht prim. Wir unterscheiden folgende Félle:

(A) p = m-n mit m < n. Dann gilt wegen 1 < m < n < p, dass m-n | (p —1)! und daher
p—D!'=m-n=p=0 (modp).

(B) p = m? fiir m prim. Ist m > 3, so folgt 0 < m < 2mF~! < mF = p und daher 2p = 2m* =
2

mF=1.m | (p—1)! und somit (p —1)! =2p =0 (modp). Fiir den Fall m = 2, also p = 4 gilt
(p—1)!'=3'=6=2 (mod4). O
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Satz 11.7 (Satz von Euler). Seip eine ungerade Primzahl. Dann existiert x € Z mit x> = —1  (mod p)
genau dann wenn p =1 (mod4).

Beweis. Sei x € Z mit 2> = —1 (modp). Dann gilt ggT(z,p) = 1 (sonst wire 22 = 0) und somit ist
einerseits
= (2?) 2 =(-1)z (modp)
und andererseits nach Satz 11.4
P71 =1 (modp).
Damit ist also

(mod p)

P p—1

und damit gilt p | (1 - (—1)%) . Ist % ungerade, so gilt 1 — (—=1) 2 =1—(—1) = 2, und damit
p | 2, was zum Widerspruch fithrt. Somit ist also % gerade, also ist

p—1

2.k
2

fiir ein £ € N und daher
p—1=4-k=0 (mod4).

Sei nun umgekehrt p =1 (mod4). Dann ist % gerade und es gilt

p—1 p+1
(p—l)!——1-2-...-T-T~...-(p—1)
p—1 p—1
=12 2 (p—2> (p=1)

Andererseits ist nach Satz 11.6 (p — 1) = —1 (modp) und somit

((5)) = D

Korollar 11.8. Es ezistieren unendlich viele Primzahlen p mit p =1 (mod4).

Beweis. Angenommen, es gibt nur endlich viele Primzahlen py,...,p, mit p; =1 (mod4). Wir setzen
k= ([T, pi)®>+1 € N. Sei p ein Primteiler von k. Dann ist insbesondere p # p; fiir alle i € {1,...,n}.
AuBlerdem gilt k=0 (modp) und somit

n 2
(le> =—1 (modp).
i=1

Damit gilt aber nach Satz 11.7p=1 (mod4), was zum Widerspruch fiihrt. O
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