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Einfiihrung in die elementare Zahlentheorie

20. Aufgabe:
Ein Dedekind-Schnitt A C Q heifst rational, falls es g € Q gibt, so dass

A={peQ;p<q}.
Zeige:

(a) Ein Dedekind-Schnitt A ist genau dann rational, wenn Q \ A ein kleinstes Element
besitzt.

(b) Der in der Vorlesung behandelte Dedekind-Schnitt A := {p €Q;p<0oderp’< 2}

ist nicht rational, oder mit anderen Worten, v/2 ist irrational.

21. Aufgabe:
Zeige, dass R unbeschrankt ist und sogar

VyeRIAz,z€Q: x<y<z

gilt. Verwende hierbei die Definition der reellen Zahlen und der Ordnungsrelation, wie
sie in der Vorlesung eingefiihrt wurden. Zeige ferner, dass fiir alle y € R sogar ein n € N
mit y < n existiert.

22. Aufgabe:
Zu einer rationalen Zahl x € Q- finden wir natiirliche Zahlen n € N und a9 € N und
ai,...,an € N\ {0} so dass

r=ap+ ——5

also ap = 0,a1 = 2,a2 = 1,a3 = 2. Finde eine rekursive Vorschrift zur Bestimmung der
Zahlen ag, . .., a, und begriinde, warum die Kettenbruchentwicklung fiir rationale Zahlen
immer abbricht.

Hinweis: Verwende den Ausdruck [z| € N; den ganzzahligen Anteil einer positiven ratio-
nalen Zahl z (z.B. |§] = 2).



23. Aufgabe:
Fiir z € R definieren wir rekursiv 20 := 1 und 2"*! := 2" - z fiir n € N. Zeige:

(a) Vm,ne Nyx e R: a" . g™ = g"t™,
(b) Vm,n e Nz e R: (2")" = 2™,
(¢c) VneNjz,yeR: (z-y)" =z" - y™.

Hinweis: Es darf verwendet werden, dass (R, +, -) ein Korper ist.



